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Temporale Logik

Ein grolReres Verifikationsbeispiel

Ein Algorithmus hei3selbst-stabilisierendvenn er ausgehend von jedem beliebigen Zustand nach endlich vielen
Schritten einenstabilen* Zustand erreicht und danach immstiabil* bleibt. Protokolle zur Selbst-Stabilisierung
finden Anwendung zur Initialisierung verteilter Systeme und zur Sicherung der Fehlertoleranz. Im folgenden soll
ein auf Dijkstra [1] zuiickgehendes selbst-stabilisierendes Netzwerkprotokoll modelliert und verifiziert werden.

Ein Ring-Netzwerk besteht aué + 1 > 2 Knoten, die mit), 1, ..., N nummeriert sind. Die folgende Abbildung
illustriert die Netz-Struktur:

0 0
(a) mogliche Ausgangskonfiguration (b) Konfiguration nach einigen Schritten

Abbildung 1: Ablaufbeispiel von Dijkstras Protokoll

Jeder Knoten enttélt ein Register;, das eine Zahl aus der Menge, 1, ..., M} speichern kann, dabei gelte

M > N. In obiger Abbildung sind verschiedene Registerwerte durch verschieden&@raggkennzeichnet.

Jeder Knoten kann auf sein Register lesend und schreibend und auRerdem auf das Register seines linken Nachbarn
lesend zugreifen.

Wir nennen eine Belegung der Register mit Werten édoefiguration Das Netz startet mit einer beliebigen
Ausgangskonfiguration. Konfigurationéndern sich, indem ein Knoten einen Schritt abst:

e Knoten0 kann einen Schritt aughren, wennry = ry gilt; er erfdht dannry um 1 modulo M + 1. Alle
Ubrigen Registerinhalte bleiben ungadert.

e Knoteni (furi € {1,..., N}) kann einen Schritt aushren, wenn-; # r;_; gilt; er kopiert dann den Wert
r;—1 In sein eigenes Register. Alidbrigen Registerinhalte bleiben unaadert.

In Pseudocode-Notation kann das Protokoll folgendermalf3en beschrieben werden:

var ry, ..., ry : [0..M];
do
rp=ry — 19:=(rg+1)mod (M +1)
Di<N Titl A1~ Tig1 =T
od

Eine Konfiguration heiftabil, wenn es genau einen Knoten gibt, der einen Schritidueh kann. Das Protokoll
stellt sicher, dass in jedem Ablauf eine stabile Konfigurationen erreicht wird und alle Folgekonfigurationen dann
ebenfalls stabil sind — allerdings ist der Beweisidadlles andere als offensichtlich [2,3].



Formalisierung als FSTS

Die SignaturSIG enthalte die Sortd/AL, die Konstanterd(s: VAL und 1(=-VAL) sowie das zweistellige Funkti-
onszeichem (VAL VAL, VAL) 'das infix geschrieben wird. (Die Signatur wirdisgr noch erweitert werden.) Ferner
seiS eine Struktur @ir SIG, in der die SorteVAL durch{0,1,..., M}, die Konstanten durch und 1 und die
Funktion® durch die Addition moduld/ + 1 interpretiert werde.

Aktionen: A = {)o, A1,..., An}, dabei entsprechk; einem Schritt von Prozessor
Systemvariablen: X = {rg,71,...,7n}, V = {execho,...,execAy}

Zustande: Z sei die Menge von Abbildungen

{32l )

e n(exec);) =t fur hochstens ein,

o fallsn(exechy) =t, dannn(ry) = n(r,),
o fallsn(exech,11) =t, danm(r;y1) # n(r;) furi=0,...,N — 1.

Transitionsrelation: Es sei(n,n’) € T C Z x Z genau dann, wenn

e falls n(execho) =t, danny/(rg) = (n(ro) + 1) mod M + 1undy’(r;) = n(r;) fUri=1,..., N,
o fallsn(exech; 1) = t, danny/(r;41) = n(r;) undy/(r;) = n(rj) fure =0,...,N—1,7=0,..., N,
G0+ 1.
Ausfihrbarkeitsbedingungen:

enabled, = =1y
enabledq = rp#En (1=0,...,N—-1)

i4+1

Die I'-Theorie ist gegeben durch die Axiome (data) sowie
(action) exec\; — enabled, (: =0,...,N)
(fair) O<¢enableq, — Gexech; (i1 =0,...,N)
(intl) —(exech; Aexech;) (4,5 =0,...,N,i #j)
(ach) exechg — 1y =1 @1
(acty1) exechiy — i, =r(=1,...,N—1)
(unch)  exec\; — rj =1 (i,j =0,...,N,i #j)

Wir definieren ferner die Formel

N N
stable = \/ | enabled, A /\ -enableg,

i=0 §=0,57#i

1. Schritt: Ein stabiles System bleibt stabil

Zunachst beweisen wir, dass ausgehend von einer stabilen Konfiguration nur stabile Konfigurationen erreichbar
sind. Dazu beweisen wir zéashst die Hilfsaussagen

(D1) enabled, v enabled, V...V enabled,

(D2) exech; — O—enabled, (i=0,...,N)

(D3) exec); — (Cenabled, < enabled,) (i, =0,...,N,j #1,j # (i +1) mod (N + 1))
und folgern dann

(D4) Ar b stable — Ostable



Beweis von (D1). Angenommen, die Aktionen,, ..

., Ay seien nicht austhrbar. Dann gilty = rg, 12 = 71,

...,ry = ry_1, alsofolgtrg = r,,. Das heildt)\, ist ausfihrbar. Also ist in jedem Zustand mindestens eine Aktion

ausfihrbar.

1) (/\fvzl —enableg,) — /\ivzl Tim1 = T; (taut)

2 (/\ivzl Ti—1 = 7”7:) — T =TN (pred)

(3) ry=ry — enabled, (taut)

@) VY, enabled, (prop)(1)—(3)

Beweis von (D2). Unmittelbar aus der Definition vok;. Im Fall i = 0 benutzen wir die Annahme, das$ >
N > 1 qilt, und dahery © 1 # g gilt.

(1) exechjy1 — i, =rAri=mr (i=0,...,N—1) (act1)(unch)

(2) exech; — O—enabled, (i=1,...,N—1) (1)

(3) execho = rmo=rNAT,=10D1ATy =TN (action)(acg)(unch)
4 —-(n®l=r) (data)

(5) exec)y — O—enabled, (3)4)

Beweis von (D3). Die Ausfiihrbarkeitsbedingung enabjedangt nur vonr; undr(;_1) med (v+1) ab, wahrend
die Ausfihrung vom\; nur den Inhalt von Register, verandert. Die formale Herleitung ist sefinnlich zu der von
(D2) und bleibt aldJbung.

Beweis von (D4). Wir zeigenstable invof A. Wenn die Ausgangskonfiguration stabil ist, entsteht die Folge-
konfiguration durch einen Schritt des einzigen Knotérf§ir den enabled gilt. Nach (D2) gilt im Folgezustand
—enabled;, und nach (D3) ausserderenabled, fur allej ausser dem rechten Nachbarn vpalso gilt enableg,

fur hochstens eirt. Andererseits gilt enablgd nach (D1) tir mindestens eik, und damit ist die Folgekonfigura-
tion wieder stabil.

(1) stable — stable (taut)

(2) exech; —enabled, (i=0,...,N) (action)

(3) enabled, A stable — —enabled, (i,j =0,...,N,i#j) (taut)

(4) exech; — O—enabled, (i=0,...,N) (D2)

(5) ©enabled, V...V Cenabled, (D1)(nex)(T16)

(6) exechg A stable — O—enabled, (j =2,...,N) (2)(3)(D3)

(7) exechg A stable — Ostable (4)(5)(6)

(8) exech; A stable — O—enabled, (i=1,...,N —1) (2)(3)(D3)

(9) exec); A stable — O—enabled, (i,j=1,....N—1,j#4,j#i+1) (2)(3)(D3)
(10) exec\; A stable — Ostable (i =1,...,N —1) @) (B)(8)(9)
(11) exec\y A stable — O—enabled, (j=1,...,N —1) (2)(3)(D3)
(12) exechy A stable — Ostable (4)(5)(11)
(13) stable invof A (7)(10)(12)
(14) stable — Ostable (inv)(1)(13)

2. Schritt: Das System konvergiert zu einer stabilen Konfiguration

Der eigentliche Kern des Beweises besteht darin zu zeigen, dass von jeder Ausgangskonfiguration aus eine stabile

Konfiguration erreicht wird, d.h. dass die Formgktable I'-gultig ist. Diesen Beweis unterteilen wir in zwei
Schritte:



1. Angenommery, enthalte einen Wert, der in keinem ddirigen Register vorkommt. (Eine solche Konfigu-
ration ist in Abb. 1(b) dargestellt.) Nun kann Prozessso lange keinen Schritt augfren, bisry = g gilt,
wahrend die Aktionen ddibrigen Prozessoren dafsorgen, dass sich der Wert vanim Ring fortpflanzt.
Dabei entsteht ein imme#ahger werdendes “Anfangsisk” des Rings, in dem alle Register den Weyt
enthalten. Gilt schlie3lichy = 1 = ... = ry, SO ist eine stabile Konfiguration erreicht.

2. Es reicht also zu zeigen, dass irgendwann eine Konfiguration wie unter (1) beschrieben erreicht wird, falls
nicht zuvor bereits eine stabile Konfiguration erreicht wurde. Dazu bemerken wir, dasg/nanld N so
gewahltwaren, das8/+1 > N+1 > N giltund es daher in jeder Konfiguration einen Weet {0, ..., M}
gibt, der in den Registerny, s, ..., ry nicht vorkommt (“Taubenschlagprinzip”). Sei der (zyklisch)
kleinste solche Wert oberhalb vom Wert vanin der Ausgangskonfiguration. Da nur Schritte von Prozessor
0 neue Werte in den Ring eiilfiren lonnen, vidhrend didibrigen Prozessoren lediglich kopieren, windn
den Registermy, ..., ry so lange nicht vorkommen, big = m gilt, und dann ist eine Konfiguration wie
in (1) erreicht.

Die folgenden Herleitungen arisieren und formalisieren diegtberlegungen. Zuichst definieren wir einige
Hilfsformeln. Dabei nehmen wir an, dass die Signafii& das Pédikatszeicherc enthalte, das it$ durch die
~Kleiner als*-Relation interpretiert werde.

(pref) prefy = /\;‘.:0 =19 (i=0,...,N)
(oth) oth(z) = \/;Vzl(rj = 2 A —pref;)
(min) min(z) = —oth(ng®z) AVy(y <z — oth(rg ®y))

Zu den (data)-Axiomen, die wir im folgenden benutzen,demsbesondere
(min-ex) dz min(x)

Denn nach Definition kanweth(z) nur fir hdchstensV verschiedene Werte van € Zj, gelten, wahrend der
Ausdruckry ¢ z (unablangig vom aktuellen Wert von,) alle Werte in{0, ..., M} annehmen kann, und daher
muss—oth(ry @ z) fur mindestens ein € Z), zutreffen. Daher gibt es auch einen kleinsten Werfir den
—oth(ry & ) zutrifft, und fur diesen gilt nach Definition geradein(z).

Die folgenden Aussagen und Herleitungen gelten jewéilgafie; =0,..., N — 1.

(D5) exech;41 A pref; — Opref; (j=0,...,N)

Idee: Wird \;4, ausgefihrt und giltpref;, so muss + 1 groRer alsj sein, denn sonstten wirr; 1 = r; = o,
und Prozessof + 1 kdnnte keinen Schritt ausfiren. Doch dann folgt;, = r;, fur allek < ¢, und insbesondere
. = 1, furallek < j.

(1) exechiy1 — g1 E 1y (action)
(2) exechiy1 — —prefita (1)(pref)
(3) exech; 1 A —prefip1 Apref; — Ni_oTh = Tk (unch)
@ Niori=rm— (Ncome =10) < (Noeo 7 = 13)) (pred)
(5) exech; 1 A pref; — Opref; (2)(3)(4)

(D6) exech;11 A Qoth(z) — oth(x)

Idee: Wird A, 4, ausgedihrt und giltooth(z), so istz = rj fureinj € {1,..., N}, so das®-pref; gilt. Mit (D5)
folgt —~pref; und dahemth(r;). Im Falli + 1 # j folgt die Behauptung, da danp = r; = z gilt. Istj = i + 1,
so folgtz = r]’- = r; sowie—pref;, und damit ebenfallsth(z).

(1) Ooth(z) — /L (z = 1] A O=pref) (pref)
(2) exech; {1 AO—pref; — —pref; Gj=1,...,N) (D5)



(3) exechips — 1 =1y G=1,...,N,j#i+1) (unch)

(4) rj=rj Nz =r1]A\-pref; — oth(z) (j=1,...,N) (pred)

(5) exechit1 Az = 1] AO=pref; — oth(z) (j=1,...,N,j£i+1) (2)(3)(4)

(6) exechjy1 — 1 =riATi =1} (act,11)(unch)

(7) exech;y1 A pref; — Opref; (D5)

(8) Oprefi Arjyy =1 — Oprefii1 (pref)

(9) exech;y1 A —Oprefi11 — —pref; (6)(7)(8)
(10) =z =1 Ari =1 A—-prefi — oth(x) (oth)(pred)
(11) exec\it1 Az =1, A —=Oprefis1 — oth(z) (9)(10)
(12) exec\;y1 A Ooth(z) — oth(x) (1)(5)(11)
(D7) exech;+1 A min(z) — O3 y(y < z A min(y))

Idee: Schritte von Knoteri + 1 andern nicht den Wert vory und vergdf3ern nach (D6) auch nicht die Menge der
Wertez, fur die oth(z) gilt. Gilt daher vor dem Schrittvin (), und somit insbesondereoth(ry @ x), so gilt nach
dem Schritt immer nochoth(ry @ ). Aber dann muss sicherin(y) fur einy < z gelten.

(1) min(z) — —oth(rg ® x) (min)

(2) min(z) Ary=ro AVy(Qoth(y) — oth(y)) — O—oth(ry & x) (1)(pred)
) —oth(rp@z) — Iy(y <z Amin(y)) (min)(data)
(4) O—oth(ry ®z) — 0Fy(y < z A min(y)) (3)(T25)
(5) exechi 1 —rh=r19 (unch)

(6) exech; 11 — Vy(Ooth(y) — oth(y)) (D6)(pred)
(7) exech; 11 Amin(z) — 0Fy(y < x A min(y)) (2)(4)(5)(6)

Die folgenden Aussagen beziehen sich auf die Schritte von Krioten

(D8) execho A Ooth(z) — oth(z)Vz =19

Idee: Die AnnahmeOoth(z) impliziert, dasse = r; gilt fur einj > 0 mit O—pref;. Der Wert vonr; andert
sich nicht durch Schritte von Knotén allerdings kann zuvopref; gegolten haben. Wir unterscheiden daher zwei
Falle: Istz = r; = 1y, so folgt die Aussage unmittelbar. Andernfalls folgt aberef; und damitoth(z).

(1) OQoth(z) — \/jN:1 r=x (oth)

(2) exechoArj=z—r1=1 (j=1,...,N) (unch)(pred)
(3) rj # 1oy — —pref; (j=1,...,N) (pref)

(4) -pref; Nr; =z — oth(z) (j=1,...,N) (oth)

(5) exechgArj =1z — oth(z)Vz=rp j=1,...,N) (2)(3)(4)

(6) exechg AOoth(z) — oth(z)V z = 1))

(D9) execho Amin(z) Az >0—0Jy(y <z Amin(y))

Idee: Dies ist der zentrale Punkt im Beweis der EigenscRaftuble mittels der Regel (wfo): Schritte von Knoten
0 verkleinern die Differenz vom, zum kleinstenfreien“ Wert (der nicht auerhalb desifik vorkommt), so lange
diese Differenz positiv ist, d.h. so lange der Wert vgmicht aul3erhalb des &ix gleicher Registerwerte enthalten
ist. Zum Beweis dieser Aussage reicht es zu zeigen, dass derjeft: — 1) = ry © « nicht aulRerhalb des &fix
vorkommt, und geraf3 (D8) qgilt dies, falls{, & (z — 1) # ro gilt. Dies ist allerdingsiir z > 0 der Fall (wegen
M > 2).



(1) execho—ri=ro®1 (act)

(2) min(z) — —oth(ro & ) (min)

B) z>0—rndzrz=(rndl)d(z-1) (data)

4 z>0—-rndz#mn (data)

(5) execho A —oth(ry® (z —1)) A1y & (z — 1) # 19 — —Ooth(ry & (z — 1)) (D8)

6) z>0A-0th(rg®(z—1)) — Iy(y <z A min(y)) (min)(data)

(7) z>0A—Coth(ro® (z —1)) - 0Fy(y < z A min(y)) (6)(T25)(T15)(Itl6)
(8) execho Amin(z) Az >0—0Fy(y <z A min(y)) Q)—()

(D10) min(0) A enableq.,, — —enabled, (j=0,...,N—=1)

Idee: Diese Aussage wird gebraucht, um zu zeigen, dass Kribtaockiert ist, so lange der Wert vory nur
innerhalb des Rifix vorkommt, aber noch nicht Knotel erreicht hat. Der Beweis ist einfach: Aus enakled
folgt oth(ry), und ausmin(0) folgt —oth(ry). Also missen die Werte von, und ry verschieden sein. In der
folgenden Herleitungs@&i < j < N — 1.

J+1

(1) 741 # 1y — —prefy (pref)
(2) -prefny — oth(ry) (oth)

(3) min(0) — —oth(ry) (min)
(4)  min(0) Aenabled ,, — 1o # 7y 1)(2)3)
(5) min(0) A enabled,,, — —enabled, (4)

In Eigenschaft (D9) haben wir eine @3e gefunden, die durch die Schritte von Knoteverkleinert wird. Zur
Anwendung von (wfo) fehlt noch eine GRRe, die durch\, ..., Ay verkleinert wird. Aus (D2) und (D3) wissen

wir, dass jeder solche Schritt enabledalsch macht, \ﬂhrend enabled far 1 < j < 4 unve@ndert bleibt. Die

Idee besteht darin, daraus einen Term zu konstruieren, der mit Jedem Schritt kleiner wird. Dazu betrachten wir
Tupel(ey, ..., en), wobeifur0 < ¢ < N — 1 gilt

S 1 falls enableg, ., gilt
171 0 sonst

Die Ausfuhrung eines\;;; verringert dann den Wert dieses Tupelsilgdich der lexikographischen Ordnung auf
{0,1,..., M}, Zur Vervollstindigung des Beweises erweitern wir das Tupel um eine Komporgnse dass
min(ey) gilt.

SEQ,VAL)

Formal erweitern wir die Signat§/G um eine neue Sort8EQ, N + 1 FunktionssymboleSELE fur

0 < i < N und das Padikatensymbok (@ SEQ) '|n der StruktusS gelte

S(SEQ) ={0,...,M}N*1  (alsoN + 1-Tupeltber|S|yar)
S(SELl)«mo, ceey mN>) = my

ferner seS(=) die lexikographische Ordnung al¥Tupeln; dies ist eine fundierte Ordnung. Damit wird die Regel
(wfo) anwendbar, wobefE(Q die Rolle der Sorteuf spielt. Es sek eine Variable der Sort8E(Q, dann definieren
wir die Formeln

N
B = min(SELy(z)) A /\ ((enabled, — SEL;(z) = 1) A (—enabled, — SEL;(z) = 0))
=1

und
A = 0O-stable N B

(Wir beweiserd—stable — <stable, damit folgt dann aussagenlogisehtable.)



(1) exech; — enabled, A O—enableq, (i
(2) exech; — /\j;i(enabledﬂ « Oenabled, )
(3) exech; AB —03z(z < z A B,(2)) (
(4) —stable — \/I_, enableg,
(5) exec)y — enabled,
(6) execho A —stable — Vz(min(z) -z >0
(7) exechg A —stable NB — 03%(z < 2z A B,
(8) exech; N A — O(CstablevIzZ(z<2NA
9) VI, exec,

(10) (Fz A) — Ostable

(11) (3 z B) — Ostable

(12) 3:B

(13) Ostadle

(14) <stable — <SOstable

(15) <Ostable
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