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Temporale Logik

Vollstandigkeit von X7,

Die Umkehrung von Satz 2.3.1,d.h.F F A = FF A gilti.a. nicht. Es gilt z.B.
{A— B,A—0OB,A—COB,...} FA— OB

aber es gilt nicht
{A— B,A—0OB,A—00B,...} A — OB

denn eine Herleitung kann nur endlich viele Annahmen benutzen.

Im folgenden wird gezeigt, dassF F A = FF A fir endlichesF gilt. Mit den Satzen 2.3.3 und 2.3.4
ist diesaquivalent zur Aussage = A — + A fir alle Formeln4 von L7y,

Die Beweisstrategie besteht darin, zu jeder nicht beweisbaren Fdrmiale temporale Struktdk mit Kq(4) =
f anzugeben; insbesondere itdann nicht allgemeirigtig. Ein wesentliches Charakteristikum der folgenden
Konstruktionen ist, alle entstehenden Formelmengen endlich zu halten.

Definition.  Ein Positiv-Negativ-Paa{PNP) ist ein PaaP = (F+, F ) zweier endlicher Mengef&+ und 7~
von Formeln. Mitplus(P) und minus(P) bezeichnen wir die Formelmengefi* und 7~, Fp bezeichne die
FormelmengeF ™ U F~,und ur 7+ = {4,,..., A, } undF~ = {By,..., B, } bezeichneP die Formel

s_ [ AN NAZASBIA...AB,, fallsFp #0
true sonst

Das PNPP heiRtinkonsistentwenn - —P. Andernfalls heiRP konsistent

Lemma 2.4.1. SeienP = (F*,F ) ein konsistentes PNP untleine Formel. Dann istF+ U {A}, ) oder
(F*,F~ U{A}) konsistent.

Beweis. Angenommen(F+t U{A}, F~)und(F*+,F~ U{A}) waren inkonsistent. Dann folgte
F=(PAA)  und  F—(PA-A)
und mit (prop) weiter —P. Also istP inkonsistent. Q.E.D.

Definition.  Zu einer FormelF’ definieren wir induktiv eine Menge(F') von Teilformeln:
1 7(v) ={v} furveVy
2. 7(false) = {false}
3.7(A— B)={A— B}ur(A)ur(B)
4. 7(0A) = {0A}
5. 7(0A) = {04} U T(A)
Fir eine Formelmengé definieren wir 7(F) = Jpcr 7(F).
Offensichtlich gelten:
o Fer(F)
e FallsA € 7(F)undB € 7(A), soistB € 7(F).



e 7(F) ist endlich fir jede FormelF'. Fur jedes PNPFP ist 7(Fp) endlich.

Der erste Schritt im Vollstndigkeitsbeweis besteht darin, einen systematisthmtblick datiber zu gewinnen,
welche “Teilformeln” eines PN in einem Zustand “wahr” bzw. “falsch” werden sollen, damit in diesem Zustand
P “wahr” wird. Formal wird dies ausgetckt durch den Begriff einer (konsistenten) Vervdlistligung vorP.

Definition.  Ein PNPP heif3t vollsandig, wenn gilt7(Fp) = Fp.

Lemma2.4.2. SeiP = (F*,F ™) ein konsistentes und volistdiges PNP. Dann gilt:

(@) FallskF A — B, A€ FtundB € 7(Fp),soistB € F+.
(b) FallsA — B € F*,soistA € F~ oderB € FT.
(c) FallsA — B e F~,soistA € FtundB € F~.

Beweis.

(a) DaP vollstandig undB € 7(Fp) ist, mussB € Fp = F© U F~ sein. Angenommen3 € F~, dann
folgte (wegend € F*) +P — AA—-B. Zusammen mit- A — B, also auch- —=(A A - B) (prop) folgte
F =P, im Widerspruch zur Konsistenz va. Also mussB € F gelten.

(b) Aus A — B € FT folgt mit der Volls&ndigkeit vonP auchA, B € 7(Fp) = Fp. Wared ¢ F~ und
B ¢ Ft, folgte A € F* undB € F~ und daher

P —(A— B)AAA-B

Aber dann folgte mit (prop) weitet- =P, im Widerspruch zur Konsistenz vaon. Also mussA € F~ oder
B € FT gelten.

(c) ahnlich zu (b). Q.E.D.

Lemma 2.4.3. Zujedem konsistenten PNP gibt es ein konsistentes und volisdiges PNFP* mit plus(P) C
plus(P*), minus(P) C minus(P*) und Fp« = 7(Fp). Jedes solche PNP* hei3tVervollsndigungvon P.

Beweis. SeiP = (F*,F ™). Eine VervollsandigungP* von P erhéalt man, indem sukzessive jede FormieE
7(Fp) entweder zUF oder zuF — hinzugenommen wird, je nachdem, welche dieser Erweiterungen konsistent ist
(vgl. Lemma 2.4.1). br jedes dabei entstehende PRPgilt 7(Fp/) = 7(Fp), und offenbar ist(Fp+) = Fp-.

Q.E.D.

Zu einem gegebenen PNPgibt es i.a. mehrere verschiedene Vervalfgtigungen, aber nur endlich viele.

Lemma 2.4.4. SeienPy,...,P; alle verschiedenen Vervolistdigungen eines konsistenten PRPDann gilt
FP—PIV...VP

Beweis. SeiP = (FT,F~) konsistentes PNP, und sei@}, ..., P, alle mbglichen PNPeP’ mit Fp, =
7(Fp). Alle P} sind offenbar vollsindig, und es gilt

FPiV... VP (1)
Beweis: Induktion nach der Anzahl der Elemente vo{¥p):

e 7(Fp) = (): DannistP = (), ) undP; = P. Damit ist?; = true, und die Behauptung gilt trivialerweise.
o 7(Fp)={A1,..., Apq1}: SeienPy, ..., P/ alle PNPeP” mit Fpr = {4y, ..., Ap41}. Dannistm = 3-1

und
Pi = (plus(Py) U {A1}, minus(PY)), ..., P] = (plus(P]) U{A1}, minus(P])),
Plq = (plus(PY), minus(Py') U{A1}), ..., Py = (plus(Py"), minus(P;') U {A1}),

Phiq = (plus(Py) U{ A1}, minus(Py) U{A1}),..., Py = (plus(P;") U {A1}, minus(P]') U {A1})



sind (bis auf Umnummerierung) genau die PNeNach Induktionsvoraussetzung gitt 75{’ V...V 75{’,
und mit (prop) folgt

F(PYANADY .V (PYANAD)V (P A=AV ...V (P A=Ay

PiV..VP},

Daher gilterstrecht - P; V...V P]..

Die Py, ..., P; sind diejenigerP., fur die gilt: P; ist konsistentF* C plus(P;) undF~ C minus(P;). O.B.d.A.
seien dies gerad@;, ..., P,. Daheristéiri > n

(a) P, inkonsistent oder
(b) F*t N minus(P]) # 0 oderF~ N plus(Pl) # 0.
Im Fall (a) gilt - =7/, im Fall (b) folgt - (P A P!) (taut).

In beiden Rllen folgt

FP— =P furallei > n  (prop)
— FP—P/Vv...vP, aus(l) und (prop) Q.E.D.

Wahrend im ersten Schritt nur die “Auswirkungen” auf den aktuellen Zustand betrachtet wurden (formal wider-
gespiegelt in der FestlegungoA) = {0A}), wird im folgenden zweiten Schritt untersucht, welche Formeln im
Folgezustand “wahr” bzw. “falsch” werdenirssen.

Definition.  Zu einem PNPP = (F*, F~) definieren wir das PNB(P) wie folgt:

o1(P) = {A|oAdeF+}

o2(P) = {0A | OAeF}

o3(P) = {A|oAdeF}

o4(P) = {0OA | DAeF undAeFt}
a(P) = (01(P)U0a2(P),03(P) Uou(P))

Lemma 2.4.5. SeiP ein PNP. Dann gilt:
(8) 7 — oo(P)
(b) IstP konsistent, so ist auch(P) konsistent.
Beweis. Zum Beweis von Aussage (a) zeigen wir:
Ceoi(P)Uos(P)= FP—-0C und C €o3(P)Uoy(P)= +P —0-C (2)

Daraus folgt die Behauptung mit (prop) und (T15’). Die Beweise von (2) sind einfach, z.B.

0A e 0'4(7))
= OAcF unddeF+
= FP - AA-DA (prop)
— FP—-004 (113"
= FP—>o0-04 (It11)(prop)

—

Die Aussage (b) folgt aus (a): Denn is{P) inkonsistent, so folgt- —o(P), und mit (nex) und (Itl1) auch
+ 00 (P). Aus Aussage (a) folgt- =0 (P) — =P, und mit (mp) folgt - =P, d.h.P ist inkonsistent. Q.E.D.

Intuitiv kann eine erifillende Struktur zu einem konsistenten PRRwuf folgende Art konstruiert werden:

P* ~ (P ~ a(c(PH)*)* ~



Das heif3t, man bildet zé@chst eine VervollgindigungP* vonP und liest daraus die im ersten Zustand der Struktur
zu erfillenden atomaren Aussagen ab. AnschlieRend geht ma(i2t) uber und wiederholt das Verfahren.

Allerdings bleibt noch folgendes Problem: Angenommen, €3 &in einer “minus”-Menge enthalten, d.RC—-A

soll dort “wahr” werden. Nun kann es sein, datsn keiner der folgendenhinus"-Mengen enthalten ist, son-
dern nur immerA in den “plus”-Mengen undd A in den “minus”-Mengen. In diesem Fall iwrde das skizzierte
Verfahren kein Modell liefern. Daher ilssen jeweils alle iglichen Vervollsandigungen betrachtet werden und
im entstehenden Baum ein “guter” Pfad ausgklvwerden. Im folgenden zeigen wir, dass so ein Pfad existiert,
und dass die entsprechende temporale Struktuidialiceh ein Modell des urspinglichen PNP definiert.

Definition.  Zu einem konsistenten und volistdigen PNFP definieren wir den Baurti(P) wie folgt:

e Die Wurzel vonT(P) ist P.

¢ Jeder Knoteri{ vonT(P) hat genau die Vervollahdigungen voir (K') als Nachfolgeknoten.

Offenbar gilt: Jeder Knoten voR(P) ist ein konsistentes und voléstdiges PNP (vgl. Lemmata 2.4.3 und 2.4.5).
Ist fernerK ein Knoten inT(P), so istT(K ) gerade der Unterbaum var{P) mit Wurzel K.

Lemma 2.4.6. SeiP ein konsistentes und voltstdiges PNP. Dann gilt:

(@) T(P) hat nur endlich viele verschiedene Knot&np, ... ., K,,.

by FE,V...VK, = O(K V...V K,).

Beweis. Zum Beweis von (a) bemerken wir, dass zur Vervéligtigung eines PN nur Formeln aus der
endlichen Menge(Fo) benutzt werden. Neue Formeln werden nur durch die Operatieingefihrt, und zwar

in den Rlleno; undos. Dabei verringert sich allerdings die Anzahl der Zeickenvas nur endlich oft rdglich

ist. Dies zeigt: In den Knoten voR(P) kommen insgesamt nur endlich viele verschiedene Formeln vor, also gibt
es auch nur endlich viele verschiedene Knoten.

Zum Beweis von (b) erinnern wir zéchst an Lemma 2.4.5(a): Es gitt K; — OU/(I;) furs =1,...,n. Sind
K; ..., K, alle Vervollstindigungen vow (K;), so gilt nach Lemma 2.4.4

217
Fo(Ki) — KL V... VK]

m

Ferner kommen allé(i’j unter denks, ..., K, vor, also gilt - f(z’J — K; V...V K, nach (taut). Somit folgt mit
(prop)

F@HIAQ\/...\/IA(H
und mit (nex) und (ItI2) weiter
- 0o (K;) — o(Ki V...V Ky)
und somit- K; — o(f{l V...V f(n). Daraus folgt die Behauptung mit (prop). Q.E.D.

Das folgende Lemma sichert die korrekigbertragung von Information” im Baufi(P) zu.

Lemma 2.4.7. SeiP ein konsistentes und volistdiges PNP, und s&, P, ... ein Pfad inT(P). Dann gilt fur
jedesi € Ny:

(@) 04 € plus(P;) = A € plus(Pis1)
(b) 0A € minus(P;) = A € minus(P;y1)

(c) DA € plus(P;) = A € plus(P;) furallej > i
Beweis.

(@) OA € plus(P;) = A € plus(c(P;)) = A € plus(Pis1).



(b) genauso.

(c) IstOA € plus(P;), so folgtA € 7(P;). Mit - 0OA — A (It13) und Lemma 2.4.2(a) folgdl € plus(P;).
AuBerdem istA € plus(o(P;)) C plus(P;+1). Induktiv folgt A € plus(P;) fur allej > 3. Q.E.D.

Definition.  Ein PfadP,, Py, ... in T(P) heil3tvollstindig wenn fir alle FormelnA und alle; € Ny gilt: Falls
OA € minus(P;), so istA € minus(P;) fur einj > 1.

Lemma 2.4.8. SeiP ein konsistentes und volstdiges PNP. Es gibt einen volisidigen Pfad iff (P).

Beweis. Zunachst zeigen wir: Isk” Knoten vonT(P) undOA € minus(K ), so entflt T(K') einen Knotenk”
mit A € minus(K’).

Denn angenommery ¢ minus(K’) fur alle KnotenK’ in T(K). WegenA € 7(04) ist A € plus(K), also
OA € minus(K") fur alle hneK” von K genaf3 Konstruktion vorr. Induktiv folgt, dassiA € minus(K')
und A € plus(K'), und somit- K’ — A giltfiralle K’ € T(K). SindK{, ..., K alle Knoten vorT (K, so ist
also - K/ V...V K — A. Nach Lemma 2.4.6(b) gilt

FK/V.. VK., - OoK/V...VK.)

Mit (ind) erhalt man - K7V ...V K/, — OA.NunistK € {K{,..., K/}, also giltauch- K — K{V...V K/,
und daraus folgt- K — OA. Andererseits isHA € minus(K) und daher- K — —~OA, zusammen also mit
(prop) - —K, d.h. K ist inkonsistent — Widerspruch.

Nun Kkonstruieren wir induktiv einen volndigen Pfag in T(P): Genmall Lemma 2.4.6(a) erdh T(P) nur
endlich viele verschiedene Knoten, und damit kommen insbesondere nur endlich viele verschiedenetfdrmeln
in Mengenminus(K) fur KnotenK in T(P) vor. Es sei{dA;,...,04,,} die Menge aller solcher Formeln.
Wir definieren nun endliche, nichtleere Pfadg p1, ..., so dasg; jeweils ein echtes Anfangsstk vonp, ,; ist.
Es seipy = (P) die einelementige Folge, die nur aus der Wurzel besteht. Indukt; dereits konstruiert und
K der letzte Knoten imp;. ISt OA(; mod m)+1 ¢ minus(K) oder A € minus(K), so entstehe; 1, indem ein
beliebiger Sohn vork an p; angefigt wird. Ist dagegem A ; mod m)+1 € minus(K) und A ¢ minus(K), SO
enttalt nach obiger Hilfsbehauptuif K') einen Knotenk”’ # K mit A € minus(K). Der Pfadp;; entsteht
durch Verkngerung vorp, um den Pfad vork zu K’ in T(K). Die Folgepo, p1, . . . bestimmt eindeutig einen
unendlichen Pfag, und dieser ist nach Konstruktion offenbar vdiistlig. Q.E.D.

Lemma 2.4.8 ist der Sciassel zum Beweis des Volistdigkeitssatzes.

Satz 2.4.9. Fir jedes konsistente PNPist die FormelP erfiillbar.

Beweis. SeiP konsistent,P* Vervollstandigung vorP und Py, Py, . .. ein (hach Lemma 2.4.8 existierender)
vollstandiger Pfad i (P*). Die temporale StruktuK = (no, 11, . . .) sei definiert durch

ni(v) =t <= v € plus(P;) furallev e V,ie Ny
Dann gilt fur jede FormelF und allei € Ny:
F e plus(P;) = K,(F) =t und  F € minus(P;) = K;(F) =f (3)

Aus (3) folgt die Behauptung: Denn i®® = ({41,...,4,},{B1,..., Bn}), so gilt (wegenP, = P*), dass
A; € plus(Po) und B; € minus(Pyp), und mit (3) folgt

Ko(P)=Ko(41A...NAy A=BiA...AN—=By,) =t
Die Aussage (3) beweist man durch strukturelle Induktion nach dem Aufbail'\{simultan fir allei € Ny):

F = v eV folgt unmittelbar aus der Definition vap; es giltminus(P;) N plus(P;) = 0 wegen der Konsistenz
vonp;.
F = false: Wegen der Konsistenz vam; istfalse ¢ plus(P;), und es isK; (false) = f.

F=A—B:IstA — B € plus(P;), so folgt A € minus(P;) oderB € plus(P;) mit Lemma 2.4.2(b). Nach
Induktionsvoraussetzung fold; (A) = f oderK;(B) =t und damitkK;(A — B) =t.

Im Fall A — B € minus(P;) argumentiert ma@hnlich unter Verwendung von Lemma 2.4.2(c).



F=0A:Ist0A € plus(P;), so folgt mit Lemma 2.4.7(a), dasé € plus(P;11), und nach Ind.vor. folgt
K;+1(A) =1t, also auclK; (F) = t.

Den FalloA € minus(P;) beweist man analog mit Lemma 2.4.7(b).
F=0A: Ist0OA € plus(P;), so folgt mit Lemma 2.4.7(c), dask € plus(P;) fur allej > i. Die Ind.vor. ergibt
K;(A) =tfurallej > i, alsoK,(F) =t.

IstOA € minus(P;), so gibt es nach Definition eines volisidigen Pfads eif > ¢ mit A € minus(P;).
Nach Ind.vor. folgt, daskK, (A) = f fur einj > ¢, alsoK;(F) = f. Q.E.D.

Der Vollstandigkeitssatzifr 3.1y, ergibt sich als einfache Folgerung:

Satz 2.4.10. Falls = 4, so - A.

Beweis. Ist = A, so ist—A nicht erflillbar (Satz 2.1.6), und daher ist gafhSatz 2.4.9 das PN@®, {A})
inkonsistent. Das bedeutét —— A, und mit (prop) folgt- A. Q.E.D.

Folgerung 2.4.11. Fur endliche Formelmengef und Formelnd gilt: F E A = F I A.
Beweis. SeiF = {44,...,4,}. Dann gilt:

Ay, .. A, E A
= EO0A4A...AN0O4,— A (Satz 2.1.3)
= FOAAN...ANO4,— A (Satz 2.4.10)
= A,..., A, FA (Satz 2.3.4) Q.E.D.



