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Temporale Logik

Vollständigkeit von ΣLTL

Die Umkehrung von Satz 2.3.1, d.h.F |= A =⇒ F ` A gilt i.a. nicht. Es gilt z.B.

{A→ B ,A→ dB ,A→ ddB , . . .} |= A→ 2B

aber es gilt nicht

{A→ B ,A→ dB ,A→ ddB , . . .} ` A→ 2B

denn eine Herleitung kann nur endlich viele Annahmen benutzen.

Im folgenden wird gezeigt, dassF |= A =⇒ F ` A für endlichesF gilt. Mit den S̈atzen 2.3.3 und 2.3.4
ist diesäquivalent zur Aussage |= A =⇒ ` A für alle FormelnA vonLLTL.

Die Beweisstrategie besteht darin, zu jeder nicht beweisbaren FormelA eine temporale StrukturK mit K0(A) =
f anzugeben; insbesondere istA dann nicht allgemeing̈ultig. Ein wesentliches Charakteristikum der folgenden
Konstruktionen ist, alle entstehenden Formelmengen endlich zu halten.

Definition. Ein Positiv-Negativ-Paar(PNP) ist ein PaarP = (F+,F−) zweier endlicher MengenF+ undF−
von Formeln. Mitplus(P) und minus(P) bezeichnen wir die FormelmengenF+ undF−, FP bezeichne die
FormelmengeF+ ∪ F−, und f̈urF+ = {A1, . . . ,An} undF− = {B1, . . . ,Bm} bezeichnêP die Formel

P̂ ≡
{

A1 ∧ . . . ∧An ∧ ¬B1 ∧ . . . ∧ Bm fallsFP 6= ∅
true sonst

Das PNPP heißtinkonsistent, wenn ` ¬P̂. Andernfalls heißtP konsistent.

Lemma 2.4.1. SeienP = (F+,F−) ein konsistentes PNP undA eine Formel. Dann ist(F+ ∪ {A},F−) oder
(F+,F− ∪ {A}) konsistent.

Beweis. Angenommen,(F+ ∪ {A},F−) und(F+,F− ∪ {A}) wären inkonsistent. Dann folgte

` ¬(P̂ ∧A) und ` ¬(P̂ ∧ ¬A)

und mit (prop) weiter` ¬P̂. Also istP inkonsistent. Q.E.D.

Definition. Zu einer FormelF definieren wir induktiv eine Mengeτ(F ) von Teilformeln:

1. τ(v) = {v} für v ∈ V

2. τ(false) = {false}

3. τ(A→ B) = {A→ B} ∪ τ(A) ∪ τ(B)

4. τ( dA) = { dA}
5. τ(2A) = {2A} ∪ τ(A)

Für eine FormelmengeF definieren wir τ(F) =
⋃

F∈F τ(F ).

Offensichtlich gelten:

• F ∈ τ(F )

• FallsA ∈ τ(F ) undB ∈ τ(A), so istB ∈ τ(F ).



• τ(F ) ist endlich f̈ur jede FormelF . Für jedes PNPP ist τ(FP) endlich.

Der erste Schritt im Vollsẗandigkeitsbeweis besteht darin, einen systematischenÜberblick dar̈uber zu gewinnen,
welche “Teilformeln” eines PNPP in einem Zustand “wahr” bzw. “falsch” werden sollen, damit in diesem Zustand
P̂ “wahr” wird. Formal wird dies ausgedrückt durch den Begriff einer (konsistenten) Vervollständigung vonP.

Definition. Ein PNPP heißt vollsẗandig, wenn gilt:τ(FP) = FP .

Lemma 2.4.2. SeiP = (F+,F−) ein konsistentes und vollständiges PNP. Dann gilt:

(a) Falls ` A→ B , A ∈ F+ undB ∈ τ(FP), so istB ∈ F+.

(b) FallsA→ B ∈ F+, so istA ∈ F− oderB ∈ F+.

(c) FallsA→ B ∈ F−, so istA ∈ F+ undB ∈ F−.

Beweis.

(a) DaP vollständig undB ∈ τ(FP) ist, mussB ∈ FP = F+ ∪ F− sein. Angenommen,B ∈ F−, dann
folgte (wegenA ∈ F+) ` P̂ → A∧¬B . Zusammen mit̀ A→ B , also auch` ¬(A∧¬B) (prop) folgte
` ¬P̂, im Widerspruch zur Konsistenz vonP. Also mussB ∈ F+ gelten.

(b) Aus A → B ∈ F+ folgt mit der Vollsẗandigkeit vonP auchA,B ∈ τ(FP) = FP . WäreA /∈ F− und
B /∈ F+, folgteA ∈ F+ undB ∈ F− und daher

` P̂ → (A→ B) ∧A ∧ ¬B

Aber dann folgte mit (prop) weiter̀ ¬P̂, im Widerspruch zur Konsistenz vonP. Also mussA ∈ F− oder
B ∈ F+ gelten.

(c) ähnlich zu (b). Q.E.D.

Lemma 2.4.3. Zu jedem konsistenten PNPP gibt es ein konsistentes und vollständiges PNPP∗ mit plus(P) ⊆
plus(P∗), minus(P) ⊆ minus(P∗) undFP∗ = τ(FP). Jedes solche PNPP∗ heißtVervollsẗandigungvonP.

Beweis. SeiP = (F+,F−). Eine VervollsẗandigungP∗ vonP erḧalt man, indem sukzessive jede FormelA ∈
τ(FP) entweder zuF+ oder zuF− hinzugenommen wird, je nachdem, welche dieser Erweiterungen konsistent ist
(vgl. Lemma 2.4.1). F̈ur jedes dabei entstehende PNPP ′ gilt τ(FP′) = τ(FP), und offenbar istτ(FP∗) = FP∗ .

Q.E.D.

Zu einem gegebenen PNPP gibt es i.a. mehrere verschiedene Vervollständigungen, aber nur endlich viele.

Lemma 2.4.4. SeienP∗1 , . . . ,P∗n alle verschiedenen Vervollständigungen eines konsistenten PNPP. Dann gilt
` P̂ → P̂∗1 ∨ . . . ∨ P̂∗n
Beweis. SeiP = (F+,F−) konsistentes PNP, und seienP ′1, . . . ,P ′m alle möglichen PNPeP ′ mit FP′ =
τ(FP). Alle P ′i sind offenbar vollsẗandig, und es gilt

` P̂ ′1 ∨ . . . ∨ P̂ ′m (1)

Beweis: Induktion nach der Anzahl der Elemente vonτ(FP):

• τ(FP) = ∅: Dann istP = (∅, ∅) undP ′1 = P. Damit istP̂ ′1 = true, und die Behauptung gilt trivialerweise.

• τ(FP) = {A1, . . . ,Ak+1}: SeienP ′′1 , . . . ,P ′′l alle PNPeP ′′mitFP′′ = {A2, . . . ,Ak+1}. Dann istm = 3·l
und

P ′1 = (plus(P ′′1 ) ∪ {A1},minus(P ′′1 )), . . . ,P ′l = (plus(P ′′l ) ∪ {A1},minus(P ′′l )),
P ′l+1 = (plus(P ′′1 ),minus(P ′′1 ) ∪ {A1}), . . . ,P ′2l = (plus(P ′′l ),minus(P ′′l ) ∪ {A1}),
P ′2l+1 = (plus(P ′′1 ) ∪ {A1},minus(P ′′1 ) ∪ {A1}), . . . ,P ′3l = (plus(P ′′l ) ∪ {A1},minus(P ′′l ) ∪ {A1})
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sind (bis auf Umnummerierung) genau die PNPeP ′i . Nach Induktionsvoraussetzung gilt̀ P̂ ′′1 ∨ . . . ∨ P̂ ′′l ,
und mit (prop) folgt

` (P̂ ′′1 ∧A1) ∨ . . . ∨ (P̂ ′′l ∧A1) ∨ (P̂ ′′1 ∧ ¬A1) ∨ . . . ∨ (P̂ ′′l ∧ ¬A1)︸ ︷︷ ︸
P′1∨...∨P′2l

Daher gilt erst recht ` P ′1 ∨ . . . ∨ P ′m .

DieP∗1 , . . . ,P∗n sind diejenigenP ′i , für die gilt:P ′i ist konsistent,F+ ⊆ plus(P ′i) undF− ⊆ minus(P ′i). O.B.d.A.
seien dies geradeP ′1, . . . ,P ′n . Daher ist f̈ur i > n

(a) P ′i inkonsistent oder

(b) F+ ∩minus(P ′i) 6= ∅ oderF− ∩ plus(P ′i) 6= ∅.

Im Fall (a) gilt ` ¬P̂ ′i , im Fall (b) folgt ` ¬(P̂ ∧ P̂ ′i) (taut).

In beiden F̈allen folgt

` P̂ → ¬P̂ ′i für allei > n (prop)
=⇒ ` P̂ → P̂ ′1 ∨ . . . ∨ P̂ ′n aus (1) und (prop) Q.E.D.

Während im ersten Schritt nur die “Auswirkungen” auf den aktuellen Zustand betrachtet wurden (formal wider-
gespiegelt in der Festlegungτ( dA) = { dA}), wird im folgenden zweiten Schritt untersucht, welche Formeln im
Folgezustand “wahr” bzw. “falsch” werden müssen.

Definition. Zu einem PNPP = (F+,F−) definieren wir das PNPσ(P) wie folgt:

σ1(P) = {A | dA ∈ F+}
σ2(P) = {2A | 2A ∈ F+}
σ3(P) = {A | dA ∈ F−}
σ4(P) = {2A | 2A ∈ F− undA ∈ F+}
σ(P) = (σ1(P) ∪ σ2(P), σ3(P) ∪ σ4(P))

Lemma 2.4.5. SeiP ein PNP. Dann gilt:

(a) ` P̂ → d̂σ(P)

(b) IstP konsistent, so ist auchσ(P) konsistent.

Beweis. Zum Beweis von Aussage (a) zeigen wir:

C ∈ σ1(P) ∪ σ2(P) =⇒ ` P̂ → dC und C ∈ σ3(P) ∪ σ4(P) =⇒ ` P̂ → d¬C (2)

Daraus folgt die Behauptung mit (prop) und (T15’). Die Beweise von (2) sind einfach, z.B.

2A ∈ σ4(P)
=⇒ 2A ∈ F− undA ∈ F+

=⇒ ` P̂ → A ∧ ¬2A (prop)
=⇒ ` P̂ → ¬ d2A (ltl3’)
=⇒ ` P̂ → d¬2A (ltl1)(prop)

Die Aussage (b) folgt aus (a): Denn istσ(P) inkonsistent, so folgt` ¬̂σ(P), und mit (nex) und (ltl1) auch

` ¬ d̂σ(P). Aus Aussage (a) folgt̀ ¬ d̂σ(P)→ ¬P̂, und mit (mp) folgt ` ¬P̂, d.h.P ist inkonsistent. Q.E.D.

Intuitiv kann eine erf̈ullende Struktur zu einem konsistenten PNPP auf folgende Art konstruiert werden:

P∗ ; σ(P∗)∗ ; σ(σ(P∗)∗)∗ ; . . .
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Das heißt, man bildet zunächst eine VervollständigungP∗ vonP und liest daraus die im ersten Zustand der Struktur
zu erf̈ullenden atomaren Aussagen ab. Anschließend geht man zuσ(P∗) über und wiederholt das Verfahren.

Allerdings bleibt noch folgendes Problem: Angenommen, es ist2A in einer “minus”-Menge enthalten, d.h.3¬A
soll dort “wahr” werden. Nun kann es sein, dassA in keiner der folgenden “minus”-Mengen enthalten ist, son-
dern nur immerA in den “plus”-Mengen und2A in den “minus”-Mengen. In diesem Fall ẅurde das skizzierte
Verfahren kein Modell liefern. Daher m̈ussen jeweils alle m̈oglichen Vervollsẗandigungen betrachtet werden und
im entstehenden Baum ein “guter” Pfad ausgewählt werden. Im folgenden zeigen wir, dass so ein Pfad existiert,
und dass die entsprechende temporale Struktur tatsächlich ein Modell des ursprünglichen PNP definiert.

Definition. Zu einem konsistenten und vollständigen PNPP definieren wir den BaumT(P) wie folgt:

• Die Wurzel vonT(P) istP.

• Jeder KnotenK vonT(P) hat genau die Vervollständigungen vonσ(K ) als Nachfolgeknoten.

Offenbar gilt: Jeder Knoten vonT(P) ist ein konsistentes und vollständiges PNP (vgl. Lemmata 2.4.3 und 2.4.5).
Ist fernerK ein Knoten inT(P), so istT(K ) gerade der Unterbaum vonT(P) mit WurzelK .

Lemma 2.4.6. SeiP ein konsistentes und vollständiges PNP. Dann gilt:

(a) T(P) hat nur endlich viele verschiedene KnotenK1, . . . ,Kn .

(b) ` K̂1 ∨ . . . ∨ K̂n → d(K̂1 ∨ . . . ∨ K̂n).

Beweis. Zum Beweis von (a) bemerken wir, dass zur Vervollständigung eines PNPQ nur Formeln aus der
endlichen Mengeτ(FQ) benutzt werden. Neue Formeln werden nur durch die Operationσ eingef̈uhrt, und zwar
in den F̈allenσ1 undσ3. Dabei verringert sich allerdings die Anzahl der Zeichend, was nur endlich oft m̈oglich
ist. Dies zeigt: In den Knoten vonT(P) kommen insgesamt nur endlich viele verschiedene Formeln vor, also gibt
es auch nur endlich viele verschiedene Knoten.

Zum Beweis von (b) erinnern wir zunächst an Lemma 2.4.5(a): Es gilt̀ K̂i → d̂σ(Ki) für i = 1, . . . ,n. Sind
K ′i1 , . . . ,K

′
im

alle Vervollsẗandigungen vonσ(Ki), so gilt nach Lemma 2.4.4

`̂σ(Ki)→ K̂ ′i1 ∨ . . . ∨ K̂ ′im

Ferner kommen alleK ′ij
unter denK1, . . . ,Kn vor, also gilt ` K̂ ′ij

→ K1 ∨ . . . ∨Kn nach (taut). Somit folgt mit
(prop)

`̂σ(Ki)→ K̂1 ∨ . . . ∨ K̂n

und mit (nex) und (ltl2) weiter

` d̂σ(Ki)→ d(K̂1 ∨ . . . ∨ K̂n)

und somit ` Ki → d(K̂1 ∨ . . . ∨ K̂n). Daraus folgt die Behauptung mit (prop). Q.E.D.

Das folgende Lemma sichert die korrekte “Übertragung von Information” im BaumT(P) zu.

Lemma 2.4.7. SeiP ein konsistentes und vollständiges PNP, und seiP0,P1, . . . ein Pfad inT(P). Dann gilt f̈ur
jedesi ∈ N0:

(a) dA ∈ plus(Pi) =⇒ A ∈ plus(Pi+1)

(b) dA ∈ minus(Pi) =⇒ A ∈ minus(Pi+1)

(c) 2A ∈ plus(Pi) =⇒ A ∈ plus(Pj ) für allej ≥ i

Beweis.

(a) dA ∈ plus(Pi) =⇒ A ∈ plus(σ(Pi)) =⇒ A ∈ plus(Pi+1).
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(b) genauso.

(c) Ist 2A ∈ plus(Pi), so folgtA ∈ τ(Pi). Mit ` 2A → A (ltl3) und Lemma 2.4.2(a) folgtA ∈ plus(Pi).
Außerdem ist2A ∈ plus(σ(Pi)) ⊆ plus(Pi+1). Induktiv folgt A ∈ plus(Pj ) für allej ≥ i . Q.E.D.

Definition. Ein PfadP0,P1, . . . in T(P) heißtvollständig, wenn f̈ur alle FormelnA und allei ∈ N0 gilt: Falls
2A ∈ minus(Pi), so istA ∈ minus(Pj ) für einj ≥ i .

Lemma 2.4.8. SeiP ein konsistentes und vollständiges PNP. Es gibt einen vollständigen Pfad inT(P).

Beweis. Zunächst zeigen wir: IstK Knoten vonT(P) und2A ∈ minus(K ), so entḧalt T(K ) einen KnotenK ′

mit A ∈ minus(K ′).

Denn angenommen,A /∈ minus(K ′) für alle KnotenK ′ in T(K ). WegenA ∈ τ(2A) ist A ∈ plus(K ), also
2A ∈ minus(K ′′) für alle S̈ohneK ′′ von K gem̈aß Konstruktion vonσ. Induktiv folgt, dass2A ∈ minus(K ′)
undA ∈ plus(K ′), und somit` K̂ ′ → A gilt f ür alleK ′ ∈ T(K ). SindK ′1, . . . ,K

′
n alle Knoten vonT(K ), so ist

also ` K̂ ′1 ∨ . . . ∨ K̂ ′n → A. Nach Lemma 2.4.6(b) gilt

` K̂ ′1 ∨ . . . ∨ K̂ ′n → d(K̂ ′1 ∨ . . . ∨ K̂ ′n)

Mit (ind) erhält man ` K̂ ′1 ∨ . . .∨ K̂ ′n → 2A. Nun istK ∈ {K ′1, . . . ,K ′n}, also gilt auch` K̂ → K̂ ′1 ∨ . . .∨ K̂ ′n ,
und daraus folgt̀ K̂ → 2A. Andererseits ist2A ∈ minus(K ) und daher` K̂ → ¬2A, zusammen also mit
(prop) ` ¬K̂ , d.h.K ist inkonsistent — Widerspruch.

Nun konstruieren wir induktiv einen vollständigen Pfadρ in T(P): Gem̈aß Lemma 2.4.6(a) enthält T(P) nur
endlich viele verschiedene Knoten, und damit kommen insbesondere nur endlich viele verschiedene Formeln2A
in Mengenminus(K ) für KnotenK in T(P) vor. Es sei{2A1, . . . ,2Am} die Menge aller solcher Formeln.
Wir definieren nun endliche, nichtleere Pfadeρ0, ρ1, . . . , so dassρi jeweils ein echtes Anfangsstück vonρi+1 ist.
Es seiρ0 = 〈P〉 die einelementige Folge, die nur aus der Wurzel besteht. Induktiv seiρi bereits konstruiert und
K der letzte Knoten inρi . Ist 2A(i mod m)+1 /∈ minus(K ) oderA ∈ minus(K ), so entsteheρi+1, indem ein
beliebiger Sohn vonK anρi angef̈ugt wird. Ist dagegen2A(i mod m)+1 ∈ minus(K ) und A /∈ minus(K ), so
entḧalt nach obiger HilfsbehauptungT(K ) einen KnotenK ′ 6= K mit A ∈ minus(K ). Der Pfadρi+1 entsteht
durch Verl̈angerung vonρi um den Pfad vonK zu K ′ in T(K ). Die Folgeρ0, ρ1, . . . bestimmt eindeutig einen
unendlichen Pfadρ, und dieser ist nach Konstruktion offenbar vollständig. Q.E.D.

Lemma 2.4.8 ist der Schlüssel zum Beweis des Vollständigkeitssatzes.

Satz 2.4.9. Für jedes konsistente PNPP ist die FormelP̂ erfüllbar.

Beweis. SeiP konsistent,P∗ Vervollsẗandigung vonP undP0,P1, . . . ein (nach Lemma 2.4.8 existierender)
vollständiger Pfad inT(P∗). Die temporale StrukturK = (η0, η1, . . .) sei definiert durch

ηi(v) = t ⇐⇒ v ∈ plus(Pi) für allev ∈ V, i ∈ N0

Dann gilt für jede FormelF und allei ∈ N0:

F ∈ plus(Pi) =⇒ Ki(F ) = t und F ∈ minus(Pi) =⇒ Ki(F ) = f (3)

Aus (3) folgt die Behauptung: Denn istP = ({A1, . . . ,An}, {B1, . . . ,Bm}), so gilt (wegenP0 = P∗), dass
Ai ∈ plus(P0) undBj ∈ minus(P0), und mit (3) folgt

K0(P̂) = K0(A1 ∧ . . . ∧An ∧ ¬B1 ∧ . . . ∧ ¬Bm) = t

Die Aussage (3) beweist man durch strukturelle Induktion nach dem Aufbau vonF (simultan f̈ur allei ∈ N0):

F ≡ v ∈ V : folgt unmittelbar aus der Definition vonηi ; es giltminus(Pi)∩plus(Pi) = ∅ wegen der Konsistenz
vonPi .

F ≡ false : Wegen der Konsistenz vonPi ist false /∈ plus(Pi), und es istKi(false) = f.

F ≡ A→ B : Ist A → B ∈ plus(Pi), so folgtA ∈ minus(Pi) oderB ∈ plus(Pi) mit Lemma 2.4.2(b). Nach
Induktionsvoraussetzung folgtKi(A) = f oderKi(B) = t und damitKi(A→ B) = t.

Im Fall A→ B ∈ minus(Pi) argumentiert man̈ahnlich unter Verwendung von Lemma 2.4.2(c).
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F ≡ dA : Ist dA ∈ plus(Pi), so folgt mit Lemma 2.4.7(a), dassA ∈ plus(Pi+1), und nach Ind.vor. folgt
Ki+1(A) = t, also auchKi(F ) = t.

Den Fall dA ∈ minus(Pi) beweist man analog mit Lemma 2.4.7(b).

F ≡ 2A : Ist 2A ∈ plus(Pi), so folgt mit Lemma 2.4.7(c), dassA ∈ plus(Pj ) für allej ≥ i . Die Ind.vor. ergibt
Kj (A) = t für allej ≥ i , alsoKi(F ) = t.

Ist 2A ∈ minus(Pi), so gibt es nach Definition eines vollständigen Pfads einj ≥ i mit A ∈ minus(Pj ).
Nach Ind.vor. folgt, dassKj (A) = f für einj ≥ i , alsoKi(F ) = f. Q.E.D.

Der Vollsẗandigkeitssatz f̈ur ΣLTL ergibt sich als einfache Folgerung:

Satz 2.4.10. Falls |= A, so ` A.

Beweis. Ist |= A, so ist¬A nicht erf̈ullbar (Satz 2.1.6), und daher ist gemäß Satz 2.4.9 das PNP(∅, {A})
inkonsistent. Das bedeutet̀ ¬¬A, und mit (prop) folgt` A. Q.E.D.

Folgerung 2.4.11. Für endliche FormelmengenF und FormelnA gilt: F |= A =⇒ F ` A.

Beweis. SeiF = {A1, . . . ,An}. Dann gilt:

A1, . . . ,An |= A
=⇒ |= 2A1 ∧ . . . ∧2An → A (Satz 2.1.3)
=⇒ ` 2A1 ∧ . . . ∧2An → A (Satz 2.4.10)
=⇒ A1, . . . ,An ` A (Satz 2.3.4) Q.E.D.
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