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Temporale Logik

Entscheidbarkeit von LTL

Definition.

» Ein Positiv-Negativ-Paai(PNP) ist ein PaaPP = (P*,P~) zweier endlicher Menge®* und P~ von
Formeln. Bir PT = {Ay,..., A,y undP~ = {By,..., B, } bezeichneP die Formel

s [ ALAN...ANA,A=BA...A=B,, fallsPTuP- #£0
true sonst

e Ein Tableau7 (P) zu einem PNPP ist ein endlicher gerichteter Wurzelgraph von PNPen wie folgt:

— die Wurzel von7 (P) ist P und
— fur alle Knoten\V = (N, /™) in 7 (P) trifft eine der folgenden Bedingungen zu:

(1) Esistfalsee N oderN" NN~ # (), und der KnotenV" hat keine Nachfolger.

(—7) Es gibt zwei Formelr¥ und G mit ¥ — G € N, und der KnotenV hat genau die beiden
Nachfolger(N* \ {F — G}, N~ U{F})und((NT\{F — G}) U{G},N ).

(—7) Esgibt zwei Formelr” und G mit F — G € N, und der KnotenV" hat genau den Nachfol-
ger(NT U{F}, (NT\{F — G} u{G}).

(OF) EsistOF € N'*, undA hat genau den Nachfolgéf\V* \ {OF}) U{F,00F}, N 7).

(O07) EsistdF € N—, und N hat genau die beiden Nachfolge¥ ™, (N~ \ {O0F}) U {F}) und
N, VNT\{BF}) U{oDF}).

(0) Alle FormeInF € N+ U N~ sind von der Gestafalse, v € V oderoG, und N hat genau den
Nachfolger({G | ©G e NT},{G | 0G e N7 }).

Die KnotenV/, deren Nachfolger geaf’(0) gebildet wurden, heiRefustinde (“states”)des Tableaus

7(P).

Fur die abgeleiteten logischen Operatoren ergeben sich entsprechend abgeleitete Tableauregeln (hier in Kurz-
schreibweise):
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Lemma 2.5.1. Fir alle Knoten\ im TableauZ (P), alle temporalen Strukturei und allei € N gilt:

(a) Trifft fir A/ nicht die Bedingung©) zu, so istK;(A) = t genau dann, weniK;(A’) = t fur einen
Nachfolger\’ von AV im Tableau.

(b) Trifft fur A die Bedingung(©) zu und istK;(A) = t, so auchK,; ;(N’) = t fur den (eindeutigen)
Nachfolger\’ von N im Tableau.

Definition. Die Menge degeschlossenen Knotém Tablau7 (P) wird induktiv wie folgt definiert:

(C1) Jeder KnotenV, auf den die Bedingun@L) zutrifft, ist geschlossen.
(C2) Sind alle Nachfolger vopV im Tableau geschlossen, so ist au¢tgeschlossen.

(C3) IstN = (F+,F7),OF € F~, und entklt jeder Pfad von\V" zu einem KnotenV! = (G*,G~) mit
G € G~ einen geschlossenen Knoten, so\&geschlossen.

Enthalt das Tableau (abgeleitete) Formeln der Gestélte F, so ist eine Bedingung analog zu (C3) zu beachten.

Zu einem (endlichen oder unendlichen) Pfag- Ny, V1, ... undi € Ny fuhren wir folgende Schreibweisen ein:

e (1) bezeichnet die Anzahl der “states” im Anfange Ny, ..., N;_; vono.

Offenbar istv(0) = 0, und die Funktiorv ist monoton wachsend. Ist ein unendlicher Pfad, so ist die
Funktiony : Ng — Ny surjektiv.

e \(i) =det max{j | v(j) =14} bezeichnetden Index des “stat&’; mit v(j) = i. (Diese Schreibweise
wird nur verwendet, wens unendlich ist.)

Definition.  Zu einer temporalen Struktd und einem KnotenV in 7 (P) wird induktiv der (endliche oder
unendliche) Pfad (K, ') = Ny, N1, ... definiert durch

[ ] No = N
e Hat\; keinen Nachfolger ir7 (P), so endet der Pfad miv;.
e Hat\; genau einen Nachfolgeyv” in 7 (P), soistV; 1 = N.

e Hat\V; zwei Nachfolger\V' und V7 gema3 (— ) oder (07), so istN;1, = N/, falls K, ;) |= N, an-
dernfalls ist\V;; = N”. Im Fall (O), angewandt aufl ' € /", ist dabei der Knoten mif' € (M)~ zu
bevorzugen.

Lemma 2.5.2. Sei\ ein Knoten in7 (P) undK eine temporale Struktur mi€,(N\) = t. Dann isto (K, N) =
No, N1, ... unendlich und entit keinen geschlossenen Knoten. FernerIgjlt;) (N;) = t fur allei € No.

Folgerung 2.5.3. Ist P erfiillbar, so ist jedes Tableali(P) erfolgreich.

Ein Pfad\g, V1, ... in T7(P) heiBevollsiéndig wenn fir alle FormelnA und allei € Ny gilt: FallsOA4 € N7,
so existiert eiry > i mit A € N

Lemma 2.5.4. Jedes erfolgreiche TabledUP) enttalt einen vollsindigen Pfad.
Lemma 2.5.5. Ist7(P) ein erfolgreiches Tableau, so Bterfillbar.

Satz 2.5.6. Furjede FormelF’ € L7 ist entscheidbar, ob' erfullbar bzw. allgemeingltig ist.



