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Temporale Logik

Entscheidbarkeit von LTL

Definition.

• Ein Positiv-Negativ-Paar(PNP) ist ein PaarP = (P+,P−) zweier endlicher MengenP+ undP− von
Formeln. F̈urP+ = {A1, . . . ,An} undP− = {B1, . . . ,Bm} bezeichnêP die Formel

P̂ ≡
{

A1 ∧ . . . ∧An ∧ ¬B1 ∧ . . . ∧ ¬Bm fallsP+ ∪ P− 6= ∅
true sonst

• Ein TableauT (P) zu einem PNPP ist ein endlicher gerichteter Wurzelgraph von PNPen wie folgt:

– die Wurzel vonT (P) istP und

– für alle KnotenN = (N+,N−) in T (P) trifft eine der folgenden Bedingungen zu:

(⊥) Es istfalse∈ N+ oderN+ ∩N− 6= ∅, und der KnotenN hat keine Nachfolger.

(→+) Es gibt zwei FormelnF undG mit F → G ∈ N+, und der KnotenN hat genau die beiden
Nachfolger(N+ \ {F → G},N− ∪ {F}) und((N+ \ {F → G}) ∪ {G},N−).

(→−) Es gibt zwei FormelnF undG mit F → G ∈ N−, und der KnotenN hat genau den Nachfol-
ger(N+ ∪ {F}, (N− \ {F → G}) ∪ {G}).

(2+) Es ist2F ∈ N+, undN hat genau den Nachfolger((N+ \ {2F}) ∪ {F , d2F},N−).
(2−) Es ist2F ∈ N−, undN hat genau die beiden Nachfolger(N+, (N− \ {2F}) ∪ {F}) und

(N+, (N− \ {2F}) ∪ { d2F}).
( d) Alle FormelnF ∈ N+ ∪ N− sind von der Gestaltfalse, v ∈ V oder dG , undN hat genau den

Nachfolger({G | dG ∈ N+}, {G | dG ∈ N−}).
Die KnotenN , deren Nachfolger gem̈aß( d) gebildet wurden, heißenZusẗande (“states”)des Tableaus
T (P).

Für die abgeleiteten logischen Operatoren ergeben sich entsprechend abgeleitete Tableauregeln (hier in Kurz-
schreibweise):
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Lemma 2.5.1. Für alle KnotenN im TableauT (P), alle temporalen StrukturenK und allei ∈ N0 gilt:

(a) Trifft f ür N nicht die Bedingung( d) zu, so istKi(N̂ ) = t genau dann, wennKi(N̂ ′) = t für einen
NachfolgerN ′ vonN im Tableau.

(b) Trifft f ür N die Bedingung( d) zu und istKi(N̂ ) = t, so auchKi+1(N̂ ′) = t für den (eindeutigen)
NachfolgerN ′ vonN im Tableau.

Definition. Die Menge dergeschlossenen Knotenim TablauT (P) wird induktiv wie folgt definiert:

(C1) Jeder KnotenN , auf den die Bedingung(⊥) zutrifft, ist geschlossen.

(C2) Sind alle Nachfolger vonN im Tableau geschlossen, so ist auchN geschlossen.

(C3) IstN = (F+,F−), 2F ∈ F−, und entḧalt jeder Pfad vonN zu einem KnotenN ′ = (G+,G−) mit
G ∈ G− einen geschlossenen Knoten, so istN geschlossen.

Entḧalt das Tableau (abgeleitete) Formeln der Gestalt3F ∈ F+, so ist eine Bedingung analog zu (C3) zu beachten.

Zu einem (endlichen oder unendlichen) Pfadσ = N0,N1, . . . undi ∈ N0 führen wir folgende Schreibweisen ein:

• ν(i) bezeichnet die Anzahl der “states” im AnfangsstückN0, . . . ,Ni−1 vonσ.

Offenbar istν(0) = 0, und die Funktionν ist monoton wachsend. Istσ ein unendlicher Pfad, so ist die
Funktionν : N0 → N0 surjektiv.

• λ(i) =def max{j | ν(j ) = i} bezeichnet den Index des “state”Nj mit ν(j ) = i . (Diese Schreibweise
wird nur verwendet, wennσ unendlich ist.)

Definition. Zu einer temporalen StrukturK und einem KnotenN in T (P) wird induktiv der (endliche oder
unendliche) Pfadσ(K,N ) = N0,N1, . . . definiert durch

• N0 = N

• HatNi keinen Nachfolger inT (P), so endet der Pfad mitNi .

• HatNi genau einen NachfolgerN ′ in T (P), so istNi+1 = N ′.

• HatNi zwei NachfolgerN ′ undN ′′ gem̈aß(→+) oder(2−), so istNi+1 = N ′, falls Kν(i) |= N̂ ′, an-
dernfalls istNi+1 = N ′′. Im Fall (2−), angewandt auf2F ∈ N−i , ist dabei der Knoten mitF ∈ (N ′)− zu
bevorzugen.

Lemma 2.5.2. SeiN ein Knoten inT (P) undK eine temporale Struktur mitK0(N̂ ) = t. Dann istσ(K,N ) =
N0,N1, . . . unendlich und entḧalt keinen geschlossenen Knoten. Ferner giltKν(i)(N̂i) = t für allei ∈ N0.

Folgerung 2.5.3. Ist P̂ erfüllbar, so ist jedes TableauT (P) erfolgreich.

Ein PfadN0,N1, . . . in T (P) heißevollständig, wenn f̈ur alle FormelnA und allei ∈ N0 gilt: Falls 2A ∈ N−i ,
so existiert einj ≥ i mit A ∈ N−j .

Lemma 2.5.4. Jedes erfolgreiche TableauT (P) entḧalt einen vollsẗandigen Pfad.

Lemma 2.5.5. Ist T (P) ein erfolgreiches Tableau, so istP̂ erfüllbar.

Satz 2.5.6. Für jede FormelF ∈ LLTL ist entscheidbar, obF erfüllbar bzw. allgemeing̈ultig ist.
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