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Temporale Logik

Lineare temporale Prädikatenlogik

Temporale Signaturen

Einetemporale SignaturTSIG = (SIG ,XF ,VF ) ist gegeben durch:

• eine SignaturSIG = (S ,F ,P),

• für jedess ∈ S eine ḧochstens abz̈ahlbar unendliche MengeXF
s von flexiblen Individuensymbolen; es sei

XF =
⋃

s∈S XF
s ,

• eine ḧochstens abz̈ahlbar unendliche MengeVF vonflexiblen Aussagensymbolen.

Für TSIG = (SIG ,XF ,VF ) seiSIG+ die Signatur, die ausSIG = (S ,F ,P) entsteht, wenn manF (ε,σ) durch
F (ε,σ) ∪ XF undP (ε) durchP (ε) ∪ VF ersetzt.

Sprache

SeiTSIG = (SIG ,XF ,VF ) eine temporale Signatur undLPL(SIG+) eine pr̈adikatenlogische Sprache 1. Stufe
mit der VariablenmengeX . Eine(Basis-)SpracheLPLTL(TSIG) (kurz:LPLTL) der (linearen) temporalen Prädi-
katenlogik (1. Stufe) ist gegeben wie folgt:

Alphabet:

• alle Zeichen vonLPL(SIG+),

• die Zeichendund2.

Terme und atomare Formeln: Terme und atomare Formeln vonLPL(SIG+).

Formeln:

1. Jede atomare Formel ist eine Formel.

2. false ist eine Formel, und sindA undB Formeln, so sind(A→ B), dA und2A Formeln.

3. IstA eine Formel undx ∈ X , so ist∃x A eine Formel.

Die SpracheLPL(SIG+) heißtKernvonLPLTL(TSIG) und wird mitkern(LPLTL) bezeichnet. Die Formeln von
kern(LPLTL) sind die Formeln vonLPLTL, die keine temporalen Operatoren enthalten.

Semantik

Einetemporale StrukturK = (S,W) für eine temporale SignaturTSIG = (SIG ,XF ,VF ) ist gegeben durch:

• eine StrukturS für SIG ,

• eine unendliche FolgeW = (η0, η1, η2, . . .) von Abbildungen (Zusẗanden)

ηi :

{
XF → |S| (sortenkonform)

VF → {f, t}



SeiK = (S,W) temporale Struktur f̈ur TSIG , ξ Variablenbelegung bzgl.S (alsoξ : X → |S|). Die Abbildung

S
(ξ,ηi ) :

{
Menge der Terme→ |S|
Menge der atomaren Formeln→ {f, t}

wird analog wie in Pr̈adikatenlogik definiert, z.B.

S
(ξ,ηi )(x ) = ξ(x ) für x ∈ X
S

(ξ,ηi )(a) = ηi(a) für a ∈ XF

S
(ξ,ηi )(v) = ηi(v) für v ∈ VF

Für atomare FormelnA definiert man K
(ξ)
i (A) = S

(ξ,ηi )(A).

Die AbbildungK(ξ)
i wird induktiv auf alle Formeln fortgesetzt wie in Prädikatenlogik bzw. temporaler Aussagen-

logik, z.B.

K
(ξ)
i (A→ B) = t ⇐⇒ K

(ξ)
i (A) = f oderK(ξ)

i (B) = t

K
(ξ)
i ( dA) = K

(ξ)
i+1(A)

K
(ξ)
i (∃x A) = t ⇐⇒ es gibtξ′ mit ξ′ ∼x ξ undK(ξ)

i (A) = t

Definition. Eine FormelA (vonLPLTL(TSIG)) heißtgültig in der temporalen StrukturK (in Zeichen:|=
K

A),

wennK(ξ)
i (A) = t für alle i ∈ N0 und alleξ ist. A heißtallgemeing̈ultig ( |= A), wenn |=

K
A für jedesK. A

folgt auseiner FormelmengeF (F |= A bzw.B1, . . . ,Bn |= A), wenn|=
K

A für jedesK gilt, für das|=
K

B für alle
B ∈ F gilt.

Definition. Ein Termt heißteinsetzbar f̈ur x in A, wennAx (t) gegen̈uberA keine neuen Vorkommen flexibler
Individuensymbole im “G̈ultigkeitsbereich” eines temporalen Operators hat.

Das formale SystemΣPLTL

Axiome: alle Axiome vonΣLTL sowie zus̈atzlich

(ltl4) Ax (t)→ ∃x A falls t für x in A einsetzbar ist

(ltl5) d∃x A→ ∃x dA
(ltl6) A→ dA falls A keine flexiblen Symbole enthält

(eq1) x = x
(eq2) x = y → (A→ Ax (y)) falls A Formel vonkern(LPLTL) ist

Regeln: alle Regeln vonΣLTL sowie zus̈atzlich

(par) A→ B ` (∃x A)→ B falls x in B nicht frei vorkommt

Weitere temporallogische Gesetze

(T54) ∃x dA↔ d∃x A
(T55) ∀x dA↔ d∀x A
(T56) ∃x 3A↔ 3∃x A
(T57) ∀x 2A↔ 2∀x A
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Beispiel einer Herleitung: (T56)

(1) 3A→ ∃x 3A (ltl4)

(2) ¬∃x 3A→ ¬3A (prop)(1)

(3) ∀x 2¬A→ 2¬A (prop)(2)

(4) 2¬A→ d2¬A (prop)(ltl3)

(5) ∀x 2¬A→ d2¬A (prop)(3)(4)

(6) ∀x 2¬A→ ∀x d2¬A (pred)(5)

(7) d∃x 3A→ ∃x d3A (ltl5)

(8) ∀x d2¬A→ d∀x 2¬A (prop)(7)(ltl1)

(9) ∀x 2¬A→ d∀x 2¬A (prop)(6)(8)

(10) ∀x 2¬A→ ¬A (prop)(ltl3)(3)

(11) ∀x 2¬A→ ∀x ¬A (pred)(10)

(12) ∀x 2¬A→ 2∀x ¬A (ind)(9)(11)

(13) 3∃x A→ ∃x 3A (prop)(12)

(14) A→ ∃x A (ltl4)

(15) 3A→ 3∃x A (T26)(14)

(16) ∃x 3A→ 3∃x A (par)(15)

(17) ∃x 3A↔ 3∃x A (prop)(13)(16)

Weitere temporallogische Gesetze (mit atnext)

(T58) ∃x (A atnext B)↔ (∃x A) atnext B falls x in B nicht frei vorkommt

(T59) ∀x (A atnext B)↔ (∀x A) atnext B falls x in B nicht frei vorkommt
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