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Temporale Logik

Lineare temporale Pradikatenlogik

Temporale Signaturen
Einetemporale Signatuf'SIG = (SIG, X ¥, VI ist gegeben durch:

e eine SignatuSIG = (S, F, P),

o fur jedess € S eine lochstens alighlbar unendliche Meng&'!” von flexiblen Individuensymbolees sei

XF = USES Xf’

e eine lochstens alihlbar unendliche Menge!” von flexiblen Aussagensymbolen

Fur TSIG = (SIG, X7, VF) sei SIG* die Signatur, die auSIG = (S, F, P) entsteht, wenn maf(=-?) durch
FEo) Uy xF und P durchP) U VF ersetzt.

Sprache

Sei TSIG = (SIG, XF, VT eine temporale Signatur untl-;,(SIG*) eine padikatenlogische Sprache 1. Stufe
mit der Variablenmengg’. Eine (Basis-)Sprach& p., 1, ( TSIG) (kurz: L py71) der (linearen) temporalen &i-
katenlogik (1. Stufe) ist gegeben wie folgt:

Alphabet:

e alle Zeichen vorC p.,(SIG),
o die Zeichero undD.

Terme und atomare Formeln: Terme und atomare Formeln vdhy (SIGT).
Formeln:

1. Jede atomare Formel ist eine Formel.
2. falseist eine Formel, und sind und B Formeln, so sind4 — B), 0A undOA Formeln.
3. Ist A eine Formel und € X, so istdz A eine Formel.

Die Sprache p1,(SIG™) heiltKernvon £ ppr,( TSIG) und wird mitkern (L pr,71,) bezeichnet. Die Formeln von
kern(Lprrr) sind die Formeln vorL p; 71,, die keine temporalen Operatoren enthalten.

Semantik
Einetemporale StruktuK = (S, W) fir eine temporale SignatdiSIG = (SIG, X', VT ist gegeben durch:

e eine StruktusS fur SIG,

e eine unendliche Folg& = (1o, 71,72, . - .) von Abbildungen Zus&nder)

- XF —|S|  (sortenkonform)
LR R



SeiK = (S, W) temporale Strukturlfr TSIG, ¢ Variablenbelegung bzgk (also¢ : X — |S|). Die Abbildung

SEm) . Menge der Terme- |S|
" | Menge der atomaren Formela {f,t}

wird analog wie in Padikatenlogik definiert, z.B.
SEm)(g) = ¢(z)  furz e X

SEm)(a) = ni(a) furaecxr
SEm) (v) = n;(v) furv e VF

Fur atomare Formelrl definiert man Kgg)(A) = SEm)(A).
Die AbbildungKgg) wird induktiv auf alle Formeln fortgesetzt wie indlikatenlogik bzw. temporaler Aussagen-
logik, z.B.
K4 - B) =t <« K9(U4)=rfoderk®(B) =t
K (04) = KZ, (4)
K®@Ez A)=t <« esgibte’ mite ~, cundK!(4) =t

Definition.  Eine FormelA (von Lp.r.(TSIG)) heil3tgultig in der temporalen Struktuk (in Zeichen:)ﬁ A),

wennKEE)(A) = tfurallei € Ny und alle¢ ist. A heiftallgemeingiltig ( = A), wennz A fur jedesk. A
folgt auseiner Formelmengé (F = A bzw. By, ..., B, = A), wenni A fur jedesK gilt, fur dasi= B fur alle
B € Fqilt.

Definition.  Ein Term¢ hei3teinsetzbarir = in A, wennA, (¢) gegetiiber A keine neuen Vorkommen flexibler
Individuensymbole im “@ltigkeitsbereich” eines temporalen Operators hat.

Das formale System® p; 7,
Axiome: alle Axiome vonX 7, sowie zuatzlich

(t4) A,(t) -3z A fallstfirzin A einsetzbar ist

(t15) o3z A — Jz OA

() A — 0A falls A keine flexiblen Symbole enit

(eql) z==z

(eq2) z=y— (A— A,(y)) falls AFormelvonkern(Lprrr) ist

Regeln: alle Regeln vor¥ 11, sowie zutzlich

(par) A— Bt (32 A) — B falls z in B nicht frei vorkommt

Weitere temporallogische Gesetze

(T54) d2z 04—~ 03z A
(T55) Vz OA «» OVzx A
(T56) Jz CA «— Odx A
(T57) V2 OA «— OVz A



Beispiel einer Herleitung: (T56)
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Weitere temporallogische Gesetze (mit atnext)

(T58) dz (A atnext B) «» (dz A) atnext B falls z in B nicht frei vorkommt
(T59) Vz (A atnext B) « (Vz A) atnext B falls z in B nicht frei vorkommt

CA — Jz OA

—dz CA — -CA
VrO-A — O0-4
0-4 — 0o0-4

YV O-A — 00O-A
Ve O-A — Ve OO0-A4
Odz OA — Jz 0CA
Yy O0-A — OVx O-A4
Vo O-A — OVy O-A
VrO-A — —-A

Vo O-A — Vz-A
Ve O0-A — OVz -A
Cdr A — Jx OA
A—dx A
CA—-Odx A

dJz OA — Odz A

dJz CA - Odz A

(Itl4)
(prop)(1)
(prop)(2)
(prop)(ItI3)
(prop)(3)(4)
(pred)(5)
(ItI5)
(prop)(7)(1ti1)
(prop)(6)(8)
(prop)(1ti3)(3)
(pred)(10)
(ind)(9)(11)
(prop)(12)
(1tl4)
(T26)(14)
(par)(15)
(prop)(13)(16)



