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Ziele

= Anwendung des Hoare-Kalkul zur Verifikation von whi | e-Programmen
= Beweisskizzen zur Darstellung von Hoare-Kalkil-Beweisen
= Annotierte Programme in Java zum Darstellen und Testen von

Zusicherungen
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Zusicherungen

/Zusicherung: Vorbedingung

{x==a & y==b

Durch

logische Variable (wie a,b)
kann man sich auf ,alte* Werte
beziehen

while (x > 0)
{y=y+l, x = x-1;

{y==a+b}
Zusicherung: Nachbedingung

Was berechnet dieses Programm? Die Summe von a und b?
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i nt = =

-§o< Zusicherungen in Java
a =23 b = 25;
a, vy

int x = = b;

assert x==a & y==b; <

Zusicherung

while (x > 0) Fir a=23 und b=25 gilt, dass das
{y = y+1; x = . Programm die Summe von a und b
berechnet.

}

assert y== atb;

Fur a= -20 und b=25 gilt dies NICHT!

Mit dem assert-Statement kdnnen Zusicherungen getestet,
aber nicht verifiziert werden!
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Realisierung in Java

= In Java kann man Zusicherungen der Form {P} durch die Anweisung

assert P
in das Programm einfihren.
= Durch > javac -source 1.4 <Dateiname>.java
> java -ea <Dateiname>

werden Programme mit Zusicherungen Ubersetzt und ausgefihrt.

= |st bei der Programmausfihrung eine der Zusicherungen falsch, so bricht
das Programm mit einem Fehler ab (und die Zeile mit der ungultigen

Zusicherung wird angegeben). Ist alles richtig, rechnet das Programm normal.
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Hoare-Kalkul zur Verifikation
{ x==a & y==b & a >=0}

Mit den Regeln des Hoare-Kalkul

while (x > 0) beweist man
die Gultigkeit dieser Hoare-Formel
{y=y+l; x =x-1 und damit

die partielle und totale Korrektheit
des Programms!

{y==atb}

Die Summe von aund b? Ja, wenn a>=0!
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Iteration: Hoare-Regeln

Invariante
Partielle Korrektheit:
{b &% s{I}

{1} while (b) S {('b) &I}

(Iteration e,
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Schritt 1: Finde Invariante

{ x==a & y==b & a >=0}
3
{ x+y ==a+b & x >=0}

ile (x > 0) Welche invariante Beziehung gilt fur
’ v die Programmvariablen
{y=y+1; x = x-1; _ in der Schleife?
x+y andert sich nicht
} x bleibt immer >=0
{ x+y ==a+b & x >=0 & !(x>0)}
B Also | := x+y==a+b & x >=0
{y==atb}

Die Summe von aund b?
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Schritt 2: Anwendung Iterationsregel part. Korrektheit

Sei |l := xt+ty==a+b & x>=0
Dann gilt:

x>0 &xty==a+b & x>=0 b x1+y+l==a+b & x-1>=0

{x-1+y+1 ==a+b & x -1>=0} y=y+1; {x-1+y==a+b & x1 >=0}

{¢1+y ==a+b & x1>=0} x=x-1; {x+y==a+b & x >=0}
Daraus folgt mit Abschwg u. seq. Komp. :

{x>0 & I} y=y+l; x=x-1; {I}

Die Blockregel impliziert: {x>0 & I} {y=y+1; x=x-1;} {I}
Daraus folgt mit Iterationsregel: {1} whil e(x>0) {y=y+1; x=x-1;} {!(x>0)&}
Wegen xty==a+b & x >=0& ! (x>0) b x == 0 & y==a+bh
folgt diepartielle Korrektheitdes Programms—

M. Wirsing: Korrektheit und Hoare-Kalkill fir imperative Programme  04/03

HFermatHH-SS03 16

Iteration: Hoare-Regeln

Totale Korrektheit:

{b &I} S {I}
{b &I &t ==z} S{t <z} //t wird echt kleiner

I Pt >0 //t nie negativ
(Iteration, )

{1} while (b) S{('b) &I}

t — ein Integer-Ausdruck fiir die Terminierung der while-Schleife

z — eine ,Jogische" Variable, die nichtin | ,b, Sodert vorkommt, also durch S nicht veréandert wird.
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Schritt 3: Totale Korrektheit
Es gilt: {1 & x>0} {y=y+1; x=x-1;} {I}

fur 1 ;= x+y==a+b & x>=0

Zu zeigen: Terminierung mittels geeignetemt d.h.
1) {I & x>0 & t==z} {y=y+l; x=x-1;} {t<z}
2) | b t>=0

Wahle t := x

Dann gilt 2) denn xty==atb & x>=0 b x >= 0

Es gilt auch 1) denn es gilt
x+y ==a+b & x>=0 & x>0 & x==z b x-1<z
{x-1<z} {y=y+1; x=x-1;} {x<z}
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Beweisskizze

= Eine Beweisskizze fur partielle / totale Korrektheit ist ein mit Zusicherungen ergéanztes
Programm S, bei dem jede Teilanweisung R von S mit Vor- und Nachbedingung der Form
{P} R {Q annotiertist, sodaB { P} R {Q im Hoare-Kalkil ableitbar ist.

Folgen zwei Zusicherungen{ P} { @ hintereinander, muss gelten P b Q

= Inshesondere sind annotiert
while- Anweisung mit {P} (while(b) {b&} S {P}) {!b&P}
i f- Anweisung mit {P}(if(b) {b&} S1 {Q else {!b&F} S2{Q ){C
Block mit {P} {{P} S{Q} {Q

» Doppelformel mit {P} b, {P1} S { P {Q sodaB P b P1, QL P Q
N v

P—RamTauciTweggetasserrwerden
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Beweisskizzen

Beispiele:

1. Zuweisung

{true} {true}
;3
X = X * X;
{x * x >=0}
. also ist {x >=0}
X = X7 X auch
{x >=0}

Beweisskizze
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Beweisskizzen

2. if-then-else-Regel {x = A}
(if (x>=0)
{x>=0 & x == A}

R
{x == A &x ==|A}
y =X
{x = A&y ==| A}
el se
{x <0 &x == A
)
{x == A &-x ==| A}
y =-X
{x == A&y ==|Al})
{x ==A&y ==|A}

14
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Beweisskizzen

3. ... Beispiel {true} Beweis der partiellen Korrektheit
R
von
{1 <= 11}
int n=1; {true}
{n <= 11} int n=1;, int end=10;
int end = 10; while (n <= end) n = n+1;
{n <= end+1} [//lnvariante {n == end+1}

gvxhile (n <=end) {n <= end & n <= end+1}
{n <= end & n <= end+1}

{n+l <= end8+l}
n = n+l;
{n <= end+1}
} {n <= end+1} )
{'(n <= end) & n <= end+1}

3
{n == end+1}
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Beweisskizzen

3. .... Beispiel Beweis der partiellen Korrektheit
{ a>=0} von
int x =a, y = b;
{x==a & y==b & a >=0} {a>=0}
R int x=a, y=b;
{ x+y ==a+b & x >=0} while (x>0) {y=y+1l; x=x-1;}
( while (x >0 {x>0&l} {y == a+b}
{ {x>0&1} mit der Invariante

| — Ly ——g+h & =0

{x—1+y+18::a+b & x -1>=0}
y = y+L
{x-1+y ==a+b & x-1 >=0}
X = x-1;
{ x+y ==atb & x >=0}
} {x+y ==a+b & x >=0} )

{x4yv=—at+h & ¥ >=0 & I(x>0 b {vy=—g4ph
C 7 AY 77 T 7

7
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Annotierte Programme

=  Ein annotiertes Programm ist ein Programm, das Zusicherungen als
Kommentare enthalt (aber méglicherweise nicht vollstandig annotiert
ist).
=  Ein annotiertes Programm {P} S {Q heil3t partiell korrekt, wenn es
1. partiell korrekt ist bzgl. P, Q und wenn
2. fir jede innere Zusicherung QL von S
QL glltig ist in jedem Zustand, der erhalten wird durch (partielle)
Ausfiihrung von S bis zu der Stelle von QL

mit Start in einem Zustand, in dem P gilt.

M. Wirsing: Korrektheit und Hoare-Kalkill fir imperative Programme  04/03

Annotierte Summe
int a =23, b = 25;
int x = a, y = b;

assert x==a & y==Db;

while (x >0) Fir a=23 und b=25 gilt, dass das

{ y = y+l; x = x-1; Programm die Summe von a und b
berechnet.

} Fiir a= -20 und b=25 gilt dies NICHT!

assert y== atb;
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Annotierte Programme

Beispiel

S {P S {QA} S {Q

S S,
z z, z,
3 Ausf Ghrung 3 Ausf Ghrung y
P gilt Q1 gilt Qgilt

Sei z ein Zustand, in dem P gilt.

Dann missen QL in z, und Q in z, gelten
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Annotierte Programme

Beispiele

= Jede Beweisskizze ist ein korrektes annotiertes Programm

z.B. int n=1; {n==1} n =2 * n; {n==2}

= Jede glltige Hoare-Formel { P} S { @} ist ein partiell korrektes

annotiertes Programm

= Jedes Programm S kann als annotiertes Programm der Form

{true} S {true} aufgefalBt werden

"int n =1; {n>0} n =2 * n; {n==2}

20
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Beispiel: Summe

Vollstdndige Annotation von
int a =23, b=25;

int x=a y =b { a>=0}
assertx==a & y==b & a >=0; int x=a, y=b;
whil e (x>0) {y=y+1; x=x-1;}
assertx+y ==a+b & x >=0; {y == a+tb}
( while (x > 0)

mit der Invariante
{ assertx>0 & x+y ==a+b & x >=0; | :=x+y ==a+b & x >=0

assertx-1+y+1 ==a+b & x-1>=0;
y = y+l;

assert x-1+y ==a+b & x-1 >=0;

X = x-1;

assert x+y ==a+b & x >=0;

} )

assertx+y ==a+b & x >=0 & !(x>0); asserty==a+b ;
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Beispiel: Division x/y und Rest

Seix 30, y>0, 1° x=quo *y+rem &rem>=0
Dann ist

int quo = 0, rem = Xx;

{1} /1l nvariante

while (rem>=y)

{ rem=rem-—y; quo = quo + 1;

}

{x == quo *y +rem &0 <=rem< vy}

Ein total korrektes annotiertes Programm (Beweis Ubung)
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Realisierung in Java mittels ,,assert*

Division mit Rest:
int x = 1000, y = 37;
int quo = 0, rem = x;
assert x == quo * y + rem & rem >=0;
while (rem>=y)
{ rem=remy; quo = quo+l,
assert x == quo * y + rem& rem>= 0;

}

assert x == quo *y +rem & 0 <=rem & rem<y;

M. Wirsing: Korrektheit und Hoare-Kalkill fir imperative Programme  04/03

IPETER Yot 24

Realisierung von Zusicherungen in Java

= Gelten alle Zusicherungen bei der Ausfihrung des Programms, so
terminiert das Programm normal (und nur die print-Anweisungen werden
ausgegeben).

p Java unterstitzt das Testen von Programmen durch die Méglichkeit

der dynamischen Uberpriifung von Zusicherungen.

Testen liefert keinen Beweis der Korrektheit, sondern im Fehlerfall

den Nachweis von Fehlern!
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Zusammenfassung

=  Der Hoare-Kalkil dient zur Verifikation der partiellen und totalen
Korrektheit (kleiner) Programme.

= Beweisskizzen sind eine Ubersichtliche Prasentation von formalen
Beweisen mit dem Hoare-Kalkiil.

= Annotierte Programme unterstiitzen die Dokumentation von
Programmen und kénnen in Java mit der assert -Anweisung
geschrieben und getestet, aber nicht bewiesen werden.
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