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Wir beweisen die Korrektheit eines Programms, das Fibonacci-Zahlen berechnet, im Hoare-Kalkil. Wir geben zwei (im Vorgehen gleiche) Versionen des Beweises
an: eine formelle, die mittels der Regeln des Hoare-Kalkils operiert, und eine informelle, die das Vorgehen hervorhebt.
Die Fibonacci-Zahlen werden rekursiv definiert:

0, fallsn <0
fib(n) =<1, fallsn =1
fib(n — 1) + fib(n — 2), fallsn>2
Das Programmstiick, das diete Fibonacci-Zahl berechnen soll, ist denkbar kurz:

int fibonacci( int n) {

if (n <=0 {
f=0;

} else {
k=1, g=0; f=1,

while  (k != n) {
t=90; 9 =ff=f; k = k+1,
}
}

return  f;

}

Mit dem Hoare-Kalkll wollen wir zeigen, daf3 diese Funktion tatsachlich die Fibonacci-Zahlen berechnet. Dazu versehen wir den Funktionsrumpf mit einer geeigneten
Nachbedingung; die Vorbedingung tatue, weil keine Annahmen gemacht werden mussen:

{true}
if (n<=0){
f=0;
} else {
k=1; g=0; f=1;



while  (k !'= n) {
t=g9;,9=ff="ft k = k+1;
}
}

{f = fib(n)}

1 Formeller Beweis im Hoare-Kalkl
Der formelle Beweis verwendet ausschliesslich die im Hoare-Kalkil definierten Regeln. Da dies zu relativ breiten Beweisbaumen flihrt, verwignadds Teilbe-

weisbaume, die in den Gesamtbeweisbaum eingesetzt werden kénnen. Der Beweis zeigt zuerst die partielle Korrektheit; die notwendigen Schritte flr totale Korrektheit
werden in einem getrennten Abschnitt beschrieben.

1.1 Nachweis der Schleifeninvariante

I=f =fib(k)ng=fib(k —1)
Pramisse der (Iterati@gyien)-Regel, Fy:
(Zuw) (Zuw)
Po  {f+t =k ng= O}t {f ok DAg=fb)} (o {f =k D ng = bk 1—Dhkekels {1y
{I A n #£ k} t=g;g=f;f=f+t; {f =fbk+1)Ag=fibk)} (Seq {f =fib(k+1)Ag=fib(k)} k=k+1; {I} s
{INk #n} t=g; g=f; f=f+t; k=k+1; {I} (Seq)
(Block)
{I Nk #n}{t=g; g=f; f=f+t; k=k+1}} {1}
Fortsetzung (aus Platzgrinddm):
(Zuw)
{f +g9=fbKk+1)Af =fibk)}t=g; {f +t =fib(k+1)Af = fib(k)}
(Abschw)
{I}t=g; {f +t =fiblk + 1) AT = fib(k)}
(Abschw) (Zuw)
{Inn#k}t=g; {f +t =fib(k+1)Af = fib(k)} {f+t =fibk+)Af =fib(k)}og=f, {f +t =fib(k+1)Ag=fib(k)}

(Seq)

{IAn#kyt=gig=f,  {f +t = fib(k + 1) Ag = fib(k)}
Partielle Korrektheit dewhile -Schleife,Fyynjje :
F,
{I}while (n !'= k ){t=g; g=f; f=f+t; k=k+1;} {INn=k}

(Iterationyarien)



1.2 Nachweidfalse-Zweig

Ffalse:
F;
0}k=1; g=0; f=1; {k=1Ag=0Af =1} (Abschw) Fuwhi
{n> ; g=0; f=1; =1Ag= ~ U (Abschw) _ while (Abschw)
{n > 0} k=1; g=0; f=1; {I} {I}while (n != k) {t=g; g=f; f=f+t; k=k+1;} {f = fib(n)} Seq)
{n > 0}k=1; g=0; f=1; while (n != k) {t=g; g=f; f=f+t; k=k+1;} {f =fib(n)} (Seq
(Abschw)
{true An > 0} k=1; g=0; f=1; while (n != k) t=g; g=f; f=f+t; k=k+1;} {f = fib(n)}
Fs:
1=1}k=1; (k=1 (2uw) k=1A0=0}g=0; {k=1Ag=0 (2uw)
=1kl tk=1 (Abschw) tk= =03g=0; k=110 =0} (Abschw) (Zuw)
{true}k=1; {k =1} {k=1}g=0; {k=1A9g =0} {k=1Ag=0A1=1}f=1;, {k=1Ag=0Af =1}
(Seq) (Abschw)
{true} k=1; g=0; {k=1Ag=0} {k=1Ag=0}f=1;, {k=1Ag=0Af =1} (Seq)

{true}k=1; g=0; f=1;, {k=1Ag=0Af =1}

1.3 Nachweistrue-Zweig

Ftrue:

(Zuw)
(Abschw)
(Abschw)
(Abschw)

{n<0A0=0}f=0; {f =0AN <0}
{n <0}f=0; {f =0AN<O0}
{n <0}f=0; {f = fib(n)}
{true An <0}f=0; {f = fib(n)}

1.4 Nachweis partielle Korrektheit

. . OFf"‘lse - (Block)
true (Blocky _Lruern >0t Y i = A
{true An < 0}{F=0; } {f — fib(n)} (true A ~(n < 0)}{ ...} {f = fib(n)}

(Falluntersch)
{true}if (n <= 0) ...else ... {f = fib(n)}



1.5 Anderungen fiir totale Korrektheit

Da totale Korrektheit fir Schleifen eine andere Regel benétigt, &ndert sich hier Eygigt . Wir setzert = n-k :

F Abst:
(Zuw) (Zuw)

{h—k=z}t=g; {n—k=2z} {n—k==z}g=f; {n—k==z}
(Seq) (Zuw) (Zuw)
{n—k =z}t=g;g=f;, {n—-—k =2z} {n—k =z}f=f+t; {n—-k=2z} Seq) {n—(k+1) =z — 1} k=k+1; {n-k =z-1} (Abs.)
{n —k = z} t=g;g=f;f=f+t; {n—k ==z} (Seq {n —k =z} k=k+1; {n-k =2z-1} s '

{n-k =z}t=g; g=f; f=f+t; k=k+1; {n-k =2-1} (Seq)
(Abschw)
{INn#KkAn-k =z}t=g; g=f, f=f+t; k=k+1; {n-k <z}

Problem:I = n-k > 0 gilt nicht! Also wird die Invariante verstarkt:

1

f =fib(k)Ag=fib(k—1)Ak <n
Jetzt gilt/ = n-k > 0. Fy, F; undF¢, 6 berechnen sich analog (zu beachten ist, daf? nun die Vorbedimggnky wichtig wird!). Das neudypjje :

Fl FAbst
{I}while (n != k ){t=g; g=f; f=f+t; k=k+1;} {INn=Fk}

(Iterationotay)

2 Ein informeller Beweis

Schon aus Platzgriinden ist ein formaler Beweis extrem unubersichtlich. Wir geben den obrigen Beweis in einem informelleren Schema wieder, das jedoch exakt die
gleichen Beweisschritte enthalt.

2.1 Partielle Korrektheit

Betrachten wir den Aufbau des Programmestiicks: ,Aussen ist eine Fallunterscheidungueetweig ist einfach. Fir defalse-Zweig brauchen wir die Sequenzregel
und die Iterations-Regel fur dasile -Konstrukt. Innerhalb deshile -Konstrukt brauchen wir nur die Sequenzregel. (Und naturlich immer die Zuweisungsregel.)

Beginnen wir also mit der Schleife. Die Invariante= f = fib(k) A g = fib(k — 1) erhalten wir durch Beobachtung des Effekts der Schleife (und mit Wissen tber
die Definition der Fibonacci-Zahlen). Ausserdem soll die Invariante uns ,nutzlich” sein, d.h. wir schauen schon auf den Gesamtbeweis und versuchen die Invariante so zu
wahlen, da am Ende= fib(n) herauskommt (formell versuchen wir, d&B n = k = f = fib(n) gilt, und wir damit die Abschwéchungsregel anwenden kdnnen).
Wir kénnen hier auch raten: Eine ungiiltige Invariante kann spater nicht als korrekt bewiesen werden. Mittels der Zuweisungsregel wenden wir nun die Anweisungen des
Schleifenrumpfes auf die Invariante an - von hinten nach vorne:



{f =fib(k) Ag = fib(k — 1)}
k=k+1;
{f =fislk+1)Ag=fib(k+1-1)} (%)
f=f+t;
{f+t =fib(k +1)Ag=fib(k +1—-1)}
g=f;
{f+t =fib(k +1)Af =fib(k +1—-1)}
t=g;
{f+tg =fib(k+ ) Af =fib(k+1—-1)}

Man beachte, daf® wir in m{tx) bezeichneten Zeile die offensichtliche Transformation 1 — 1 — Kk nicht anwenden, da wir hier nur die Zuweisungsregel und die
Sequenzenregel verwenden, und diese beinhalten keine ,Rechnerei*! Erst jetzt ,rechnen” wir, und erhalten:

{f+g =fib(k + D) Af =fib(k +1—-1)}
& {fib(k) +g=fib(k + 1) Af = fib(k)}
& {g=fib(k +1) - fib(k) Af = fib(k)}
& g =fib(k —1) AT = fib(k)}
Damit ist gezeigt, dafd dié tatséchlich invariant bzgl. deshile -Blocks ist. Im formellen Beweis heisst das nun hergeleitete Hoare-TFipeMit der Abschwa-

chungsregel, die uns immer hilft, wenn wir ,rechnen“ wollen, kdnnen wir jetzt auchmgélk in die Vorbedingung schreiben, und kénnen nun die partielle Iterationsregel
anwenden, un\ypjle zu erhalten:

{f =fib(k)Ag=fib(k —1)}while (...)... {f =fib(k)Ang=fib(k—1)Ak=n}
Nun missen wir per Sequenz- und Zuweisungsregel noch den ,InitialisierungsteftildesZzweiges bearbeiten. Da wir als Nachbedingung die Invariante erreichen
mussen, gehen wir wieder, ausgehend von der Invariante, nach vorne:

{f =sib(k) g = fib(k —1)}

f=1,

{1 = fib(k) Ag = fib(k — 1)}
g=0;

{1=fib(k) NO = fib(k — 1)}
k=1;

{1=/fib(1)ANO0=fib(1-1)}



Ein kurzer Blick in die Definition der Fibonacci-Zahlen genligt um zu sehen, da{¥das} ergibt.
Da wir am Ende auf = fib(n) kommen wollen, nehmen wir dies als Nachbedingungedgs-Zweiges. Mit Blockregel und Abschwéchung kénnen wir aus dem
bereits bewiesenen Tripétrue} ... {I} das Tripel

{n>01{...} {f = fib(n)}
erhalten, und das ist genau das, was wir brauchen.

Wenden wir uns nun dertrue-Zweig zu. Wir wollen auf die gleiche Nachbedingung kommen, aber das funktioniert nur, wenn wir wissen,<dargilt. Also
rechnen wir mit dieser Nachbedingung los:

{f =0AnNn <0}
f=0;
{0=0AnNn<0}

Und daraus lasst sich sehr einfach das Hoare-Tripel
{n <0}=0; {f =fib(n)}

mit der Abschwachungsregel gewinnen. Damit haben wir zusammen, was wir fir die Fallunterscheidungsregel brauchen. Mit etwas Abschwachung, damit der Syntax
passt, erhalten wir die beiden Tripel
{trueA—=(n <0)}{ ...} {f =fib(n)} {true An <0}f=0; {f = fib(n)}

und kénnen nun die Fallunterscheidungsregel anwenden, wobei (und daher noch einmal die obrige Umformung) wir nicht im geringsten rechnen miissen:
{true}if (n <= 0)...else ... {f = fib(n)}

Und damit ist die partielle Korrektheit gezeigt.

2.2 Totale Korrektheit

Fir totale Korrektheit &ndert sich nur die Iterationsregel. Hier jedoch gibt es ein Problem: Um die totale Iterationsregel anwenden zu diirfes; nmik > 0 gelten,
und das ist momentan naturlich nicht der Fall. Zwarisine Invariante, aber sie ist zu schwach, um diese Implikation zu ermdglichen. Also mul3 die Invariante verstarkt
werden (durch Hinzunahme weiterer ,Fakten” Giber die Schleife):

I'=f =fib(k)yAg=fib(k —1)Ak <n

Daraus folgt nun zwaf — n-k > 0, aber wir miissen natirlich noch zeigen, dal3 dieses starkere Konstrukt tatséchlich eine Invariante ist.



Wir gehen also noch einmal den Nachweis der Invaridhtiurch:

{f =fib(k)Ag = fib(k — 1) Ak <n}

k=k+1;

{f =fibk+1)Ag=fib(k+1—-1)Ak+1<n}
f=f+t;

{f+t =fibk+1)Ag=fib(k+1-1)Ak+1<n}
g=f;

{f+tt =fib(k+1)Af =fib(k+1—-1)Ak+1<n}
t=g;

{f+g = fib(k + 1) AT = fib(k + 1 — 1) Ak +1<n}

Glucklicherweise fordern die Iterationsregeln nur, dal3 die Invariante unter der Bedingung, daf die Schleifenbedingung wahr ist, gilt, und damit kénnen wir weiterma-
chen:

{f+g = fib(k + ) Af =fib(k +1—-1) Ak +1<n}
& {f+g =fib(k + 1) Af =fib(k +1—1) Ak <n}
& {f+tg =fib(k + )Af =fib(k +1—1)Ak <nAn#£Kk}
= {g=fiblk —1)Af =fib(k) Ak <nAn#k}

Nun missen wir noch den Rest diadse-Zweiges Uberprifen, ob wir die verstarkte Vorbedingungwitée -Blocks zusichern kénnen. Wir rechnen also noch einmal
die Initialisierung durch:

{f =fib(k) Ag = fib(k —1) Ak <n}

f=1;
{1=fib(k)Ang=fib(k —1)Ak <n}
9=0;
{1=fib(k)AO=fib(k —1)Ak <n}
k=1,

1=fib(1) A0 =fib(1—1)Al<n}

Und wenn wir diese Vorbedingung 4 = fib(1) A0 = fib(1 — 1) An > 0} umschreiben, kdnnen wir die Fallunterscheidungsregel wie oben schon verwenden - wobei
hier wichtig ist, daf > 0 zugesichert wird.

Wir haben also gezeigt, ddReine Invariante der Schleife ist und dalz= n-k > 0 gilt. Nun missen wir noch nachweisen, daR beijedem Schleifendurchlauf
kleiner wird. Dazu mussen wir feststellen, daR bei jedem Schleifendurchlauf um exakt 1 abnimmt.



{n-k =2z-1}

k=k+1;
{n-(k+1) =2z-1}
f=f+t;
{n-(k+1) =2z-1}
g=f;
{n-(k+1) =z-1}
t=g;

{n-(k+1) =z-1}
Und dies rechnen wir um z{n-k = z} und kdnnen nun das Hoare-Tripel
{INn#kAnk =z} ...{nk =z-1}

herleiten und zu
{INn#kAnk =z} ... {nk <z}

abschwéachen, und damit die (Iteratiq)-Regel anwenden. Diese wird genauso wie die partielle Iterationsregel in den Gesamtbeweis eingebaut, und die totale Korrektheit
ist gezeigt.



