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Teil |
Systementwicklung und Formale Spezifikationen

Ziele

e Phasenmodell der Systementwicklung und die Rolle von Validierung und Verifikation verstehen
e (Technische) Probleme bei der Systementwicklung aufzeigen

e HistorischeUbersichtiiber formale Methoden zur Systementwicklung geben.

1 Einfdhrung

Thema dieser Vorlesung sind Grundlagen der Entwicklung von sicherheitskritischen Softwaresystemen
und von technischen Systemen mit einem hohen Anteil an Software. Bei solchen Systemen ist es wichtig,
dass die eingesetzte Software von hoher Qatafit und nadglichst fehlerfrei arbeitet. Dies kann nur durch

den systematischen Einsatz rigoroser uriyhichst formaler Methoden erreicht werden, da nur mit auf
mathematisch @izisen Notationen basierenden Beschreibungen von Anforderungen unarent®ro-
gramme als fehlerfrei nachgewiesen werdénrnen. Wir werden uns in dieser Vorlesung auf die grund-
legenden formalen Methoden und Techniken konzentrieren, die heute die Badis Beschreibung

und Untersuchung von Datenstrukturen, zustandsbasierten Systemen und dynamischen reaktiven Syste-
men sind. Mehr pragmatische Aspekte der Software-Entwicklung werden in der parallel stattfindenen
Vorlesungiiber Objekt-Orientierte Software-Entwicklung untersucht. In der Vorlesung Formale Objekt-
Orientierte Software-Entwicklung wird gezeigt, wie die formalen Techniken dieser Vorlesung mit prag-
matischen Engineering-Techniken wie UML integriert werdénren. Diese pragmatischen Techniken
werden gébt und vertieft im Software-Engineering-Praktikum. Eine weitergehende Untersuchung des
dynamischen Verhaltens von Systemen bietet die Vorlesung Temporale Logik, die durch ein Praktikum
uber Modelchecking eémnzt wird.

Beispiel 1: Bedeutung korrekter Software

e Am 22. Juli 1962 wurde eine &gerrakete mit dem unbemannten Raumschiff Mariner | 290 Se-
kunden nach dem Start zavgt Der Verlust betrug 18—20 Millionen US-Dollar. Das Programm im
Bodencomputer &tte folgendes Fragment enthalten sollen:

if notin radar contact with the rocket
then
do not correct its flight path

Aus Versehen war dagot* vergessen worden, deshalb konnte der Bordcomputer die Flugbahn
der Rakete nicht mehr korrigieren. Sie kam ins Trudeln und mussteaenstrden, bevor sie
Menschen gefhrdete. Das Programm war vorher getestet und in vier Mondraketen ohne Fehler
benutzt worden. Der Vorsitzende des Untersuchungsausschusses,iegterar verantwortlich?*

Er erhielt folgende Antwort,Das Programm war in 300 Tedtlfen erprobt werden. Es ist nicht
moglich, die Arbeit jedes Programmierers nadifpn zu lassen!*

e Ahnliche Softwarefehlerifhrten im Fithjahr 1996 zur Zerétung der Tagerrakete Ariane 5, die
Satelliten im Wert von mehr als 1 Milliarde Dollar an Bord hatten.
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¢ Die deutschdelekom verlor sehr viel Geld bei der Eitghrung neuer Telefontarife am 1. Januar
1996. Das Programm hatte den ersten Janidt als Feiertag, sondern als Werktag gerechnet.
Nach Kundenprotesten gab die Telekom jedem Kunden eine Gutschrift.

e DerWindows-Taschenrechner(Version 3.1-8.3) wies lange Zeit folgenden Fehler auf:

2.01
—2.00
0.00

e Bei Therac 25, einem Strahlengérzur Krebsbehandlungiifirte fehlerhafte Programmierung zu
Verbrennungen und Todédlen bei Patienten. |

System Engineering besatigt sich mit Techniken der Systementwicklung von der ersten informellen
Beschreibung eines Problems bis hin zu seiriung als Programm. Der Begriff Software Engineering
wurde in den Jahren 1967-1968 giagir, als sich herausstellte, dass zur Konstruktion qualitativ guter Pro-
gramme systematische Techniken eingesetzt werdessem. Heute spricht man allgemeiner von System
Engineering, da im Allgemeinen nicht nur die Software, sondern das gesamte System einschlief3lich
seiner technischen und menschlichen Aktoren und seiner Arbéitdalblind -prozesse hgksichtigt
werden niissen.

Eine der filheren Forderungen des Software Engineering war es, den gesamten Programmentwurfspro-
zess mit formalen Methoden durchiabfen oder zumindest zu untdrsten. Dazu gebrt die formale
Spezifikation von Programmen und ihre Verifikation bglich dieser Spezifikationen. Zumindest die si-
cherheitskritischen Teile eines Programmes sollten so verifiziert sein, dass solche Katastrophen wie die
oben genannten nicht auftretedrinen.

1.1 Der Software-Lebenszyklus

Kommerzielle Programme werden in Teams von mehreren Programmierern erstellt. Es igbhatht
dass eine Person am gesamten Entwicklungsprozess teilnimmt. Deswégsennviethoden gefunden
werden, um Aufgaben zu koordinieren und zu unterteilen.

Aus diesem Grunde unterteilt man den System-Entwicklungsprozess in Phasen wie in Abbildung

Die einzelnen Begriffe des Diagramms lassen sich folgendermal3en kurz charakterisieren:

Anforderungsanalyse und -spezifikation. Erstellung eines Dokuments, das eine Beschreibungnth
wasdas System tun soll, aber nichtie es das tun soll.

Systementwurf und -spezifikation. Spezifikation der Architektur des Systems und der Aufgaben seiner
Komponenten.

Detaillierter Entwurf. Verfeinerung des Entwurfs bis zum einem Detaillierungsgrad, der esggioht,
den Code zu erstellen.

Implementierung. Codierung der Komponenten des Entwurfs in einer konkreten Programmierspache.
Integration. Zusammeriihrung der einzelnen Systemkomponenten zum Gesamtsystem.

Wartung. Fehlerkorrektur undinderung des fertigen Systemékrend des Praxiseinsatzes.
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Anforderungsanalyse
und -spezifikation
Systementwurf und
-spezifikation
Detalillierter -~
Entwurf

Validation /

Verifikation _\" Implementierung ~ ]
Integration -—
Wartung

Abbildung 1: System-Entwicklungsprozess

Validierung. Prifung, ob ein Produkt die Benutzeranforderungeiilirf(,Bauen wir das richtige Pro-
dukt?*)

Verifikation. Prifung, ob jede Phase der System-Entwicklung die Intentionen der vorhergehenden Pha-
se erfillt. (,Bauen wir das Produkt richtig?*)

Testen. Prozess des Auhrens eines vollandigen Systems zlitberpiifung, dass es die Anforderun-
gen erfillt; Teil der Validierung.

Das Testen erfolgtdufig erst sehr g im Entwicklungsprozess, da eine Implementierungidaf
vorliegen muss. Ein Ziel formaler Methoden ist es, Validierung auchiindren Phasen der Ent-
wicklung durchfihren zu Bnnen. Techniken dazu sind etwa: Simulation, Prototyping, Symboli-
sche Ausfihrung, statische und dynamische Analyse.

Die Vorlesung besdiftigt sich vor allem mit Anforderungs- und Entwurfsspezifikation! Eine de-
tailliertere Behandlung der pragmatischen Konzepte der Software-Entwicklung findet sich in der
Vorlesung,Objekt-Orientierte Software-Entwicklung®.

Beispiel 2: Analogie zum Bau einer Autobahritoke

¢ Anforderungsanalyse:
— GrolRe, lange, Hhe,
— Kapazitt,
— Bodenbeschaffenheit,

— Anforderungsspezifikation: Technisches Dokument.

e Systemspezifikation:
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— Entwurf der Struktur der Brcke,

— bei einfacheren ésungen unter Benutzung von Standard-Komponenten (zur Kosten- und
Zeiteinsparung).

e Wartung:

— kleine Entwurfs- und Baufehler werderalwend der Benutzung beseitigt,

— bei gBlReren Problemen: z.B. Neukonstruktion deiidke, oder wie lrzlich in London die
Sperrung einer neuen Bcke. <

Beispiel 3: Kosten von Software im Lebenszyklus

Wahrend Hardware immer billiger wird, nehmen die KosténSoftware zu. Wir unterscheiden zwei
Arten von Kosten:

a) Kosten der Software-Konstruktion,

b) Kosten der Wartung sowohiif Fehlerkorrektur als auchnderung der Anforderungen.

Die Kosten von a) betragen 20% oder weniger, die Kosten der Wartung b) mindestens 80%.

Kosten 4 Gesamte EDV-Ausgaben

Wartung

Neue Entwicklungen
Neue Anwendungen

Jahre

Wiederverwendbarkeit

Vorteile:

spart Zeit und Kosten,
weniger fehlerarillig,
langer verwendete Software ist robuster,

o Wiederverwendbarkeit auf allen Ebenen insbesondere von Spezifikationen.
Probleme:

e ,notinvented here" Syndrom, d.h. man traut der fremden Software nicht,

e Wiederverwendung ist schwierig, wenn der Code an das neue Problem angepasst werden
muss,

¢ die Entwicklung generischer Software ist aufwendig.

In den letzten Jahren hat sich die Verwendung von Programmbibliotheken (API) durchgesetzt, durch
bessere Notationen (z.B. Java beans) nimmt auch der Einsatz von Komponenten zu.
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1.2 Probleme bei der System-Entwicklung

Entwicklungsschritt Notation

Anforderungsspezifikation in natirlicher Sprache mit Bildern und Tabellen

Entwurfsspezifikation in graphischer Notation und in naticher Sprache; formale Speg.
bei sicherheitskritischen Systemen

Detaillierte Spezifikation | in Programmnotation vermischt mit rialicher Sprache
Implementierung in Programmiersprache

Tabelle 1: typischer Entwicklungsprozess

1. Natirliche Sprache ist nicht pzise genug, zu viele Details

2. Zu viele verschiedene Notationergufig in jeder Phase andere Notation. Fehler treten insbeson-
dere auf an den Schnittstellen zwischen den Phasen.

3. Fehler in der Anforderungsdefinition oder im Entwurf sind meist schwerer zu beheben und damit
teuerer als Fehler in gperen Phasen.

Kosten pro
Fehler A
I I I = Phasen
Anforderung Entwurf Implementierung
Beispiel 4:

Mangel an Prazision.

¢ ,Die Schnittstelle zum System, das von Radaroperatoren benutzt wird, soll benutzerfreund-
lich sein. Die virtuelle Schnittstelle soll auf wenigen einfachen allgemeinen Konzepten beru-
hen, die eine klare Benutzé@trung bieten und klar zu verstehen sind.”

¢ ,Die \Woltzahl der Lampe ist immer eine ganze Zahl zwischen 3 und 6 Volt.*
Heif3t dies, Voltzahl > 3 und Voltzahl< 6" oder, Voltzahl > 3 und Voltzahl< 6*?
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Unerfillbarkeit. ,Der Wasserstand der letzten drei Monate soll auf eineagnetischen Bangespei-
chert werden." (dies kann ein Teil der Hardwareanforderungen eindmitigen Systen sein)
und der SatzDas Kommand@RINT_LEVEL druckt den durchschnittlichen Wasserstainddinen
spezifizierten Tag der letzten drei Monate aus. Die Antwortzeit soll nictgdr alsirei Sekunden
sein.”

Unvollstandigkeit. ,Das System soll die ghdlichen Temperatureilberwachen, die von Sensoren an
den laufenden Reaktoren gemessen werden. Diese Werte dnlldiefletzten drei Monate ge-
speichert werden. Die Funktion des KommanduBRAGE ist es, auf einer Benutzerkonsole die
durchschnittliche Temperatur eines Reaktdirseinen spezifizierten Tag anzuzeigen.”

Was wird angezeigt, wenn um 14 Uhr das Mittel der heutigen Temperatur verlangteniod:
oder Mittel der Temperatur bis 14 Uhr?

Zweideutigkeit. ,Das Operatorkennzeichen besteht aus dem Operatornamen und seinem Passwort; das
Passwort besteht aus sechs Ziffern. Es soll auf der Sicherheitskonsole angezeigt werden und in
der Logindatei gespeichert werden, wenn ein Operator sich einloggt. Wenn ein Fehler bei einer
Reaktoilberlastung entdeckt wird, soll der Fehlerbildschirm 1 auf der Masterkonsole angezeigt
werden und der Fehlerbildschirm 2 soll auf der Verbindungskonsole angezeigt werden mit einer
blinkenden Kopfzeile."

Bezieht sich,es* auf Passwort oder Operatornamen? Sollen beide Konsolen blinkende Kopfzeilen
haben? <

1.3 Formale Methoden in der Informatik

Der Begriff ,Formale Methoden” bezeichnet die Verwendung von mathematischen Notationen wie Lo-
gik, Algebra und Mengenlehre zur Beschreibung von Anforderungs- und Entwurfsspezifikationen zu-
sammen mit Validierungs- und Verifikationstechniken basierend auf Mathematik. Geschichtlich:

ab ca. 1960: formale Sprachen und Automaten
Untersuchung der Syntax von formalen Sprachen. Operationelles Verhalten von Programmen:
Chomsky-Hierarchie, endliche Automaten, regel Ausdiicke und Turing-Maschinen.

1970: Semantik von Programmiersprachen (Scott, Strachey)
Zuordnung einer Bedeutung zur Syntax durch Abbildung auf bekannte mathematische Strukturen:
Semantik ded-Kalkils, denotationelle Semantik.

1969-1975:Beweise von Programmen, ZusicherungskbdkDijkstra, Hoare, Floyd)
Zusammenhang von Programmen mit logischen Eigenschaften vor und nach d@nmraogfdes
Programmes.

ab ca. 1975: Formale Spezifikation (Guttag, ADJ)

abstrakte Beschreibung von Programmen/Problemeigenschaften durch Axjalgeb(aische
bzw. axiomatische Spezifikation"), bzw. basierend auf Modellen und Mengenlghaléllori-
entierte Spezifikation®).
ab ca. 1970: Formale Programmentwicklung (CIP, Burstall/Darlington, Hoare)
Studium der Beziehungen zwischen Abstraktionsebenen der Beschreibung, Programmtransforma-
tionen, Wechsel der Datenstruktur.

ab ca.1980: Einsatz temporaler Logik zur Beschreibung des dynamischen Verhaltens von Systemen.
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ab ca.1990: Integration pragmatischer graphischer Notationen mit formalen Techniken, semantische
Fundierung graphischer Notationen, neue Analysetechniken.

ab ca.1995: grol3e Erfolge der Temporallogik durch Einsatz von Modelchecking (endlicher Automaten)
zur Verifikation/Falsifizierung von Sicherheits- und Lebendigkeitseigenschaften von Kontrollsy-
stemen.

Bei Spezifikationen unterscheidet man vor allem modellorientierte Spezifikationen (auch als zustands-
orientierte Spezifikationen bezeichnet) und eigenschaftsorientierte, insbesondere algebraische Spezifika-
tionen. Zur Beschreibung dynamischer Systemeétghman noch zuszliche Ausrucksidglichkeiten,

die durch temporale Logik bereitgestellt werden. Von den modellorientierten Methoden kennt und ver-
wendet man heute vor allem VDM [Jones 90], B und Z. Bei den algebraischeitz&mshandelt es sich

um Larch, LOTOS, Maude und eine neue Sprache CASL.Bei den temporallogisch&étzémserwen-

det man u.a. LTL, CTL, TLA. Die Formalismen CASL, Z und TLA werden in dieser Vorlesung noch
detaillierter behandelt weden.

Modell-orientierte Spezifikationen zielen auf die Beschreibung imperativer Konzepte durch Zusiche-
rungen der Form

{®} P {¥}

Beispiel 5: Z.B. ist die Zusicherung
{n>0}s:=n; Q{s=fac(n)}

eine Spezifikation eines Programms Q, das die Fatsilinktion berechnet. In dieser Spezifikation ist
s eine Programmvariabley eine ,mathematische” odeflogische" Variable, deren Wert anrend der
Ausfuhrung vonQ nicht veiandert werden darfac bezeichnet die Fakutsfunktion, deren Bedeutung
»bekannt' ist. Beachten Sie, dass die Spezifikation (bewusst) urardistist, daQ nur auf nichtnegative
Werte angewendet werden soll. |

Axiomatische Spezifikationen zielen auf das funktionale Verhalten von Rechenstrukturen. Eine Da-
tenstruktur wird beschrieben durch ihre Schnittstelle oder Signatur, d.h. durch Angabe (der Namen) der
involvierten Datentypen und ihrer charakteristischen Operationen sowie der Angabe der charakteristi-
schen Eigenschaften durch (Gleichungs-) Axiome.

Beispiel 6: Die Rechenstruktur der Keller ist gegeben durch Nanierén Datentyp Stack der Keller
und den Datentyp Data der Kellerelemente. Charakteristische Funktionen sind

empty : Stack

push : Datax Stack— Stack
top : Stack— Data

pop : Stack— Stack

Charakteristische Eigenschaften sind

top(pushd,s)) =d
pop(pushd,s)) =s
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Eine imperative Version der Kellerstruktur eathdie folgenderiProzeduren

New(s) weist der Variablers den leeren Keller zu,

Push(s,n) fugt das Symbaoh zum Keller hinzu,

Pop(s) entfernt das oberste Kellersymbol,

Top(s,m) weist den obersten Eintrag des Kellsider Variablerm zu,

Isempty(s,b) weist der Variabletto den Werttrue zu, fallssleer ist, andernfalls e#it b den Wertfalse

Im modell-orientierten Ansatz legt man eine Struktur zur Realisierung von Kellern fest, z.B. endliche
Sequenzen. Eine Spezifikation kann dann folgendermalRen gegeben werden:

{true} New(s) {s=¢}
{s=tAm=n} Pushlsm) {s=congt,n)}

{s=congt,n)} Pops {s=t}
{s=congt,n)} Top(s;m) {m=n}

Hier bezeichnet die leere Sequenz, coftsn) das Anfangen vom ant. Wie vorher isseine Programm-
variable, ebensm; dagegen sint nlogische Variablen, die im Programm nicht vorkommen und deshalb
durch Ausfihrung des Programms nicht é@dert werden é&nnen. Neuere Spezifikationstechniken wie
RAISE und auch Larch verwenden anstelle der konkreten Sequenzenstruktur axiomatisch definierte Da-
tentypen (wie die obige Spezifikation von Kellern) und integrieren so den modellorientierten Ansatz mit
dem axiomatischen. <

Der Einsatz formaler Methoderahgt essentiell vom Vorhandensein geeigneter Uritenstgswerkzeu-

ge ab. Ziel ist es, automatische Beweissysteme bereitzustellen. Diese sind aber nur erfolgreich bei sehr
kleinen Programmen bzw. bei eingesitikten Formalismen wie endlichen Automaten. Andererseits ist

das manuelle Beweisen fehleratiiy und komplex.

Daher konzentriert sich die Entwicklung von Werkzeugen auf halbautomatische Beweissysteme und
Beweischecker.

Das Ziel ist heute die Integration formaler Methoden mit informellen Methoden. Formale Methoden
sollen mit ihren Analyse- und Validierungstechniken vor allem helfen, Fehler in daerirPhasen der
Software-Entwicklung zu vermeiden.

Was lonnen formale Methoden? Im folgenden sind einige Vorurteile gdgemformalen Methoden
aufgelistet.

1. Formale Methoden machen Tesidmerflissig.

Falsch: DetUbergang,reale Welt — System* bzwinformelle Beschreibung — formale Beschrei-
bung" kann nicht bewiesen, sondern nur getestet werden; AkzeptarigtBstfutzer; im Entwick-
lungsprozess Rfung auf Fehler.

2. Formale Methoden eliminieren Notwendigkeit indicher Sprachen.

Falsch: Die Anforderungsanalyse startet immer inirether Sprache, erweitert um Fachaus-
driicke der Anwendung. Die natiche Sprache ist Kommentailrf Spezifikationen (und erste
Erklarung, zur Karung von Details verwendet man die formale Spezifikation).
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1.4 Zusammenfassung M. Wirsing, S. Merz
System Entwickler Bemerkungen
LCF R. Milner Logic for Computable Functions
PVS John Rushby, N. Shankar (SRI) Interaktiver Beweiserifr Logik
hoherer Ordnung, seit 1980
Isabelle L. Paulson, T. Nipkow Weiterentwicklung von LCH
Cambridge, seit 1985
Larch DEC Palo Alto / MIT Guttag,| seit 1989
Horning
NUPRL Constable, Cornell U. Weiterentwicklung von LCF
seit 1986
Modelchecker| verschiedene Systeme zum Beea. seit 1990
weis von Eigenschaften endlj-
cher Automaten (auch bei Echt-
zeit)

Tabelle 2: Beispieleifr beweisuntergtzende Systeme

3. Ein Doktortitel ist notwendig, um formale Methoden zu verstehen.

1.4

Falsch: Es ist notwendig, den Status Quo zu kritisieren und Ideale voranzustellen, nach dem Motto:
»ldeale von heute sind die Praxis von morgen“ (z.B. formale Sprach€&wompiler, endliche Au-
tomaten + Temporale Logik- Model Checker). Formale Spezifikation ist eine formale Notation
wie jede Programmiersprache.

Zusammenfassung

Systementwicklung kann in Phasen eingeteilt werden, beginnend mit der Anforderungsbeschrei-
bung und endend mit der Wartung. In allen Phaserotighman Validierung und Verifikation zur
Uberpiifung der Resultate.

Mangel an Pazision, Unvollsindigkeit und Zweideutigkeit sinddlafige Fehlerquellen, die durch
formale (rmbglichst automatische) Analysen besser entdeckt werdendan.

e Grundlegende formale Techniken sind

— axiomatische Spezifikationen zur Beschreibung von Daten und des funktionalen Verhaltens,
— modell-orientierte Spezifikationen zur Beschreibung von zustandsbasiertem Verhalten,

— temporal-logische Spezifikationen zur Beschreibung von dynamischem und reaktivem Ver-
halten.

Literaturhinweise

E. Astesiano, H.-J. Kreowski, B. Krieg-Bekner (Hrsg.)Algebraic Foundation of Systems Speci-
fication Berlin, Springer, 1999.

CASL: Common language for formal specification of functional requirements and modular soft-
ware designhttp://www.brics.dk/Projects/CoFI/, 2000.
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lamport/tla/tla.html.

J. Loeckx, H. Ehrich, M. Wolf Specification of Abstract Data Typa#iley & Teubner, 1996.

Z. Manna, A. PnueliThe Temporal Logic of Reactive and Concurrent Systems—Specification
Springer-Verlag, New York, 1992.

C. Morgan:Programming from SpecificationBrentice Hall, 3. Auflage, 1998.
H. PartschSpecification and Transformation of Progran$pringer-Verlag, 1990.

M. Wirsing: Algebraic Specificatianin: J. van Leeuwen (Hrsg.): Handbook of Theoretical Com-
puter Science, North-Holland, Amsterdam, 1990, 675-788.

The Z Notation. http://archive.comlab.ox.ac.uk/z.html
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Teil ll

Datenorientierte Systementwicklung

Historisch:

1975 Guttag, Einsatz von Gleichungsspezifikationen in der Programmierung;

ADJ (Goguen, Thatcher, Wagner, Wright), erste formale Fundierung, sogenannte initiale Seman-
tik;

1976 Gimona, Giarratana, Montanari, Wand: terminale Semantik;

1978 CIP-Gruppe (Bauer, Broy, Dosch, Partsch, Pepper, Wirsing): lose Semantik aller termerzeugten
Modelle

2 Signaturen zur Schnittstellenbeschreibung

Ziele

e (die Syntax von) Schnittstellen durch Signaturen beschreiben lernen

¢ die Konstruktion der Terme einer Signatur verstehen

Zur Angabe der Schnittstelle eines Systemsdtighman die Angabe der

e Namen der nach auf3en sichtbaren Datentyp®ar{en”,, Typen*)
e Namen und Typ der nach auf3en sichtbaren Funktioffeimktionssymbole®)

e Namen und Typ der nach aul3en sichtbaren Relatigriradikatensymbole™)

Man nennt dies eine Signatur — vgl. auch Schnittstellendefinitionen in Programmiersprachen wie Java
oder Modula-2.

Definition 1 Eine (algebraischepignatur ist ein Tripel(S F, P) mit

S: eine Menge von Sorten, d.h Namén€engen,
F . eine 3 x S-sortierte Familie von Funktionssymbolen, wobei

e (S1,...S) € S den Definitionsbereich,

e s& Sden Wertebereich der Funktionen augF s s bezeichnen, und

P : eine S-sortierte Familie von Padikatensymbolen.
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Bemerkung:

gooey

figgx...xsy—S

und bezeichnen damit eine totale Funktion.
In CASL hat man zuitzlich eine Notationiir partielle Funktionen:

fisgx...sh —?s
bezeichnet eine (dyglicherweise) partielle Funktion.

2. Wenn sich die Parametertypen zweier Funktions- odadiRatensymbole an mindestens einer
Stelle unterscheiden, ist nach obiger Definition Overloadiglioh. Overloading bedeutet, dass
der gleiche Namelifr unterschiedliche Funktionen verwendet wird, z.B.

+ : Natx Nat— Nate F((Nat,Nat),Nélt}
+ : Vectorx Vector— Vector e Fvectorvectop, Vecton

Im Folgenden sctinken wir unsifr die theoretischeblberlegungen auf totale Funktionen eiir;, f
die praktischen Beispiele lassen wir auch partielle Funktionen zu.

Beispiel 7: Boolesche Werte

sigBOOLO =
sorts Bool
ops true: Bool;
false : Bool;
not_ : Bool — Bool;

_and_, _or_, _implies_: Bool x Bool — Bool
end

beschreibt die Signatur mit den folgenden Komponenten:

S={Bool}

F(e,Boo) = {true, false}

F ((Bool).Bool) = {NOt}

F ((Bool,Bool),Bool) = {@nd or,implies}

Beispiel 8: Natirliche Zahlen

SigNATO =
sorts Nat
ops  zero: Nat;

succ_ : Nat— Nat
end
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Beispiel 9: Mengen

SigSETO =
sorts Set, Elem
ops empty: Set; %%aquivalent zu empty:— Set%
{-} : Elem— Set
_U_: Setx Set— Set

preds _ € _:Elemx Set
end

Terme

Aus den Elementen einer Signatukonnen (korrekt typisierte) Austicke gebildet werden, sogenann-
te Z-Terme. Solche Terme werden aus freien Variablen und den Funktionssymbolenatdggebaut.
Genauer:

Definition 2 (induktive Definition von Termen)

1. Seienz = (S,F,P) und die Familie X= (Xs)scs von Identifikatoren gegeben. Dann is=TX)s
(fur alle se S) definiert als die kleinste Menge, welche die folgenden Eigenschafiiit erf

(i) Furalle xe Xsistxe T(Z,X)s, d.h. jede Variable ist ei-Term.
(ii) IstfeFpg ,soistfe T(Z,X)s, d.h. fist Konstante und somit ist jede KostanteZiferm.
(i) IstfeFs, sheundt e T(Z,X)g(i=1,...,n),s0istf(ty,...,tn) € T(Z,X)s

2. Z-Terme ohne Elemente von X heiff8rundtermed.h. jedes & T(Z,0)s ist Grundterm (ohne
Variablen).

3. Eine Signatur heil@ewohnt wenn @rr jedes s= S ein Grundterm &€ T(Z,0)s existiert, d.h. wenn
T(%,0)s verschieden vof ist fur alle se S.

4. Ein Term te T(Z, X)s heiBtvon der Sorte s
5. T(Z,X) —def T(Z,X)Se S

Beispiel 10: bewohnte Signaturen

1. NATO ist bewohnt, denaeroc T(NATO, 0)4-
2. SETO (mit Elem) ist nicht bewohnt, A& SETO, 0)g e, = O.

3. Die Signatur
Sig SETNATO =
sorts Nat, Set
ops zero:Nat
empty : Set

end
ist dagegen bewohnt. <
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Beispiel 11: Terme
Seix eine Variable der Sorte Nageine Variable der Sorte Set. Dann sind

sucgsucgzero)), sucgXx) Terme der Sorte Nat
empty, {sucgx)}, {sucqsucgzero)},suempty Terme der Sorte Set
(wobei Elem = Nat ge@hlt sei). <

Formal bezeichnet man niit(Z, X) die Menge aller Terméber der Signatuk mit Variablen fochstens
ausxX.

Zusammenfassung

e Eine Signatur dient zur syntaktischen Beschreibung von Schnittstellen.

e Durch die Signatur (und die Angabe einer Familie von Variablen) wird die Menge der syntaktisch
korrekten Terme bestimmt.

3 Funktionale Modelle: Schnittstelleninterpretation durch Strukturen

Ziele

e den Zusammenhang zwischen Signatur, Term und mathematischer Struktur verstehen lernen
e Formeln und ihre Interpretation in Strukturen verstehen
e ahnliche Algebren durcB-Homomorphismen in Beziehung setzen

e abstrakte Datentypen, initiale und erreichbare Algebren kennenlernen.

Signaturen sind syntaktische Schnittstellenbeschreibungen. Realisiert werden sie in einem funktionalen
Ansatz durch Strukturen bzw. Algebren, die jedem Symbol aus einer Signatur eine typkorrekte Bedeu-
tung zuordnen. Im Folgenden untersuchen wir auch Beziehungen zwischen Algebren und daraus sich
ergebende ausgezeichnete Modelle, die in der Informatik an vielen Stellen eine Rolle spielen.

3.1 Algebren und Strukturen
EineZ-Algebra besitzt zu

e jeder Sorte eine Bigermenge,

e jedem Funktionssymbol eine Funktion.
Enthalt die Signatu& auch Padikatensymbole, so spricht man vBfStrukturen.
Definition 3 (Z-Algebra) SeiX = (S F,P) eine Signatur.

1. EineZ-AlgebraA besteht aus

(@) einer Familie(As)scs von nichtleeren Tagermengen und
(b) (totalen) Funktionen: Ag x ... x Ag — Ag, firalle f € Fi gy 9.

2. EineZ-Struktur besitzt zugzlich RelationenHC A, x ... x As,, fur alle pe Pisi,...s)

3. Die Klasse aller>-Algebren wird mitAlg(X) bezeichnet, die Klasse alle&X-Strukturen mit
Struc(Z).
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Beispiel 12: sig(BOOLO0)-Algebren ohngand,,or, ,implies”

1. Das StandardmodeB der Warheitswerte
$BOO| = {T7 F}a
true? =T, false? = F,
not’(T)=F, not’(F)=T.

2. Die StrukturNB Uber den natrlichen Zahlen mit
NBBooI = N?
trueNB =1, falsé'B =0,
notVB(2i) =2i+1, not"B(2i +1)=2i

3. Die StrukturZB Uber den ganzen Zahlen

ZBgool = Z,

true?B=1, fals¢B =0,

not’8(1) =0, not’®(0) = 1,

not’8(i) =i, furi verschieden von,d.

4. Die StrukturZB1 Giber den ganzen Zahlen mit

ZBlgool = Z,

true?8l =1, false?Bl = 0,

not’8(1) =0, not’8(0) =1,

not’Bl(i) =i+1, firiverschieden vond.

5. Die triviale StrukturUB mit

UBBool = 17
trueYB = falsé’B = 1,
not'B(1) =1,

Beispiel 13: Algebren fir SETO (Mengensignatur)

1. Endliche MengeriiberZ: Pi"(Z)

EIemTﬂn(Z) =def Z .
Sef"® —y (M | MCZ, Mendlichh  empty”"® —ge 0
(2D =yt {2} MiUZ" @ My =ger M3UM;

2. Endliche oder unendliche Mengen von ganzen ZahRifx:)

EIemT(Z) =def 7
Sef'® —4r {M | MCZ}
Operationen wie vorher
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3. AVL-B aumeiiber natirlichen Zahlen

ElemVt =def N
SefVt —, ,alle AVL-Baume* {ZWVL =4er ,einelementige AVL-Bume"
emptyVt =4er Lleerer AVL-Baum® AV3 UAVEAVL, =ger . Vereinigung von AVL-Baumen*

4. Die einelementige Struktw fur Set

EIemU =def Z
Set! =ger {0} empty =ger o
{Z}Y =ger MiUY My =ger @

5. Zahlen fir Set

Elent? =def Z
Set? =gt Z empty”? =get O
{Z}** =qet 2 2aU%2 =gt 1+2
<
Termalgebra

SeiZ = (S F) eine bewohnte Signatur.

Es lasst sich auf einfache Weise eine Struktur definieren, die sogentemtalgebradie ebenso wie
die Menge der Terme mit(Z, X) bezeichnet wird. Wir schreiben im folgenden kdrzir T(Z, X).

Die Tragermengen voit sind die MengeT (%, X)s fir s € S. Die Interpretation deFunktionssymbole
ist definiert durch

fT(ag,....an) =der f(a,...,an) flraeTs

Bemerkung:

1. T(Y) =qet T(Z,0) heiBtGrundtermalgebra

2. Enthélt die Signatur auch Bdikatensymbole neben der Gleichheit, so lassen sich die Interpreta-
tionen dieser Symbole freidahlen. Solche Strukturen werdgderbrand-Strukturen* genannt und
zum Beispiel zur Definition der Semantik von Logikprogrammen benutzt.

Beispiel 14: Grundtermalgebra = T(BOOLO) mit

TBooI = T(BOOLO)BOOI
true’ = true falsé = false
not' (t) = not(t) USW.
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Interpretation von Termen

Definition 4 Gegeben Signat® = (S F,P), Variablenmenge X5-Algebra A.

1. Eine Belegungvon X nach A ist eine Familie von Abbildungén : Xs — As)sc s, geschrieben
v:X—A.

2. Die Interpretationl, : T(%,X) — A von Termen in A bzgl. v ist die folgendermaf3en definierte
Familie von Abbildungen:

(@) (lvg)(x) =vs(x) furse Sund xe X,

)
(b) Ivs(f (tl7 e ,tn)) - fA(IVS]_ (tl), ey IVSn (tn))
furalle f € F<<Sj_7‘..,Sn>,S>l t1 € T(Z, x)511 aohe T(Z, X)Sn.

Anstelle vony, schreiben wir meistl

Fur Grundterme € T(Z, 0) ist die Definition unabéngig von der Belegung wir schreiben daher
tA anstelle von(t) .

Beispiel 15:
1. In der StruktumMNB aus Beispiell2 gilt fur v(x) = 2i (mit beliebigemi € N):
Iy(not(not(x))) = not\B(notB(v(x))) = not"B(not\B(2i))
=notNB(2i +1) = 2i = v(x) = 1y(x)

Analog gilt fur v(x) = 2i 4 1:
ly(not(not(x))) = 2i + 1 =v(X) = Iy(X)

d.h. insgesamt giltifr alle Belegungen : {x} — Bool\g:
lv(not(not(x))) = v(x)

2. Betrachte die Signatur SETO mit VariablenmedXgg: = {X}, Xset= {S} sowie die AlgebraP™"(Z)
(vgl. Beispiell13).
Seiv : X — ?"(7) die Belegung mit
UNat(X) = 17, Vse(S) =0
Dann gilt:

Iy (emptyu {x}) = Iy (empty) UZ" @) 1, ({x})
= empty?" (@ U@ {1, (x)}2"(@) = U {17} = {17}

3.2 Z-Formeln

> - Formeln sind Formeln der mehrsortigerafikatenlogik 1. Stufe mit Funktionssymbolen und Gleich-
heit, sie sind aufgebaut aus atomaren Formeln, Boolescheniy#tkigen und Quantorei,(3 ).

Im Folgenden werden diéif die Vorlesung wichtigen Definitionen, Beweiskal& und Umformungsre-
geln kurz vorgestellt.
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3.2.1 Syntax von Formeln
Definition 5 SeiX = (S F,P) eine Signatur und X eine S-sortierte Famile von Variablen.

1. Eineatomare-Formel hat die Gestalt

p(ty,...,tn) fUrpePs, sy, € T(Z,X)sys. -+, th € T(Z,X)s,

AuRerdem istifr jede Sorte & S und alle Termatt, € T(Z, X)sauch § =st, eine atomare Formel.
Der (Sorten-)Index wird in der Regel weggelassen.

2. Die Menge derz-FormelnWFF(Z) , well-formed formula* ist die kleinste Menge, die folgende
Eigenschaften eiilt (induktive Definition):

(a) jede atomare-Formel istin WFRZX),
(b) sind G, G, in WFF(Z), so auch(— G1) und (G1 A Gy),
(c) istGin WFHZ), xe X, soist(Vx:s. G) in WFF(X).

3. Weitere Operatoren werden als Abrkungen definiert:

(G1VG2) =det —((=G1)A(=G2))
(C1=G2) =deft ((—G1)VGy)

(C1=G2) =def ((GC1=GC2) A (G2=Gy)
(3x:8G) =g (= (¥x:S (= G)))

AulRerdem gelten digblichen Klammerersparnisregeln.

Mit FV(G) bezeichnen wir die Menge der freien Variablen von G. Eine Formel G geffithlos-
sen wenn FG) = 0ist.

4. EineaussagenlogischH®rmel ist einex-Formel ohne Quantoren.

5. EineHornformelhat die Gestalt
VX1:S,...,V%m:Sn. G1A ... AGh= G

fur atomare Formeln Gund G. Wenn alle atomaren Formeln hier Gleichungen sind, sprechen wir
auch vonbedingten Gleichungen

Beispiel 16:
1. Vx,y,z: Elem (Xxoy)oz=Xo(yo2)
ist eine allquantifizierte Gleichung zur Beschreibung der Assoziativit
2. Vx,y: Nat sucgx) = sucqy) = x=y
ist eine bedingte Gleichung zur Beschreibung der Injeltiwion succ.

3. Vx:Bool. x=trueV x = false
sagt aus, dass die Sorte Bodldhstens zwei Elemente besitzt.

4. ¥x:Bool. not(not(x)) = x
driickt die Idempotenz von not aus. <



Seite 24 Grundlagen der Systementwicklung
3.2 2-Formeln M. Wirsing, S. Merz

3.2.2 Semantik von Formeln
Die Glltigkeitvon Z-Formeln in eine&-StrukturA ist folgendermal3en definiert:

Definition 6 Sei X= (Xs)scs und A einex-Struktur.

Dann ist dieGultigkeit einer Formel G in der Struktur A bzgl. BelegungX — A, in Zeichen Av = G,
wie folgt induktiv definiert:

1. AvEp(t,....t)) gdw. (Iy(t1),...,lIy(ty)) € p

AVEt =t gdw. L(t1) =lu(t2)

AVvE-G gdw. AvEG

AVEG NG gdw. AvEG; und Av =Gy

AV EVYX:s G gdw. Avy =G fur alle Belegungenmy : X — A

mit vx(z) = v(z) fur z verschieden von x

2. Die Formel Ggilt in der StrukturA (A= G) gdw. Av |= G fur alle Belegunger : X — A.
3. Eine Menge E von Formgjilt in der StrukturA (A= E) gdw. A= G fur alle Ge E.
4. G istallgemeingiltig (= G) gdw. A= G fur alle X-Strukturen A.

5. Gfolgt pradikatenlogisch aus (E = G) gdw. A= G fur alle Strukturen A mit A= E.

Beispiel 17: N = (N,0,_+ 1) bezeichne das Standardmodell deiinathen Zahlen.
1. Seiv(x) = 12. Es gilt

N,v |= zero=sucdx) gdw. I,(zerg = I, (succ(x)
gdw. zerd' = succ'(v(x))
gdw. 0=12+1
gdw. 0=13

2. Seiv(y) =0. Wir zeigen: N,v |=Vx: Nat sucgx) >y.
Es reicht zu zeigen: N, vy = sucdx) >y gilt fur jede Belegungy mit vx(y) = 0 undvy(X) € N.
Seivy(x) =i € N, dann ist
ly, (sucdx)) = suce' (vy(x)) =i+1 und 1y, (y) =vx(y)=0
und es gilt(i +1,0) € >, <

Beispiel 18: In der StruktuNB aus Beispiell2 gilt NB = Vx: Bool. not(not(x)) = X
dafur allev : {x} — NBgoo gilt (vgl. Bsp.15): I, (not(not(x))) = v(X). <

3.2.3 Wahrheitstabellen

Tautologien kann man mit Hilfe von Wahrheitstabellen nachweisen. In einer Wahrheitstabelle werden
alle mbglichen Belegungen von atomaren Teilformeln einer aussagenlogischen Formel mit Wahrheits-
werten betrachtet. Z.B. zeigt TabeBalie Wahrheitstabellelf die Negation

Tabelle4 fasst die Wahrheitstabellen von Konjunktion, Disjunktion und Implikation zusammen

Eine aussagenlogische Formel ist eine Tautologie, wenn ihr \vedlle Belegungen in der Wahrheits-
tabelle T ergibt.
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G -G
T F
F T

Tabelle 3: Wahrheitstabelléif die Negation.

G H GAH | GVH | G=H
T T T T T
T F F T F
F T F T T
F F F F T

Tabelle 4: Wahrheitstabelleiaf Konjunktion, Disjunktion und Implikation.

Beispiel 19: Wabhrheitstabellen zum Nachweis von Tautologien
Die folgende Wahrheitstabelle zeigt, d&s — G undG =- (H = G) Tautologien sind.

| G | H |[H=G|G=>H=0)|
‘ G ‘ -G ‘G\/ﬁG T T T T
T F T T F T T
F T T F T F T
F F T T

Dagegen isH = (H = G) keine Tautologie, wie die dritte Zeile der folgenden Wahrheitstabelle zeigt.

\ G \ H ‘H:>G‘H:>(H:>G)‘
T T T T
T F T T
F T F F
F F T T <

3.2.4 Aussagenlogische und pdikatenlogische Umformungen

Mit aussagenlogischen Formeln kann ngmmlich wie in der Arithmetik einfache algebraische Umfor-
mungen durchifhren. Die wichtigsten Gesetze sind:

Assoziativitit und Kommutativiat von Konjunktion und Disjunktion
GAHAK) = (GAH)AK GV(HVK) = (GVH) VK
GAH = HAG GVH = HVG

Distributivitat von Konjunktion und Disjunktion
GAHVK) = (GAH)V(GAK) GV(HAK) = (GVH)A(GVK)

Absorption
GA(GVH) = G GV(GAH) = G
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Involution
-G = G

Regeln von De Morgan
- (GAH) = (-GV-H) - (GVH) = (-GA-H)

Neutraliitsgesetze

GAHV-H) = G GV(HA-H) = G
Fanggesetze
GV(HV-H) = (HVv-H) GAHA-H) = (HA-H)

Fur Formeln mit Quantoren gibt éhnliche Umformungsregeln, z.B.
(VXx:s G)A(Vx:s.H) = (¥Yx:sGAH)
(Ix:s.G)V (Ix:sH) = (Ix:s.GVH)

Vertauschung gleichartiger Quantoren

VX:9.VYy:9. G = Vy: s VX:5.G6
Ix:ig.dy:. G = dy:s Ix:5.G6

3.2.5 Beweissystemaif die Pradikatenlogik

Um die Qlltigkeit von padikatenlogischen Formeln zeigen zZinken, reichen Wahrheitstabellen nicht
aus. Man verwendet Beweissysteme. Wir schreib@ falls G eine beweisbare Formel ist ulid- G,
falls G beweisbar ist unter Annahme der Formelrkials zu&tzlichen Axiomen.

Definition 7

1. Ein Beweissysteim der Logik 1. Stufe heiflorrekt wenn iir jede Formel G gilt:
FG = EG

2. Ein Beweissystem der Logik 1. Stufe heiliolistandig wenn fir jede Formel G gilt:
EFG = kG

Seil- ein korrektes und volléindiges Beweissystem der mehrsortigen Logik 1. Stifeei eine Menge
von geschlossenenrFormeln 1. Stufe.

Dann gilt aufgrund der Korrektheit und Volistdigkeit fir jede geschlosseneFormelG:
EFG gdw. EEG

Hierfur gibt es einen Standardbeweis, siehe z. Bd&, 1930, oder Shoenfield bzw. Handbook for Ma-
thematical Logic (&delscher Vollsindigkeitssatz).

Im folgenden beatigen wir faufig den Begriff der Substitution:

Definition 8 (Substitution) Sek = (S F) eine Signatur und X eine S-sortierte Menge von Variablen.
Eine Substitutionist eine endliche sortenerhaltende AbbildungX — T(Z, X), die jeder Variablen aus

X einen Term aus (E, X) zuordnet. Endlich hei3t hier, dasgx) # x nur fur endlich viele xe X gilt.
(Sortenerhaltend heif3t, dad#falle s€ S und alle xc Xs aucha(x) von der Sorte s ist.)
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Bemerkung:

1. Wir schreibent/x] fur die Substitutioro mit o(x) =t undo(z) = zfur z# x. Analog bezeichnet
[t1/X1,...,tn/Xn] die simultane Substitution vaa, ..., t, fOrxs,..., X

2. Jede Substitution wird folgendermaf3en auferme und-Formeln fortgesetzt:

XO =def O(X)
f(te,...,tn)0 =qet f(t10,...,th0) fur Funktions- und Rdikatensymbolé
(t1 =1t)0 =qgef (t10="150)
(~G)0 =ger (~(GO))
(GAG)o =gt GoAGo,
(Vx:s.G)0 =gef VYy:S Gly/xjJo wobeiy eine neue Variable (mit(y) =) ist

Ein Beispiel fir ein korrektes und vollahdiges Beweissystem ist deilbert-Kalkil fir mehrsortige
Logik 1. Stufe: Sek = (S,F,P) eine bewohnte Signatur.

Axiome: (fur jedeZ-FormelG)

1. F=GVv G (Tertium non datur)

2. FG[t/x] = 3Ix:s.G  furte T(Z,X)s,X € Xs

Regeln:
1. (v) ———
GvG
) v G
2. (a) (Kontraktion)
G
o Gv(Gv@)
(b) (Assoziativitit)
(GvG@)va”

GvG -GvE
3. (Modus ponens)

Gvg
G=CG _
4. (3E) falls nichtx € FV(G)
(Ix:s.G)=C
Beispiel 20:

1. {GVG}+G VG

1 Gvd& (Annahme)

2) -GvG (tertium non datur)

3 GvG (modus ponens)(1)(2)
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2. {G,G=CG}+G":

1) G (Annahme)

2 GvG (v(2)

3) Gvd& (aus 2 wie oben)

4 -Gv@G (Annahme, Def. vor=)

5) Gvd& (modus ponens)(3)(4)

6) G (Kontraktion)(5) <

3.2.6 Allgemeingiltigkeit von Gleichungen: Der Kalk il von Birkhoff

Im folgenden sctanken wir uns auf Gleichungen ein und untersuchen deren Allgeiiggicit. Ein
Beispiel iIr eine allgemeinigltige Formel ist die Reflexivittt = t. Andere allgemeingltige Gleichungen
gibt es nicht:

Satz 9 Eine Gleichung t = t’ ist genau dann allgemeiiitig, wenn t und t’ syntaktisch gleich sind.

Beweis. “=": Reflexivitat von,=".

“<": Beweis durch Kontraposition: Seigrt’ nicht syntaktisch gleich (frt,t’ € T(Z, X)).

Dann sindt undt’ verschiedene Terme, d.h. es giltht T(Z,X) =t =1t'. Also istt = t' nicht allge-
meingiltig. Q.E.D.

Wir bemdtigen Axiome, um nichttriviale Gleichungen herleiten zinken. Deshalb betrachten wir im
Falle von Gleichungen immer eine Menge von Axiomen.

Bemerkung: Fur jedeZ-StrukturAgilt: AEt=t gdw.AE=Vx:s t=t,fallsx € Xs. Deshalb ist die
Glltigkeit von Gleichungen und sogar jeder beliebigen Foi@gl Stufeaquivalent zur @ltigkeit ihres
,All-AbschlussesVx; : s1... ¥y : Sh. G, wobei{xy,...,X,} die Menge der freien Variablen vahist.
Das folgende klassische Beweissystem stammt von Birkhoff (1931):

SeiE eine Menge von GleichungeéiberZ, X.

Definition 10 (Birkhoff's reiner Gleichungskalkl)

Fg Uber X, X ist die kleinste zweistellige Relation von Gleichungeriilie(Z, X) und einer Gleichung
ti1=tomitty,tr € T(Z,X) mit

1. EFgty =t firt; =t, € E,

2. fur alle Terme fty,t,t3 € T(Z, X)s und alle xe Xs:

Reflexiviat Etgti =13

Symmetrie wenn Egt; =to, dann BE-gtho =11

Transitivitat wenn B-gt; =t und EFgty =t3, dann BEFgt; =t3
Vertraglichkeit wenn E-gt; = tp, dann E-g tt1/X] = t[t2/X]
Substitution wenn Eg ty = tp, dann E-g t1[t/x] = to[t/X]
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Beispiel 21: SeiX = ({s},{V €sxs—s Aesxs—s}).

E = { (v-A-Absorption) xV (XAY) =X,
(A-V-Absorption) XA (xVy)=x}

Wir zeigen: EFgxVXx=Xx.

(1) xV(xAy)=x (\V-A-Absorption)

(2) xV(XA(xVy)) =X (Substitution)(1)

(3) XA(xVy)=x (A-V-Absorption)

(4) xX=XxA(xVy) (Symmetrie)(3)

(5) xXVX=xV(XA(XVY)) (Kongruenz)

(6) xvXx=x (Transitivitat)(5)(2) <

Satz 11 Der Birkhoff’'sche Gleichungskalk ist korrekt und vollsindig, d.h. @ir , X, E qilt fur alle
t1,to € T(Z,X)s, SE S:

EFgti=t; gdw. Mod((Z,E)) =ti =t d.h.fralle Ac Mod((Z,E)) gilt Al=t1 =t

Elegantere und effizientere Kaile fur die Ableitungeniir Gleichungen werden in der Termersetzung
behandelt.

3.3 Eigenschaften von Algebren: Homomorphismen, initiale und erreichbare Struktu-
ren

Signaturen &nnen durch ganz unterschiedliche Algebren interpretiert werden. Zur Spezifikation von
Softwaresystemen will man abedalifig spezielle Algebren auszeichnen, die sich zur Darstellung von
Programmen eignen. Zum Beispiel ist man besonders interessiert an Strukturen, die genau die angegebe-
ne Menge von Gleichungen étfen (sogenannte initiale Strukturen) oder an Strukturen, deréger+

mengen sich durch Grundterme darstellen lassen. Au3erdem soll die Darstellung eines Softwaresystems
fur den Benutzer unaBingig von der ge@hlten Interpretation sein, d.h sie soll abstrakt sein. In die-

sem Abschnitt wird gezeigt, wie sich diese Eigenschaften mathematisch fassen lassen. Das wichtigste
Strukturierungsmittel zum Vergleich von Algebren sind Homomorphismen.

Definition 12 Seien> = (S F) Signatur und AB Z-Algebren

1. Ein Z-Homomorphismugp : A — B) ist eine Familie von Abbildungen

(Ps:As— Bs)sc s

mit folgenden Eigenschaften:
Fur alle Funktionssymboled F(s, . s)g,undalleacAg,i=1,...,n:

ps(fA(@s,...an)) = f5(ps,(an), . Ps,(an))
(vgl. Abbildung?).

2. Ein bijektiver Z-Homomorphismus heil&-IsomorphismusZwei Z-Algebren A, B heil3eiso-
morph wenn es eineB-Isomorphismus von A nach B gibt.
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Abbildung 2: Homomorphiebedingungrfeinstellige Funktiorh.

Bemerkung:

1. Die Gleichheit wird durclE-Homomorphismen erhalten, aber nicht die Ungleichheit, d.h. es gilt
natirlich

a="a = psa)="ps(a)
Dagegen gilt i.anicht
a#ta = ps(ar) £° ps(ap)

2. Fur Strukturen fordert man als zazliche Homomorphie-Eigenschaft die Vagtichkeit der
Pradikatensymbole, d.huf alle Padikatensymbolp € P, sy unda € Ag,i=1,...,n:

(ag,...,a) € = (ps(a1),....Ps(an)) € p°

Beispiel 22: Wir betrachten folgende NATO-Algebren:

e N=(N,0,_+1) das Standardmodell der fialichen Zahlen
e Z=(Z,0,_+1) das Standardmodell der ganzen Zahlen
e N =({0,1},0,_+1(mod2)

e N; = ({0},0,id).

Die Beziehungen zwischen den Modellen sind in AbbildGrdargestellt. Dabei sind:

e in:N — Zmitin(x) =X »Einbettungshomomorphismus®
e P2:N — Np bzw.pZ : Z — N mit p2(X) = p5(X) = x mod 2

e D N, — Np mit pl(X) =0

Nachweis der Homomorphiebedingurig p, : N — Ny:
p2(zerd') = 0 = zerd"?
p2(sucé'(x)) = pa(x+1) = (x+ 1) mod 2
sucé?(pa(x)) = sucé?(x mod 2 = ((x mod 2 + 1) mod 2= (x+ 1) mod 2 <
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P, !
P,
N2
pl
N

Abbildung 3: Homomorphismen zwischen NATO-Algebren.

Aus der Homomorphiebedingung folgt, dass die Anwendung von Homomorphismen mit der Auswertung
von Grundtermen verdglich ist.

Lemma 13 Seip : A— B einZ-Homomorphismus. Dann giliif alle Grundterme & T(%):
p(t) =t°

Beweis. durch strukturelle Induktion. Q.E.D.

Beispiel 23: Nicht-Existenz von Homomorphismen

1. Von N, nachN gibt es keinen NatO-Homomorphismps Ansonsten rasste geral3 Lemmal3
gelten:

p(sucdsucdzero)N?) = sucdsucgzerg)N =2  p(zerd?) =zerd' =0
Andererseits gilt

sucdsucgzero)™z = zerd"
und daher riasste auch

2 = p(sucdsucdzero)N?) = p(zerd2) =0
gelten. Es kann daher keinen Homomorphismusl, — N geben.

2. Es gibt keinen NATO-Homomorphismus vah nachN. Angenommenp : Z — N ist NATO-
Homomorphismus. Wieder muss nach Lemt3aelten:

p(zerd) =zerd' =0
Es seip(—1) = a€ N, dann folgt weiter
0=p(sucé(—1)) =sucd'(p(—1)) =sucd'(a) =a+1

im Widerspruch zu N | Vx: Nat — (zero= sucgx)). <
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Durch Homomorphismen wird in manchen Teilklassea Alg(X) eine spezielle Klasse von Algebren
ausgezeichnet:

Definition 14 EineZ-Algebra | heif3tinitial in K, wenn gilt:
1.1eK

2. fur alle B € K gibt es genau eineB-Homomorphismup : | — B.

Beispiel 24: SeiZX eine bewohnte Signatur.

1. Die Grundtermalgebr&(Z) ist initial in Alg(Z):
Sei A € Alg(Z). Die Familie von Abbildungerevak : T(Z)s — As mit evalt) = tA ist ein =-
Homomorphismus. Denn es gévalf(ty,...,t))) = fA(evalty),...,evalty)), und das ist genau
die Homomorphismus-Eigenschaft.

2. Das Standardmodel = (N,0,_+ 1) der natirlichen Zahlen ist initial in AIgNATO).

N= 0 1 2 ..
! ! !

zero suctzero sucgsucgzero)

3. Andere Interpretationen vasig(NATO) wie z.B.Z, N2, N1 sindnichtinitial in Alg (NATO). <

Beispiel 25: Sei LISTNATI folgende Signatur:
SigLISTNATI =
sorts List, Nat
ops nil: List
cons : Natx List — List
zero : Nat
succ : Nat— Nat
end
undK = Alg(LISTNATI). Dann ist die Algebr&* der endlichen Sequenzen adicher Zahlen initial.

Dagegen sind die Algebrda* der endlichen Sequenzen ganzer Zahlen, die Algebraidendlichen
Sequenzen natlicher Zahlen und die Algebra der endlichen Mengen (wobei cons dagdenfeiner
Zahl in eine endliche Menge bezeichneight initial in K.

Begtindung: Gerald Beispiel24 ist die Grundtermalgebr&(LISTNAT) initial. N* ist isomorph zu
T(LISTNATI):

nil congn,nil) congn,congm,nil))
r 1 !
€ (m (n, m) <

Initiale Algebren erfillen genau die Gleichungen zwischen Grundtermen, die in allen Modellen einer
Klasse von Algebren gelten.

Satz 15 Seix = (S F) eine bewohnte Signatur, K eine Klasse ¥sAlgebren und k K initial in K.
Dann gilt fur alle Grundtermed,t, € T(X)s, S€ S:

=t =1t gdw. KeEti=t,
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Beweis.

“=" Geltel =t; =t; und seiA € K. Dal initial ist, gibt es genau einen Homomorphisnpusl — A.
Mit Lemma13folgt

7 =p(ty) =p(ty) =15

“<” GelteK = t1 = to. Wegenl € K folgt trivialerweisel =t; = to. Q.E.D.

Beispiel 26: Sei SETNATI folgende Signatur:

Sig SETNATI =
sorts Set, Nat
ops empty: Set

{_} : Nat— Set
_U_: Setx Set— Set
zero : Nat

succ : Nat— Nat
end

und seiK C Alg(SETNATI) die Klasse von Algebren, die folgende Eigenschafteilleri:
1. GU(HUK) = (GUH)UK
2. GUH=HUG
3. GUG=G

4. GUempty=G

Dann ist die Algebra der endlichen Mengenimicher Zahlen initial und eidfllt genau die Eigenschaften
vonKk. <

Initialitat ist abgeschlossen unter Isomorphie.

Lemma 16 Sei K eine Klasse voB-Algebren und ke K initial in K. Ist I’ € K isomorph zu I, dann ist
I” ebenfalls initial in K.

Beweis. Dal’ € K isomorph zU ist, gibt es genau einertHomomorphismug: 1’ — 1.
Dal initial ist, gibt es fir jedesA € K gibt es genau eine-Homomorphismug : | — A.

Alsoistpo@: 1’ — A ein eindeutig bestimmte&z-Homomorphismus. Q.E.D.

Definition 17 Ein abstrakter Datentyfir eine SignaturZ ist eine Klasse voix-Algebren, die abge-
schlossen ist unter Isomorphie, d.h. eine Klasse 8lg(Z) mit folgender Eigenschatft:

Falls A€ C und B ist isomorph zu A, so ist aucheBC.
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Beispiel 27:
1. Die Klasse der initialen Algebren vdf bildet einen abstrakten Datentyp.

2. Das Strichzahlenmodell und das Bmahlenmodell bilden zwei isomorphe Elemente der Klasse
der initialen Algebren von NATO. <

Eine weitere interessante unir fdie Beweisverfahren wichtige Teilklasse von &g sind die erreich-
baren (oder termerzeugten) Algebréir, die eine surjektive Abbildun () — A existiert.

Definition 18 Eine Z-Algebra A heil3&-erreichbar E-termerzeugt,reachable”) wenn jedes Element
von A einen Grundterm interpretiert, d.h. wenn ésdlle s€ S und ac As einen Grundterm € T(X)
gibt mit * = a.

Beispiel 28:

1. Das StandardmodeN = (N, 0,_+ 1) ist NATO-erreichbar.

0 1 2
! ! !

zerd'  sucdzeroN  sucdsucgzero)N

2. Ny ist NATO-erreichbar.

0 1
T T

zerd'  sucdqzeroN

3. Zistnicht NATO-erreichbar (da es keinen surjektiven NATO-Homomorphismus von der Termalge-
bra der Signatur NATO nach gibt).

-2 -1 0 1 2
! ) )
.junk* (Burstall, Goguen ca. 1980)  zéfo sucdzergN  sucdsucdzero)N ... <«

Beispiel 29:
1. N, N2, Nz sind NATO-erreichbar,
2. N* ist LISTNATI-erreichbar,
3. P(()N) ist SETNATI-erreichbar. <

Lemma 19 EineZ-Algebra A istz-erreichbar gdw. A ist Bild eineB-Homomorphismus von(E) nach
A.

Beweis. Betrachte den eindeutig bestimm®&iHomomorphismug : T(X) — A. Offensichtlich ist die
Surjektivitat vonp aquivalent zur Erreichbarkeit voh Q.E.D.

Folgerung 20 Sei AZ-erreichbar. Dann gibt esdchstens eineR-Homomorphismup : A— B von A
nach B, der durclp(t?) = t® eindeutig bestimmt ist.
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Beweis. Seip: A — B einzZ-Homomorphismus.

Nach Lemmal3 gilt fiir alle Grundterme, dassp(t*) = tB. DaA Z-erreichbar ist, isp damit schon iir
alle Elemente der Bigermengen voA eindeutig definiert. Q.E.D.

In vielen praktischen &len ist die initiale Algebra erreichbar.

Satz 21 Sei X eine bewohnte Signatur, K eine Klasse \w#lgebren, die durch eine Menge E von
Axiomen der Form

VX1:91... % :%. G mit G quantorenfrei

charakterisiert ist.
EineZ-Algebra | ist initial in K gdw.

1. Eqiltinl,

2. | ist Z-erreichbar,

3. fur alle Grundtermet t; € T(Z)s, s€ S qilt:

l=tp=t; gdw. KEti=t

Beweis.
“=": Seil initial in K.

1. Ediltin I, dal € K.

2. DaE allquantifiziert ist, giltE auch in derZ-erreichbaren Unteralgebr&)s von I. Dal initial
ist, gibt es einerk-Homomorphismug : | — (l)s. Andererseits existiert der Einbettungshomo-
morphismusn : (I)s — |. Also sindl und(l)s isomorph. Da nurjl)s Z-erreichbar ist, ist auch
>-erreichbar.

3. folgt aus SatZ5.

“<" (1), (2), (3) sollen gelten, d.HE gelte inl, | seiZ-erreichbar undir alle Grundterme;,t, gilt
| =t =t gdw. A=ty =ty furalleA € K. Dann istl € K, ferner istl initial in K: Zu zeigen ist, dass es
fur beliebigesA € K genau einez-Homomorphismug : | — A gibt.

Sei alsoA € K. Definierep(t') =qer tA furt € T(). Die Abbildungp ist wohldefiniert, denn sdi = u',
d.h.l =t =u, so gilt wegen (3) auch = t = uund somit” = u*. GenaR Folgerung@Oist p der einzige
2-Homomorphismus voh— A. Q.E.D.

Zeige: Die kleinste Subalgebra von A i&terreichbar.

Beweis. Betrachte
((A)s)s={ac As | es gibtt € T(Z)s mit t* = a}

ist erreichbareZ-Subalgebra, wenri®= = fA |(a);- Seil initial in K. Betrachte(l)s kleinste -
Subalgebra. Es gilt:

1. (l)s istZ-erreichbar.
2. Dal initial, existiert genau ei@-Homomorphismus$ — (I)s.

3. Z-Einbettungshomomorphismirs: (I)s — | Also sind | und(l)s isomorph. Q.E.D.
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Folglich:  Z-Erreichbarkeit forderfno junk”! (Also keine Elemente von A, die nicht durch mindestens
einen Grundterm bezeichnet werden.)

>-Initialitat fordert zuatzlich (falls die Gesetze der Foix : s. G sind),,no confusion® d.h.

I ):t1:t2:>K):t1:t2

initial

> —erreichbar

Aus der Erreichbarkeit folgt das Prinzip der strukturellen InduktionKSeine Teilklasse der erreichba-
renZ-Algebren. Dann gilt folgendes Induktionsprinzip:

Satz 22 (strukturelle Induktion) SeiX = (S C), G Formel 1. Stufe, K eine Teilklasse der erreichbaren
>-Algebren und &£ S. Wenn

1. K |=Glc/x fur alle ce Cg s (, G gilt fur alle Konstanten®) und

2. KEVYYL:S1...VX1,. .., % 1S GXa) A ... A G[Xn] = GIf (X1, ..+, %, Y1,--)]
furalle f € C((SMS,Slw),S) gilt,

dann gilt auch: K= vx: s G[X|.

Bemerkung: Beachten Sie, dass in der Induktionsvoraussetzung die F@met fur Argumente der
Sortes auftritt, Uber die der Induktionsbeweis geifrt werden soll. (Im allgemeinen ist simultane Induk-
tion iber mehrere Argumentsorten notwendig.) &atdich ist die Induktionsbasis (1) ein Spezialfall des
Induktionsschritts (2)ifr n= 0.

Beispiel 30: Strukturelle Induktion

1. Die strukturelle Induktiondr natirliche Zahlen lautet:

G(zero Vx: Nat G[x| = G[sucgX)]
Vx:Nat G[X|

(Signatur NATO= ({Nat}, {zerasucg))
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2. Die strukturelle Induktionidir Wahrheitswerte lautet:
Gltrug G[falsd
Vx: Bool. G[X|

3. Die strukturelle Induktioniir die Sorte List von LISTNATI lautet:
Gnil] Vy:Nat Vs: List. G[g = G[congy, s)]
Vs: List. G[g|
Man sieht, das dieses Induktionschema nicht auf die Funktionssynibatafiirliche Zahlen Be-
zug nimmt und damit auchuf die Signatur LISTO gilt:
sigLISTO =
sorts List, Elem
ops nil: List
cons : Elemx List — List

end

LISTO ist nicht bewohnt, daiir Elem kein Grundterm existiert. Alsodknen unsere &ze zur
Initialitat nicht angewendet werden. |

3.4 Eine Verallgemeinerung von Initialitat: Freie Erweiterung

Listen und Mengen kann man als generische Strukturen auffassediefes unerheblich ist, welche
Sorte von Elementen sie verwenden. Daher kann man nur schwer Konstrukiodea $orte Elem der
Elemente angeben, wenn man sich nicht auf eine spezielle Sorte von Elementen festlegen will. Mathe-
matisch hat dies zur Folge, dass z.B. die Signatur LISTO der generischen Listen nicht bewohnt ist und
die Klasse aller LISTO-Algebren keine initiale Algebra besitzt.

Deshalb verallgemeinert man den Begriff der Init@lizur dem der freien Erweiterung.
Definition 23 Seienxg, 21 Sighaturen migy C 2.

1. Sei A einex;-Algebra. DasXo-ReduktA|s, von A entsteht aus A durch Weglassen der Sorten und
Funktionssymbole, die nicht iy vorkommen, d.h.

fAz  —g A furallef e Fy
2. Sei K eine Klasse vol;-Algebren. A heifl3treie Erweiterungron As,, wenn @ir jedes B K und

jedenXo-Homomorphismus hA|s, — B|s, es genau einei;-Homomorphismus*ht A — B gibt
mit h*|5, = h.

Abbildung4 veranschaulicht den Begriff der freien Erweiterung. 5gek ({Elem}, 0) etwa die Signatur,
die nur die Sorte Elem eiithrt, undZ; die Signatur LISTO aus Beispi8D. Ferner seA die Algebra der
Listen natirlicher Zahlen (mi#\|s, = N) undB die Algebra der Multimengen vof0, 1} (mit B|s, = Ny).
Der Homomorphismus

h: Al —Blxg
| n—nmod 2
lasst sich auf genau eine Weise zu einem Homomorphisimua — B fortsetzen durch
h*((na,...,Nk)) ={namod 2...,ng mod 2}

(das heil3th* ordnet jeder Liste nétlicher Zahlen die Multimenge der Pdhien ihrer Elemente zu).
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Abbildung 4: Begriff der freien Erweiterung.

Beispiel 31: Freie Erweiterung

N* ist eine freie Erweiterung voN in der Klasse aller LISTO-Algebren (bzgl. der Subsignatur bestehend
nur aus der Sorte Elem).

?fi"(7Z) ist eine freie Erweiterung voA in der Klasse aller SETO-Struktureriirfdie empty ein neutrales
Element istlU assoziativ, idempotent und kommutativ ist, undie Elementrelation darstellt. <

3.5

Zusammenfassung

Signaturen sind ein formaler Ansatz zur Beschreibung von Schnittstellen. Eine Signatur besteht
aus der Angabe von Sorten, Funktionssymbolen uadiRatensymbolen.

DurchZ-Algebren (bei Signaturen ohnedlikatensymbole) ung-Strukturen kann man Schnitt-
stellen eine Interpretation zuordnen.

Eigenschaften von Schnittstellen bzw. von Strukturen beschreibt man Bifolmeln. Man un-
terscheidet u.a. aussagenlogische Formeln, Gleichungen, bedingte Gleichungen und allgemeine
Formeln der Padikatenlogik 1. Stufe,iir die jeweils spezielle Beweismethoden bzw. Beweis-
kalkille existieren.

In der Klasse deE-Algebren sind erreichbare und initiale Algebren von besonderem Interesse. Er-
reichbarkeit impliziert die @ltigkeit der strukturellen Induktion, einem wichtigen Beweisschema
fur benutzerdefinierte Datenstrukturen. Init@ibeschreibt einen abstrakten Datentyp, der genau
die geforderten Gleichungen alt und mit Hilfe von Termersetzung augfrbar ist.

Die freie Erweiterung verallgemeinert den Begriff der Init@itiir generische Datentypen.
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4 Algebraische Spezifikation mit CASL

Ziele

e Algebraische Spezifikationen kennen lernen
e Erste Spezifikationen in CASL schreiben lernen

e Erreichbarkeit und freie Erweiterungif CASL-Spezifikationen einsetzen.

Algebraische axiomatische Spezifikationen beschreiben eine Klasse von (Rechen-)Strukturen abstrakt,
d.h. durch Angabe einer Signatur, bestehend aus

e Sorten fir die Objektmengen

e Funktionssymboleniir die Funktioneruiber Objektmengen

e Pradikatensymbolenif die Relationen zwischen Objekten

und einer (i.a. endlichen) Menge von charakteristischen Eigenschaften gidékatenlogische Formeln
1. Stufe)

4.1 Einfache algebraische Spezifikationen
Definition 24 Seiz = (S F,P) eine Signatur und E eine Menge von (geschlosserdfymeln. Dann
ist SP= (X, E) eineaxiomatische Spezifikation

Man nennt SPalgebraische Spezifikatipnvenn P leer ist (d.h. wenn nur das Gleichheitssymbol als
Pradikat vorkommt).

Bemerkung: In der Logik bezeichnet mafk, E) als PAsentation einer Theorie.

Die Semantik vorsSPist gegeben durch disignaturund dieKlasse der Modelle
Signatur: Sig(z,E)) =%
Modellklasse: Mod(%,E)) = {A € Struc({X) | AE=E}

In CASL spezifiziert man Axiome durch Angabe der freien (allquantifizierten) Variablen, gefolgt von
einer oder mehreren @dikatenlogischen Formeln.

Beispiel 32: Assoziativiat

specASSOC =
sorts Elem
ops _o_:Elemx Elem— Elem
vars X,¥,Z: Elem
axioms (Xoy)oz=Xo(yoz)
end

Hier wird die Moglichkeit verwendet, Axiome durch das Sigdelwortaxiom bzw. axiomseinzuleiten.
<
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Beispiel 33: Spezifikation der Rechenstruktur BOOL

specBOOL1 =
sorts Bool
ops true false : Bool
axioms - (true=false);
Vx:Bool x=truev x = false
end

In der folgenden Spezifikation werden atelich die Booleschen Verkipfungen not, and, or einggirt.

Die Erweiterung einer Spezifikation um zusliche Sorten, Operationen und Axiome wird mit dem
Schiisselworthen eingeleitet.

specBOOL =
BOOL1 then
ops not_: Bool — Bool;
_and_, _or_: Bool x Bool — Bool
vars x: Bool
axioms not(true) = false;
not(false) = true;
true andx = x;
false andk = false;
true orx = true;
false orx = x
end
|
Beispiel 34: Spezifikation der Gruppen
specGROUP =
sorts Group
ops n :— Group %% (neutrales Elementyo
_~1: Group— Group %% (Inversenbildung)%
_o_:Groupx Group— Group %9 (Verknipfung)} %
vars X,Y,z: Group
axioms %l[assoc] (xoy)oz=xo(yoz)
%I[In] nox=x
%l[li] xtox=n
end
|

4.2 Spezifikationen mit Konstruktoren

In CASL kann die Erreichbarkeit der erlaubten Modelle durch eine Menge von Konstruktoren explizit
gefordert werden.
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Definition 25 (Konstruktoren) Gegeben seX = (S F,P) und s€ S.

1. Ein Ausdruck g der Form
generated{ sortss,; opsC }
fuhrt die Sorte s und die Operationen C &snstruktorerfir die Sorte s ein.

Man spricht vonSorten-Erzeugun¢pder,, Erreichbarkeitsaxiom®,, generating constraint‘) und
fordert syntaktisch, dass jedesC die Sorte s als Wertebereich besitzt, d.h.

Cc U Fws

weSs

2. Eine Z-Struktur Aerflllt g (A = g), wenn jedes Element a vor durch einen Konstruktorterm
interpretiert werden kann, der nur Funktionssymbole aus C und freie Variaite3otrten ungleich
s entlélt, d.h. wenn a zu einem TernetT ((S,C), (Xs)ss) aquivalent ist, oder formal:ifr alle
ac Aggilt

AV EXx=t
fur eine Belegung : X — A mitv(x) = a (und xc Xs) und einen Term& T((S C), (Xg)gs)-

Wir sagen in diesem Fall auch, dasskGnstruktormengéir s ist.

Ist C eine Menge von Konstruktorefiifdie Sortesin der AlgebraA, so bedeutet dies informell, dass alle
Elemente vori Interpretationen eines Terms sind, der nur mit Funktionssymbole@ &asstruiert ist.

Beispiel 35: Die Angabe der Konstruktormenge ersetzt das Axiom, das die Wertemenge von Bool auf
true, false beschnkt.

specBOOL_g =
generated { sorts Bool; opstrue false : Bool}
axioms - (true= false)

end

Analyse. Alle Modelle von BOOL_g sind isomorph zum Standardmodglinit:
Bgool = {T, F}, true® = T, falsé = F

Abkurzung fir generated{ sorts Bool; opstrue, false: Bool}:

generated typeBool ::= true| false

Bemerkung: In der Literatur werdendwfig als(flache) algebraische Spezifikationeezeichnet: alge-
braische Spezifikationen, bei denen

1. jede Sorte s durckgenerated{ sortss, opsFy s }* erzeugt wird, (z. B. BOOLg) und

2. die Axiome aus Gleichungen oder bedingten Gleichungen bestehen.
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Konstruktormengendnnen auch durch eine Datentypdeklaration in BNF-Form angegben werden. Eine
Datentypdeklarationiir die Sortes wird geschrieben als

si=A1| ...| An
wobei dieA; Konstruktoren der Form
c(St; -5 %)
sind. Dabei bedeutets;; ...; sc), dass der Konstruktardie Funktionalit

C:SIX...X%—S

besitzt.
Beispiel 36:
specBOOL_g =
generated typeBool ::= true| false
axioms - (true= false)
end

Weitere Beispieleiir flache algebraische Spezifikationen mit Konstruktoren sind:

Beispiel 37:

1. Naturliche Zahlen

specNAT _g =
generated typeNat ::= zero| sucgNat)
vars X,y : Nat
axioms — (zero= sucgXx))
sucgx) = sucdy) = x=y
end

Analyse. Die Spezifikation NAT g besitzt bis auf Isomorphie genau das Standardmodell der
natirlichen Zahlen.

2. Ganze Zahlen

specINT_g =
generated typelnt ::= zero| sucgInt) | predint)
vars X Int
axioms sucgpredx)) = x

predsucgx)) = X
end
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Analyse. Die Spezifikation INT.g hat dasStandardmodellder ganzen Zahlen ailsitiales Mo-
dell, besitzt aber auRerdem noch viele andere Modelle wie etwa die endlichen zyklischen Modelle
Zy (furk > 0). Auch die einelementige Struktur ist ein Modell von INJT

Frage: Welche Axiome niissen zu INTg hinzugenommen werden, um das Standardmodell der
ganzen Zahlen zu axiomatisieren? (Hinweis: Verwende HilfsfK)

3. Ein einfacher Verbunddatentyp: PersonDer Datentyp Person als Paar aus Name und Adresse

(vgl. Abb.5).
specPERSON =
sorts String, Address
generated typePerson ::= makePers@tring; Address
ops getName : Person> String
getAddress : Person Address
vars n: String; a: Address
axioms getNamémakePersom,a)) = n
getAddres@makePersomm,a)) = a
end
o)
o)
a a
String
Address

makePerson

o makePerson(n, @)

Abbildung 5: Erzeugung der Sorte Person aus String und Address.

Analyse. Die Operationen getName und getAddress siBdlektoren®, die den Wert der Argu-
mente des Konstruktors selektieren.

Die Tragermengen der Sorte Person werden durch die Terme makefgfserzeugt. Die Selek-
toren sichern, dass makePerson injektiv ist.

Da die Axiome von PERSON keine Ungleichungen enthalten, gibt es viele unterschiedliche Mo-
delle. Rur jedes ModellA gilt, dass die Anzahl der Elemente deA@iermeng@personvon Person
gleich der Anzahl der Elemente vé@ing multipliziert mit der Anzahl der Elemente V@¥nddress

ist. Fur alle ModelleA von PERSON mus8personerreichbar sein mit makePerson.

Beachte, dass es keine Terme der Sorten String und Address gibt. In einem solchen Fall ist der
Begriff derrelativierten Erreichbarkeitngemessen:

Aperson= {makePerscﬁ(n, a) | ne Astring: @ € Aaddress
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ist. Dadurch wird folgendes strukturelle Induktionsprinzip induziert:

Vx: String Vy: Address GmakePersofx,y)]

Vp: PersonGip|

Adressen knnen ebenfalls als Verbunddatentypen spezifiziert werden:

specADDRESS =
STRINGand INT then
generated typeAddress ::= makeAddregString; Int; String
axioms

end

Eine adquatere Beschreibung dieser Situation erreicht man durch hierarchische Strukturierung
der Spezifikation:

specSTRING =

sorts String
end

SpecADDRESS =
STRING and INT then
generated typeAddress ::= makeAddregString; Int; String

axioms
end
specPERSON =
STRING and ADDRESS then
generated typePerson ::= makePers@tring; Address)
ops getName : Person> String
getAddress : Persor Address
vars n: String; a: Address
axioms getNamémakePersofm,a)) = n
getAddresémakePersomm,a)) = a
end

<

Allgemein ist ein Selektor eine inverse Funktion zu einem Konstrukiarjétlen Selektose| : s — §
(furi=1,...,Kk) zu einem Konstruktoc kann das Axiom

sel(C(Xty -y Xiy- o Xk)) = X

angegeben werden.

CASL bietet eine ablrzende Notationifr Selektoren direkt als Argumente des Konstruktors bei der
Datentypdeklaration:

si=...] c(...;sel:s;...)| ...

Dadurch werden die Axiomaif die Selektoren induziert.
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Beispiel 38: Angabe von Selektoren in Konstruktordeklarationen

1. Person

Bei Angabe der Selektoren in der Datentypdeklaratiarssen die Selektoraxiome nicht explizit
geschrieben werden.
specPERSONGg =
sorts String, Person

generated typePerson ::= makePers@etName : String; getAddress : Address
end

2. Ganze Zahlen

specINT_g =
generated typelnt ::= zero| sucgpred : Inf | predsucc: In}
end

<

Uber Spezifikationen mit Erreichbarkeitsbedinungen kann man weitere Funktionenasfikiai durch
strukturelle Rekursion definieren; technischhit man fir die zu definierende Funktion ein Argument,
fur das ftir jeden Konstruktor ein Axiom angegeben wird.

Beispiel 39: strukturelle Rekursion zur Definition von Funktionen unddikaten
Uber NAT_g kann man weitere Funktionen undiBlikate durch strukturell rekursive Axiome dififen.

specNAT1 =
NAT_g then
ops _+4_:Natx Nat— Nat
preds < :Natx Nat
vars n,m: Nat
axioms n+zero=n
n+ sucgm) = sucgn-+ m)
- (n < zerg
zero< sucgm)
(sucgn) < sucgm)) = (N < m)
end

Eine andere Niglichkeit sindexplizite Definitionemer Form
f(x)=... bzw. px) =...

fur Funktions- bzw. Rrdikatensymbole. Dies ist immerdglich, auch ohne Erreichbarkeitsbedingungen.

Beispiel 40:
SpecNAT2 =
NAT1 then
ops double : Nat— Nat
preds _ < _:Natx Nat
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vars n,m: Nat
axioms doublgn) =n+n

(n<m=(n<mvn=m)
end

<

Man kann die strukturelle Rekursion verfeinern zur Rekurgiber mehrere Argumente. Dann muss
fur die angegebenen Argumente eine Menge von Konstruktortermen gefunden werden, dilalle F
Uberdecken, vgl. die Definition voa in NAT1.

4.3 Spezifikation initialer und freier Strukturen

Zur Spezifikation initialer und freier Strukturen bietet CASL das Konstftée , das ganz analog zu
generatedverwendet wird.

Definition 26 (Freie Substrukturen)

1. Gegeben sé&l = (SF,P) und se S. Ein Ausdruck g der Form
free { sortss, opsC}

fuhrt die Sorte s und die Operationen C &lsie Konstruktorerilr die Sorte s ein.

Wie beigeneratedfordert man syntaktisch, dass jedes € die Sorte s als Wertebereich besitzt,
d.h.

cc U Fus

we Sk

2. Sei 9 die Menge der in C vorkommenden Sorten ungleich s. EiS¢ruktur Aerfullt g (A= g),
wenn die Substruktur|fc) eine freie Erweiterung von|f, g) ist.

Beispiel 41.:

1. Natirliche Zahlen

Das Standardmodel der natirlichen Zahlen ist initial (und damit frei) in der Klasse aller Alge-
bren von NAT. Durch Angabe vofree braucht man die Axiome von NAT nicht explizit aufzu-
schreiben.

specNAT _f =
free type Nat ::= zerg succNat)
end

2. Ganze Zahlen

specINT_f =
free type Int ::= zero| succpred : In} | predsucc: In}
end
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Analyse. Jedes Modell von INTf ist isomorph zum Standardmodell der ganzen Zahlen. Die
Modelle von INT_f sind initial in der Modellklasse von INTg.

3. Verbundtypen

specPERSONT =

sorts String, Address

free type Person ::= makePers@etName : String; getAddress : Addrgss
end

Analyse. Aufgrund der Angabe der Selektoren besteht bei PERSON kein Unterschied zu der
Semantik vongenerated. Da String und Address verschieden von Person sind, wird die freie
Erweiterung der Tagermengen dieser Sorten gebildet. Die Selektoren sichern, dass die Funktion
makePerson injektiv ist. Die Bedingung déireiheit* hat hier keinen z@szlichen Effekt.

4. Listen
Die Struktur der endlichen Listen ist eine freie Erweiterung des Elementtyps Elem.

specLISTO =
sorts Elem
free type List ::=nil | congElem; List)
ops first: List —7? Elem
rest: List—? List
vars x: Elem;| : List
axioms — def first(nil)
— def restnil)
first(congx,l)) = x
res{congx,l)) = |
end

Hier bedeutet die Angabe des Fragezeichens, dass first und tagidimerweise) partielle Selek-
toren sind, die dir nil nicht definiert sind. Das Definiertheitgmlikat,def “ erlaubt die genaue
Spezifikation der nicht definierten Funktionswerte. In kompakterer Notation kann man schreiben

specLISTO =
sorts Elem
free { type List ::= nil | congfirst: ?Elem; rest: ?Ligt
axioms - def first(nil)
— def restnil)
}
end

4.4 Spezifikation grundlegender Rechenstrukturen
4.4.1 Keller

specSTACK =
sorts Elem
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free type Stack ::= empty pusHElem; Stack
ops top : Stack—? Elem
pop : Stack— Stack
vars d: Elem;s: Stack
axioms — def topgempty)

top(push(d,s)) =d
pop(empty) = empty

pop(push(d,s)) ='s
end

Analyse.

¢ ,Bis auf Umbennungquivalent® zu Spezifikation LISTO (Staek List, empty— nil, push—
cons).

e Elemente vorAsiackin Modell A (paarweise verschieden):

{empty*, push, (d1, empty?), push'(dy, push(da,empty?)), ... | di € Aglem}

Keller mit Error-Elementen

specEELEM =
sorts EElem
ops errord : EElem
end
SpecESTACK =
EELEM then
free { type EStack ::= errorst empty| pusiEElem; EStack
vars d: EElem;s: EStack
axioms pusHhd,errors) = errorst
pusHerrord s) = errorst
}
ops top : EStack— EElem
pop : EStack— EStack
vars d: EElem;s: EStack
axioms top(errorsy = errord

pop(errors) = errorst
top(empty) = errord
pop(empty) = errorst
top(push(d,s)) =d

pop(push(d,s)) =s
end
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Analyse. Die Spezifikation wird durch die,Standard"-)Definition der Errorwerte aufgéht. Sie ist
nicht viel allgemeiner als die Spezifikation mit partieller Funktiantbp.

Dieses Beispiel entsprichstrikter* Fehlerbehandlung:

f(...error...) = error

Es gibt aber auch andereddlichkeiten, Fehler zu behandeln (vgl. SML-Fehlerbehandlung).

4.4.2 Birdre Baume mit Knotenmarkierungen

specTREE =
sorts
free type
ops

vars
axioms

end

Elem

Tree ::= empty nod€Tree; Elem; Treg
left, right : Tree— Tree
label : Tree—? Elem
t1,t>: Tree;d: Elem
left(empty) = empty

— def labe(empty)
right(empty) = empty
left(node€ty, d,ty)) =11
labelnodgty, d,tp)) =d
right(noddt;,d,tz)) =t

Achtung: labellempty) ist undefiniert. Besser &ve ev. die Eiriihrung von Fehlerelementegé, und

#1ree Mit den Axiomen:

labellempty) = #gjem
left(empty) = right(empty) = #tree

4.4.3 Lose endliche Mengen

SpecLSETNAT =

BOOLland NAT_g then
generated typeSet ::= empty addNat; Sej

ops
vars
axioms

end

Analyse.

1. Esqilt

iselem : Natx Set— Bool

b:Bool; x,y: Nat; s: Set

iselem(x,empty) = false

iselemx,addy,s)) = or(eq(x,y),iselen{x,s))

SETNAT = iselem(x,addx, s)) = true
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Dagegen ist die Gleichung
add’x,addx,s)) = addx,s)
erfullbar, aber nicht gltig in allen Modellen.

2. Modelle:
Die folgenden Sig. SETNAT)-Algebren sind Modelle von LSETNAT:

(a) Endliche Listen naitrlicher Zahlen

Lnat =N, Lpgooi={T,F},... (Standardmodelle von NAT und BOOL)
Lset= N*

empty =¢

add-(X, (y1,...,¥k)) = (X,Y1,.--,¥k)

iselem(x, (y1,...,¥k)) =T, falls i€ {1,... .k} : x=Yy

iselen(x, (y1,...,Y¥k)) = F sonst

L ist ein initiales Modell, das z.B die folgenden Terme unterscheidet:

{empty,add n1,empty),add ny,add nz,empty)),... }
da es keine Axiome mit =s¢t’ gibt und daher zwischen diesen Termen keine Gleichheit
beweisbar ist.
(b) Endliche Mengen nétlicher Zahlen

Mnat=N, Mgoo = {T,F},... (Standardmodelle von NAT und BOOL)
Mset={uC N | uendlich}

empty! =0

addx,{y1,...,¥i}) = {x}U{ys,.... ¥k}

iselem(x, {y1,...,¥x}) =T, fallsx € {y1,...,¥«}

iselem(x, {y1,...,yk}) = F sonst

(c) Endliche Multimengen (Bags) rialicher Zahlen eiillen
addx,addy,s)) = addy,addx,s))
aber nicht
addx,s) = addx,add x,s))

3. Struktur der Modellklasse
Die oben genannten Modelle sind nicht isomorph. Es gh®rabahlbar viele nicht-isomorphe
erreichbare Modelle von LSETNAT. Wird SETNAT um die beiden Axiome
addx,s) = addx,addx,s))
addxaddy,s)) = addy,addxs))

erganzt, so gibt es unter den Modellen, die auf den Standardmodellerd B basieren, bis auf
Isomorphie nur noch das Modell der endlichen Mengeiintiaher Zahlen.
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4.5 Strukturierte Spezifikationen

Wie aus verschiedenen Beispielen ersichtlich, ist es sinnvoll, Spezifikationen systematisch zu konstru-
ieren. Im folgenden werden vier grundlegende Strukturierungskonzepte vorgestellt und semantisch defi-
niert.

SeiSpealie Menge aller Spezifikationsausidke undSigndie Menge aller Signaturen.

Fur jedesSPe Specsei

e Sig(SP) € Signdie Signatur vorsPund

e Mod(SP) C Struc(Sig(SP)) bzw. Mod SP) € Alg(Sig(SP)) die Klasse der Modelle vo8P.

4.5.1 Summe zweier Spezifikationen

Die Summe von Spezifikationen ist folgendermal3en definiert:

Definition 27

Sig(SPLand SB) = Sig(SP) USig(SR)
Mod(SP, and SR) = {Aec Alg(sig(SP, and SR,)) |
Alsigsp) € Mod(SPy) und Agigsp,) € Mod(SP) }

d.h. Modelle von SPand SR, sind alle Modelle der Signatuig(SP;) U Sig(SP), die sowohl die Axio-
me von SPwie von SR erfillen (, Vereinigung der Signaturen, Durchschnitt der Modelle").

Beispiel 42: Die Spezifikation NATand BOOL beschreibt folgende Modelle:

Mod(NAT and BOOL) = { A € Alg(Sig(NAT and BOOL)) |
Alsignat) € MOd(NAT ), Alsigsoor) € Mod(BOOL) }

Bemerkung: Gemeinsame Sorten- und Funktionssymbole werden identifizggshared"). Sind die
gemeinsamen Teile vdBPL undSP2 inkonsistent, so aucBPL and SF2.

Beispiel 43: Die Summe der folgenden Spezifikatior@h und SR ist inkonsistent.

SP = {(({s},{a,b:s, f:s—s}),—(a=h))
SR, =(({s},{a,b,c:s}),a=b)

Sig(SP. and SR,) = ({s},{a,b,c:s, f :5—s})
Mod(SP; and SB) =0
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4.5.2 Erweiterung

Die Erweiterung einer Spezifikation SP rtiien um neue Sorten, Funktionssymbole und Axiome kann
auf die Summe ziickgefihrt werden.

Definition 28 (Erweiterung)

SPthen sorts S, opsF; axiomsE end =def
SPand ((sortgSig(SP)) U S,opgSig(SP)) UF), E)

Es ist rotig sortgSig(SP)) und op$Sig(SP)) anzugeben, um einevohldefinierte” Signatur zu erhalten,

die alle Symbole aus E eritl.

4.5.3 Kapselung durch, Verstecken" von Symbolen

Das Verstecken von Symbolen dient dazu, Hilfssymbole nicht nach auf3en sichtbar zu manchen. Ein

anderer Grund kann sein, dass einem Kunden gewisse Funktionen nicht Zigwiyfgestellt werden
sollen.

SeienS;, F; Listen von Sorten und Funktionssymbolen, und=ei (S F) eine Signatur. Mit
Z—(S,F)

bezeichnen wir diejenige Signatur, aus der

e alle Sorten und Funktionssymbole gésundF1 sowie

¢ alle Funktionssymbole , die ein Element vBnin ihrer Funktionaliét aufweisen

gestrichen sind.
Formal sel — (S;,F;) die Signatuz~ = (S™,F~) mit

S =gt S\S
Fus =def Fuws\(F1,.U{f € Fus | wodersenthalt ein Element vorg, })

Damit kann man das Verstecken von Symbolen durch Reduktbildung definieren:
Definition 29 (Hiding)

Sig(SPhide (S,F1)) = =~
Mod(SPhide (Si,F1)) = {Bls- | B Mod(Z)}

Beispiel 44: Kapselung von Hilfsfunktionen

Die folgende CASL-Spezifikation beschreibt das Sortieren von Listefirlichter Zahlen durch
Einfugen. Die Hilfsfunktion insert wird nur innerhalb des Moduls gt und nach aul3ejversteckt.
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SpecINSSORT =
( LISTNAT then

ops insert : Natx List — List

sort : List— List
vars

axioms inser{x,empty) = congx,empty)
inser(x,congy,l)) = congx,congy,l)) whenx <y elsecongy, inser{x,))
sortlempty) = empty
sortcongx,l)) = inser(x,sort())
)  hideinsert
end

4.5.4 Umbenennung

Zur Definition der Umbenennung von Symbolen einer Spezifikatiowtigen wir noch den Begriff des
Signaturmorphismus und desRedukts.

Ein Signaturmorphismuist eine Abbildung zwischen Signaturen, bei der die Funkticiadier abgebil-
deten Funktionssymbole mit der Abbildung der Sorten @gfich ist.

Definition 30 (Signaturmorphismus)
1. Seienz = (S F) und¥’ = (S,F’) Signaturen. Eine Abbildung = (Osort, Oop) Mit
O-S()rt:s—>sl O-OpF_>F/

heiRtSignaturmorphismuson 2 nachZ/, geschrieberw : = — 2/, wenn @ir alle f € Fis, 5.9
gilt

Gop(f) - Osort(St); - - - » Ssort(Sh) — Osort(S)
das heif3t, wenn die Funktionalitvonaop(f) mit der Abbildung der Sorten veéglich ist.

2. Seio : ¥ — ¥’ eininjektiver Signaturmorphismus, & Alg(Z). Die o-Ubersetzungi(A) von A ist
die Algebra mit

G(A)Gsort(s) =det As und O'op(f)o(A) =der A
3. Seio: ~ — ' Signaturmorphismus, B Alg(X'). Daso-ReduktB|s ist die Z-Algebra mit

(Blo)s =def Bogys) Und B =ger (Oop(f))®

Beispiel 45: Signaturmorphismen
1. Vertraglichkeit vonasert und aop.
Ist etwaosort(Nat) = Int undagp(sucg = succ und gilt
succ : Nat— Nat
in der Signatuz, dann muss in der Bildsignatur gelten

succ : Int— Int
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2. Fir die Definition deio-Ubersetzung ist die Injektivit vono notwendig. Sei z.B.

o : (Sig(MONOID) U {f : Mon}) — Sig(NAT)
Osort(Mon) = Nat

Oop(€) = Ogp(f) = zero

Oop(©) = +

Dies ist ein wohldefinierter Signaturmorphismus. Betrachte nun den Mdhoit
Myon=N =0 {M=1

Dann warea(M) nicht wohldefiniert, da sowohl
zerd™) = (0gp(e)) "™ =M =0

als auch
zerd™) = (ggp())°M =M =1

gelten niisste. Dagegen ist die Reduktbildurig beliebige Signaturmorphismerbiglich. <

In CASL definiert man einen Signaturmorphismus durch Angabe der Umbenennung der Sorten und
Funktionszeichen.

Definition 31

1. Sei eine Signatuk gegeben. Eine endliche Abbilduag zwischen Zeichen der Form:
[S1 Q1S Gk, f1— G1,- -, fn = On]

wobei Sorten auf Sorten und Funktionszeichen auf Funktionszeichen (ohne Angabe der Funktio-
nalitat) abgebildet werden, induziert einen Signaturmorphismusn in die durch die Umbe-
nennung definierte Bildsignatd = o(ZX).

Sorten oder Funktionszeichen vandie in der Zeichenabbildung nicht ealnt werden, werden
identisch naclt’ abgebildet.

Die Umbenennung von Definitions- und Wertebereich der Funktionszeichen ergibt sich aus der
Umbenennung der Sorten.

2. Dies induziert auch eine &lichkeit der Umbenennung von Spezifikationen: Die Umbenennung
SPwith o

ist definiert als

Sig(SPwith o) = o(Sig(SP)
Mod(SPwith ) = {Be Alg(o(Sig(SP))) | B|s € Mod(SP) }

Bemerkung: Ist der durchog induzigrte Signaturmorphismusinjektiv und damit bzgl. der Ergebnis-
signaturog(Z) bijektiv, dann ist dieos-Ubersetzungiir >-Strukturen wohldefiniert. Die Modellklasse der
Umbenennun@Pwith o ist dann gleich

{o(A) € Alg(o(X)) | A€ Mod(SP }
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Beispiel 46: Umbenennung
Sei folgende Monoid-Signatur gegeben:

MON = ({Mon},{e: Mon,o : Mon x Mon — Mon})

1. Dann definiert die Abbildung
mo = [Mon — Nat e — zerqo — +]|
einen Signaturmorphismusvon MON in das Bild der Umbenennung
NATMON = ({Nat},{zero: Naf+ : Natx Nat— Nat})

Daminjektiv ist, bildet diem-Ubersetzung jedes Modell eines Monoids (wie z.B. das Standardmo-
dell der ganzen Zahlen mit O und Addition, Vektoren mit dem Nullvektor und der Vektoraddition
oder den Raum der einstelligen Funktionen mit der Idatsitinktion und der Funktionskomposi-
tion) auf die (bis auf Umbenennung gleiche) Struktur der Signatur NATMON ab.

2. Die Umbenennung

MONOID with [Mon+— Nat e+ zerqo — +]

der Spezifikation
specMONOID =
MON then
vars X,¥,Z: Mon
axioms Xoe=X
eox=X
Xo(yo2z) = (xoy)oz
end

mit dem (durch die Umbenennung induzierten) Signaturmorphismibeschreibt die Klasse der
Monoidstrukturen mit Signatur NATMON, d.h. sie hat als Ergebnis die Klasse der Algebren

{A € Alg(NATMON) | Al, € Mod(MONOID) }
Dies ist gleich der Klasse der Algebren
{m(B) € Alg(NATMON) | B € Mod(MONOID) }
|

Das Standardmodell der imlichen Zahlen ist ein Modell dieser Spezifikation, aber auch alle Algebren
der Signatur NATMON, deren Redukt higglich O und+ ein Monoiduber einer akihlbaren Menge ist,
sind Modelle.

Ist die Zielsignatur echt umfangreicher als die durch die Umbenennung induzierte Signatur oder ist der
Signaturmorphismus nicht injektiv, muss man mit dem Redukt arbeiten. Insbesondétigtoman die
Reduktbildung zur Eridrung von Sichten. Man spricht von einer Sicht auf eine Spezifikation, wenn die
Sicht von gewissen Symbolen und Eigenschaften abstrahiert. Z.B. kann manidlehat Zahlen als
Monoide auffassen: Monoide sind eine Sicht auf die digmiahen Zahlen.

Zunachst definieren wir den Begriff des Theoriemorphismus.

Ein Theoriemorphismua : SP, — SP, ist ein Signaturmorphismus so, d&i3 alle Axiome der mitx
umbenannten Spezifikati@P, erfullt.

Formal definieren wir:
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Definition 32 (Theoriemorphismus, Sicht)

1. Ein Theoriemorphismus : SP, — SR, ist ein Signaturmorphismus : Sig(SP,) — Sig(SR), so
dass @ir jedes Modell Me Mod(SR,) gilt
(*)  Mlq € Mod(SR)
2. Seiag eine endliche Abbildung zwischen Zeichen.

Ist der durchag induzierte Signaturmorphismus: Sig(SP;) — Sig(SP.) wohldefiniert und ein
Theoriemorphismus, dann definiert dies etheht die durch

view SM: SP, to SB. = qg
spezifiziert und mit dem Namen SM versehen wird.
Die Semantik von SM ist der Theoriemorphismas

Bemerkung: Die Bedingung(x) ist aquivalent dazu, dass? die Axiome der umbenannten Spezifi-
kation

SPL with o
erfullt, d.h.
Mod(SR) C Mod(SP, with o)

Beispiel 47:

1. o-Redukt:

Die folgende Abbildung ist ein Signaturmorphismus von der Monoidsignatur in die Signatur der
natirlichen Zahlen:

i : Sig(MONOID) — Sig(NAT)
psort(Mon) = Nat
Hop(€) = zero
pop(o) =+
Axiome fur Monoide:

e o ist assoziativxo (yoz) = (Xoy)oz
e eist neutrales Element.

Durch Reduktbildung eéit man z.B aus dem StandardmodéH= (N,0,_+1,_+_,_x_,...) der
natirlichen Zahlen eine Monoidstruktit|,,, dasu-Redukt vonN:

(N|u)M0n:N
N =0, (Lo Nh=_4_

2. Sicht:

W ist auch ein Theoriemorphismus, da NAT bzgl+40einen Monoid bildet. Also definieft eine
Sicht von NAT als MONOID:

view NAT _as MONOID : MONOID to NAT =
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4.6 Parametrisierung von Spezifikationen

Parametrisierung ist ein Abstraktionsprozess, bei dem Module von Software zusammengefasst werden.
Dabei wird von Namen abstrahiert, indem diese in einem anderen Zusammenhang durch verschiedene
Parameter ersetzt werden. Unter dem Aspekt der Spezifikation werden solche Spezifikationen betrach-
tet, die eine andere Spezifikation als Parameter erhalten. Ein einfaches Beispiel ist die Spezifikation von
Mengen. Man kann Mengen spezifizieren, ohne die Elemente einer Mahgezu bestimmen. Die Spe-
zifikation der Mengenelemente wird im konkreten Fall, wenn eine bestimmte Margrebestimmten
Elementen verwendet werden soll, als Parameter angegeben. In der Praxis ergibt sich durch die Parame-
trisierung also eine Verringerung des Aufwandes bei der Spezifikation, da man nicht bei jeder Menge
uber verschiedenen Elementen die Menge an sich neu spezifizieren muf3, sondern die mit Parameter
versehene, eventuell sogar schon bewiesene Spezifikation von Mengen benutzen kann.

Definition 33 Eineparametrisierte Spezifikatidodergenerische Spezifikatipiat die Form

specSNSH =
Body
end

wobei

e SN der Name der parametrisierten Spezifikation,
e SP der Name der formalen Parameterspezifikation und

e Body der Rumpf der Spezifikation ist.

SN ist wohldefiniert, wenn der Rumpf den Parameter erweitert, d.h. wenn

SPthen Body

eine wohldefinierte Spezifikation ist (in der durch die Spezifikationsdeklarationen gegebenen Umgebung).
(.- Der Rumpf der parametrisierten Spezifikation ist eine Erweiterung des formalen Parameters.”)

Beispiel 48: parametrisierte Spezifikationen

1. Parametrisierte Listen
Gegeben sei folgende triviale Spezifikation mit einer Sorte:

SpecELEM =
sorts Elem
end
Die Spezifikation LIST[ELEM] erweitert die Spezifikation ELEM um endliche Listen von Ele-
menten.

SpecLIST[ELEM] =
free type List[Elem] ::= nil | congfirst: ?Elem; rest : ?List[Elem]
ops _++_: List[Elem] x List[Elem] — List[Elem]
vars e: Elem; 11" : List[Elem]
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axioms nil ++ | =1
conge,l) ++1I"=conge,| ++1I)
ops reverse : List[Elem}- List[Elem]
axioms reversénil) = nil

reverséconge,l)) = reversél) ++ conge, nil)
end
2. ,Lose" endliche Mengen
Gegeben sei folgende Spezifikation einer Sorte mit einer Gleichheitsoperation:
specELEM_EQ =

BOOL then

sorts Elem

ops eq : Elemx Elem— Bool
vars X,y,z: Elem

axioms eqx,x) = true

eqx,y) = eqy,x)
eqx,y) = trueA eqy, z) = true=- eq(x,z) = true
end
Die generische Spezifikation loser Mengen ist:

specLSET[ELEM_EQ] =
generated typeSet[Elem] ::= empty add Elem; Set[Elem])

ops iselem : Elemx Set[Elem]— Bool
vars X,y : Elem; s: Set[Elem]
axioms iselen(x,empty) = false

iselenm(x,addy,s)) = or(eqx,y),iselen{x,s))
end

Lose Mengen néirlicher Zahlen Bnnen spezifiziert werden durch
LSET[NAT fit Elem— Nat]

Da [Elem+— Naf einen Theoriemorphismus von ELEMQ nach NAT induziert, ist diese Para-
meteilbergabe korrekt. <

Intuitiv kann eine parametrisierte Spezifikation wie LIST[ELEM] als eine Funktion aufgefasst werden,
die jedes ModelM von ELEM zu einem Modellist(M) von LIST[ELEM] erweitert, wobei

listtM)elem = Meiem
list(M)Lisggteri = {(M1,...,mk) | M € Mgiem,k >0}

In jedem ModellM von LSET[ELEM_EQ)] gibt es Elemente der Form
empty!, addxo,empty™, addx,addxy, ...,addx,,empty)...))M

Beispiel 49: Standardmodelle von LSET[NAT]

o P"(N) endliche Mengen von nitlichen Zahlen

fpﬁn(N)Nat = N
P"™(N)senag = {{a1,-..,an} | >0, €N,i=1...,n}
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¢ N* endliche Folgen von natlichen Zahlen
NKIat = N
SetiNa] = {(a1,...,an) | n>0,3 €N,i=1,...,n}
N* ist Modell, da

1. N&eqnay ist Z-erreichbar (bzgl. empty, add), denn jedes Elem@at...,a,) interpretiert
addxy,...addxp,empty)...) mitv(x) =a,i=1,...,n.

2. N* erfullt die Axiome vonLSET|NAT], d.h. die Axiome iir iselem.
e Anderes ModellJ von LSET[Elem]

UNat = N
Useqnay = {PCN | esgibtag,... ane N:P=N\{ay,...,an}}
empty = N

add’(mP) = P\{m}
isele’(mP) = (m¢P)

<

Zur Parameteiibergabanuss der formale Parameter mit dem aktuellen Parameter in Beziehung gebracht
werden:

Die Signatur des formalen Parameters muss in die Signatur des aktuellen Parameters umbenannt werden
und der aktuelle Parameter muss die Anforderungen des formalen Paramétts,etth. es muss einen
Theoriemorphismus von dem formalen Parameter auf den aktuellen Parameter geben.

Z.B. muss zur Instanzierung von ELEM mit einer Spezifikation deiiahen Zahlen die Sorte Elem in
Nat umbenannt werden.

Ein aktueller Parameter von LSET muss eine Sicht auf eine Gleichheitstheorie besitzen.

Definition 34 Sei
specSN'SH = Bodyend

eine generische Spezifikation mit formalem Parameter SP, sei AP ein aktueller Parameter und
SM: SPto AP=0g

ein Theoriemorphismus von SP nach AP (d.h. SM ist eine Sicht auf AP), dann bezeichnen
SNview SM| oder SNAPfit o]

die Instanzierung voisN mit AP. Man schreibt einfach
SNAP]

wenn SM eine identische Einbettung ist.

Die Semantik der Instanzierung ist gegeben durch

(SPthen Body) with ap and AP

Aus technischen Gnden muss jedes Symbol, das sowohl in Body wie in AP vorkommt schon im formalen
Parameter SP vorkommen.
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Bemerkung: Man kann die Instanzierung kategorientheoretisch durch folgenden Push-@ueprkl

SP in SPthen Body
o 5
AP in SP — SNAPfit o

d.h. die InstanzierungP ist die ,kleinste" kompatible Erweiterung voiiP und (SPthen Body) bzgl.
in, o, die

e Namen vorSPmit o nachSNAPfit o] abbildet und
e Namen augBodyJU AP) \ SPidentisch, aber disjunkt vereinigt BNJAP fit o] Uberfihrt.

Man nenntSP auch eing,amalgamierte Summe*, das heil3t, d@&sdie disjunkte Vereinigung voAP
undBodyist, bis auf die (umbenannten) Elemente \&# die gemeinsam benutzt werden.
Betrachte etwa die generische Spezifikation

SpecLIST[ELEM] = free type List[Elem] ::=...end
Die Semantik des Spezifikationsausdrucks

LIST[NAT fit Elem— Nat]
ist die Spezifikation

(ELEM then free typelList[Elem] ::=...)with [Elem+— Nat] and NAT

= (sorts Nat; free type List[Nat] ::=...)and NAT

Da die Beziehung zwischen formalen und aktuellen Parametern ein Theoriemorphismuglistjearf
aktuelle Parameter alle Eigenschaften des formalen Parameters.

Man kdnnte in der hier vorgestellten vereinfachten Parametrisierung auch definieren:
SHAPfit o] = APthen (Bodywith ap)

Beispiel 50:

1. Die Instanzierung von LIST[ELEM] mit nétlichen Zahlen wird durch Umbenennung von Elem
in Nat definiert:

LISTINAT fit [Elem — Nat]]

2. Zur Instanzierung von LSET mit NAT muss zachst nachgewiesen werden, dass der durch
[Elem— Naf induzierte Signaturmorphismus ein Theoriemorphismus ist.

Dann definiert man die Sicht

view NAT _as ELEM_EQ : NAT to ELEM_EQ = [Elem+— Nat]
und erfalt damit

LSET[view NAT _as ELEM_EQ]

als Spezifikationiir lose endliche Mengen riaticher ZahlenAquivalent dazu kann man schrei-
ben:

LSETINAT fit [Elem— Naf]
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Beispiel 51: Mengen durch Listen

Die Listenspezifikation hat eine andere Signatur als die Spezifikation LSET. Um Listen als Mengen zu
sehen, erweitern wir die Signatur der Listen um die Operationen der Mengen:

specLIST1 =
LIST then
ops empty : List
{_} : Nat— List
add : Natx List — List
_U_: List x List — List
end

Durch UmbennerjList — Sef erhélt man eine Signatur, die die Mengensignatur umfasst. Hitie
konnen die Listenoperationen, die nicht in der Schnittstelle von LSET vorkommen, versteckt werden.

Damit erhalten wir die gleiche Schnittstelle und ejkieinere” Modellklasse als LSET, also eiWerfei-
nerungvon LSET. <

4.7 Zusammenfassung

e Eine CASL Spezifikation beschreibt abstrakt eine Klasse von (Rechen-)Strukturen durch Angabe
einer Signatur, bestehend aus
— Sorten fir die Objektmengen
— Funktionssymboleniir die Funktioneruiber Objektmengen
— Pradikatensymboleriif die Relationen zwischen Objekten

und einer endlichen Menge von charakteristischen EigenschaftetiKatenlogischen Formeln 1.
Stufe)

e In CASL konnen,lose" und,freie® Datentypkonstruktoren durcpeneratedund free explizit
angegeben werden. Datentypdeklarationen erlauben eine kompakte Notation der Konstruktoren-
mengen und der zugéhigen Selektoren.

e Spezifikationen &nnen strukturiert aufgebaut werden. Dazu bietet CASL folgendiglighkeiten:
Bildung der
— SummeSP,; and SP, zweier Spezifikationen,

— ErweiterungSPthen S F, E einer Spezifikation mit neuen Sort&nFunktions- und Radika-
tensymboler, P und AxiomenE,

— Umbenennun@Pwith [s— §,....f — ' ...] einer Spezifikation.
AuRRerdem erlaubt CASL

— die Kapselung einer Mend&Y von SymbolenSPhide SYund
— die Parametrisierung von Spezifikationen.

e Umbenennung geschieht mit Hilfe von Signaturmorphismen. Ein Signaturmorphismus ist eine Ab-
bildung der Sorten, Funktions- undd@ikatensymbole einer Signatur auf Symbole gleicher Art,
so dass die Umbenennung der Funktions- urddiRatensymbole vedglich mit der Sortenumbe-
nennung ist.
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Mod(SP)

Mod(Sp™*’)

Mod(SP'")

initiales
Modell

Mod(SP)

Abbildung 6: VerfeinerungsbeziehungesP~~ SP ~~ SP”, SP~ SP'.

e Eine parametrisierte SpezifikatispecSN'SH = Bodykann als eine Funktion aufgefasst werden,
die jedes Modell der Parameterspezifikat®iPzu einem Modell vorsPthen Bodyerweitert.

e Die Parametearbergabe verlangt die Angabe eines Theoriemorphismus vom formalen Parameter
zum aktuellen Parameter. Ein Theoriemorphismus ist ein Signaturmorphismus, der die Eigenschaf-
ten des formalen Parametersa@tihd.h. der aktuelle Parameter muss (modulo Umbennenung) alle
vom formalen Parameter geforderten Eigenschafteillerf. Bei der Parmeté@bergabe werden
die Symbole des formalen Parameters in die des aktuellen Parameteégi(dem Theoriemor-
phismus) umbenannt.

5 Verfeinerungstechniken

Programmentwicklung geht von den Anforderungen zur Implementierung, d.h. von der Beschreibung
des Problems (dasvas") zur Beschreibung derisung (daswie"). Da eine Problembeschreibung idea-
lerweise mehreredsungen z@sst, werden bei der Entwicklung Entwurfsentscheidungen getroffen, die
den Lbosungsraum einschinken. In der Sprechweise der Spezifikationen heil3t das, die Modellklasse ei-
ner Anforderungsspezifikation so weit einzusaiicen, bis man eine ausfrbare Spezifikation edélt, die

nach Transformation odétbersetzung auf dem Rechner dirsbar ist. In diesem Abschnitt betrachten

wir grundlegende Techniken deerfeinerung von Spezifikationen — und zwar

¢ Verfeinerung von funktionalen Anforderungen: funktionale Verfeinerung,
e \erfeinerung der Datenstruktur: Wechsel der Datenstruktur und

o Ubergang von aughrbaren Spezifikationen zu funktionalen Programmen

5.1 Der Verfeinerungsbegriff: Verfeinerung durch Modellklassen-Inklusionen

Definition 35 SP ist eineVerfeinerungvon SP (geschrieben SR SP), falls Sig(SP) = Sig(SP) und
Mod(SP) C Mod(SP).
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Bemerkung:

1. Intuitiv heiR3t dies, dass die Signaturen vBR und SP gleich sind undSP mehr Eigenschaften
erfullt als SP. Es wird nicht verlangt, das3P erfillbar ist (d.h. mindestens ein Modell besitzt), da
in einer Programmentwicklung der A8R, ~~ SB,_1 ~» ... ~» SR, die in einem Programm endet,
das durch eine Spezifikati®R, repiasentiert wird, automatisch gilt:

| Mod(SRy) |=1 (bis auf Isomorphie)
und daher

Mod(SR) #0 furi=0,...,n

2. Idealerweise besteht eine Programmentwicklung aus einer Kette von Verfeinerungen:
SR, ~ SP_1~ ...~ Sh

wobeiSR eine audiihrbare Spezifikation ist.

(Die Form der Axiome einer ausiirbaren Spezifikationdmgt von der geahlten Implementie-
rungssprache ab. In CASL sind es bedingte Gleichungen; bei funktionalen Sprachen wie SML
sind es rekursive oder induktive Gleichungen.)

Lemma 36

1. ~~ ist eine partielle Ordnung, d.h« ist reflexiv, transitiv und antisymmetrisch.

2. Alle spezifikationshildenden Operationen (und damit insbesondere Summe, Erweiterung, Umbe-
nennung, Kapselung) sind monoton bzgl. Zum Beispiel gilt also

SP~~SP = SPhide SY~~ SP, hide SY

3. Fur jeden mit spezifikationsbildenden Operationen (wie Summe, Erweiterung, Umbenennung,
Kapselung) gebildeten Spezifikationsausdruf&RCgilt

SP~SP = C[SH~ C[SP|

Das heil3t, jede lokale Verfeinerung ist global.

Methodisch gibt es zwei einfache Techniken, um Spezifikationen zu verfeinern. Bei der axiomatischen
Erweiterung reichert man eine Spezifikation um neue Sorten, Funktionssymbole und Axiome an. Bei der
axiomatischen Verfeinerungoknen auchalte” Axiome durch neue ersetzt werden; diélt@keit der

alten Axiome muss dann aber nachgewiesen werden.

Definition 37
1. (¥1,E1) heiBtaxiomatische Erweiterungpn (2, E) falls ¥ C 33 und EC E;. Es gilt
(Z, E) ~ (Z]_, El) hide (Zl \ Z)

Man spricht voraxiomatischer Anreicherungglls nur neue Axiome hinzugeft werden.
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2. (21,E1) heiRtaxiomatische Verfeinerungpn (Z,E) falls ¥ C 23 und & + E. Es gilt

(Z, E) ~o (Zl, El) hide (Zl \ Z)

Man spricht vonaxiomatischer Verfeinerung modulo Umbenennung falls die Namen in(Z3,E;)
angepasst werdenimsen, d.h. wenn
o: (Z, E) — (Zl,El)

ein Theoriemorphismus ist.

Die axiomatische Verfeinerung modulo Umbenennung ist ein Spezidlfatidn Wechsel einer Daten-
struktur (siehe Abschniti.?2).

Beispiel 52: Groldter gemeinsamer Teiler

specNATDIV =
NAT then
ops _div_,_mod_: Natx Nat— Nat
preds _ | —:Natx Nat %%{ist Teiler vor}%
vars X,y : Nat
axioms X|y=3z:Nat xxz=y
y>0=x=(xdivy)*xy+ (x mody)
y> 0= (xmody) <y
end
specNATGCD =
NATDIV  then
ops gcd : Natx Nat— Nat
vars X,Y,z: Nat
axioms gedx,y) | x
gedx,y) |y
z|xAzly=z|gcdX,y)
end

specNATEuclid =

NATDIV  then

ops gcd : Natx Nat— Nat
vars X,y : Nat

axioms y=0=gcdXx,y) =X

y>0AXx<y= gcdXx,y) =gcdXx,y—X)

y>0Ay<x=gcdxy) = gcdy,x)
end

NATEuclid ist eine axiomatische Verfeinerung von NATGCD, denn:

AXNATEUCld = AXNATGCD

Insbesondere wird NATGCD durch NATEuclid verfeinert: NATGGBNATEuclid. <
Die folgenden Beispiele exlitern die beiden Grundtechniken:
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Beispiel 53: Axiomatische Anreicherung und Verfeinerung

1. Axiomatische Anreicherung: Hinzunahme von Axiomen

SpecLSETNAT =
BOOL and NAT then
sorts Set
ops empty : Set
{=} : Nat— Set
add : Natx Set— Set
_U_: Setx Set— Set
_aus_: Natx Set— Bool
vars X,y:Nat sy, s : Set
axioms add’x,s) = sU{x}
X aus empty= false
xaus{y} = (x=Yy)
Xaus(spUsp) = (X aussp)or(x aussp)
end
SpecSETNAT =
LSETNAT then
vars S1,%,S3: Set
axioms sUs=s
U =5Us
siU(USs) = (s1US)Uss
end

Offensichtlich gilt LSETNAT~» SETNAT.

SETNAT ist eine axiomatische Anreicherung von LSETNAT.

O Listen
initial

SETNAT

LSETNAT

Abbildung 7: Verfeinerung von LSETNAT durch SETNAT.

2. Axiomatische Anreicherung: LSTACK zu STACK.

specLSTACK =
sorts Stack, Data;
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ops empty : Stack
push : Datax Stack— Stack
pop : Stack—? Stack
top : Stack—? Data

vars x: Data;s: Stack

axioms top(pushx,s)) = x
pop(push(x,s)) = s

end

STACK ist eine axiomatische Anreicherung von LSTACK um die Datentypdeklaration
free type Stack ::= empty pushData; Stack

und die Axiome

- def pogempty)
- def topglempty)

Es gilt: LSTACK~- STACK.

3. Axiomatische Verfeinerung modulo Umbenennung: Verfeinerdoger* Mengen durch Folgen
Die folgende Spezifikation von Listen rimlicher Zahlen sei gegeben.
SPecLISTNAT =
NAT %%{Spez. von nat. Zahlen mit Boolescher Gleichheit%q then
free type List ::= nil | congElem; List)
ops first: List—? Elem
rest: List—? List
_++_:Listx List — List
vars X: Elem; X,y : List
axioms — def first(nil)
first(congx,x)) = x
— def restnil)
res{congx, X)) =X
nil++y =y
congx, X ) ++y = congx,x ++y;)
end

Dann definiert man eine Erweiterung von LISTNAT um die Mengenfunktionen.

specSET_by_LIST =
LISTNAT then

ops empty : List
{-} : Nat— List
add : Natx List — List
_U_: List x List — List
_aus_: Natx List — Bool
vars X,y:Nat; s,8,% : List
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5.2

axioms %%{ Explizite Definition der Mengenoperationen empfy}, add,U}%

empty= nil
{x} = congx,nil)
addx,s) = congx,s)
U =5 t+ S
%%{ Induktive Definition der Mengenoperatioraus_}%
x aus nil= false
X aus congy,s) = (eq(x,y)or(x auss))

end

specSET_by_LIST1 =
(SET_by_LIST with [List — Set])
hide nil, cons, first, rest, ++

end

In dieser Implementierung wird die Mengenvereinigung durch Konkatenation dargestellt, d.h.
Einflgen in eine Menge geschieht in konstanter Zeit. Suche erfordert lineare Zeit: alle Elemen-
te der Menges missen durchgesehen werden, um festzustellen xdashkt in sist. Es gilt

LSETNAT ~ SET_by_LIST1

Wechsel der Datenstruktur

Jede Programmiersprache stellt Konstrukte zur Beschreibung von konkreten Datenstrukturen zur
Verfugung, durch die natlich nicht alle abstrakt definierten Daten direkt modelliert werdi@amien. Au-
Rerdem ist es aus EffizienZgrden faufig notwendig, bestimmte Datenstrukturen zu verwenden. Deshalb
besteht eine wichtige Aufgabe bei der Programmentwicklung darin, Methoden zum korrekten Wechsel
der Datenstruktur bereitzustellen.

»Simulation einer Z-Struktur durch eine '-Struktur

Intuitiv wird eine (S, F)-StrukturA durch eing(S;, F1)-StrukturB simuliert, wenn jede Bgermengé
von A durch eine Teilmenge

Rep C By

einer Tiagermeng8y von B reprasentiert wird, und wenn jedes FunktionssymbelF durch ein Funk-
tionssymbof; € F; reprasentiert wird.

Dabei lonnen mehrere Elemente v&tep das gleiche Element vois repiasentieren, d.h. es existiert
eineAquivalenzrelation~s auf Rep mit by ~g by gdw. b; undb, das gleiche Element regsentieren.

Natirlich muss~g mit den Operationen voAg vertraglich sein, d.h.

b; € Rep, bz € Rep undby ~sby impliziert f2(by) ~sfE(b2) € Rep

fur alle Repéasentantefy von Funktionssymbolehe F.

Repmuss abgeschlossen sein unter den OperationerFydrh. fir f : s— s muss fir alleb € Rep
gelten:

fi(b) € Repy

Formal definieren wir :
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Definition 38 (Simulation)

1. Seiz C 2;.
EineX;-Struktur Bsimuliert identischeine=-Struktur A bzgl. Réh ~B, falls

(a) Rel® C Bsfuralle se S,
(b) ~8B ist eineZ-Kongruenz auf Reffir alle sc S, und

(c) Aistisomorph zu R&y ~B wobei Ref/ ~B =get ((Ref)/ ~B)scs.
2. EineX;-Struktur Bsimuliert einez-StrukturA bzgl. Umbenennung : = — 31, Ref® und~-B falls

(a) Ref C By furalle se S,
(b) ~Bist einep(X)-Kongruenz auf Répfirr alle se S, und
(c) A= Rep/ ~B.

Jede identische Simulation ist also eine Simulation.

Beispiel 54: Listen simulieren Mengen

Wir definieren die Umbenennung
p : Sig(SETNAT) — Sig(SET_by_LIST)
wie vorher algSet— List], d.h.p ist folgendermaRen definiert:

p(Sefh = List und p(x) =X, sonst

Die StrukturN* der endlichen Listen simuliert auf folgende verschiedene Arten die Struktur der endli-

chen Menger?™(N) Uiber naiirlichen Zahlen bzgl. der Umbenennupg

1. Simulation der Mengen durch die Strukturder ungeordneten Listen.

Reiget = N
R(:“mat = N
Rngool = {T,F}
empty = ¢
xaud (xi,..., %) < x=xfureinie{1,....n}
MY =
add (X, (X1,..., %)) = (X,X1,...,%)
<X17"'7Xn>UU <y17"'7ym> = <X17-~-7Xn7Yl7--~7Ym>

<X1>' .- 7Xrl> ~Y <y17' = 7ym> A {le- .. 7Xn} = {yla' .- ,ym},
d.h. die beiden Folgen haben die gleichen Elemente
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2. Simulation der Mengen durch die Struk@rder geordneten Listen.

ReEy = {(X,...,X%) | X1 <...<Xn,Nn>0}
empty’ = ¢
xaus (x1,..., %) < x=x fureinic{1,...,n}
¢ =
ach(x,(xl,...,xn>) _ (X1, ey X0y Xy Xt 2y - -y Xn) faIsti<x<"xi+.1.
(X1,...,Xn) falls x = x; fur eini
X, X)) UG (Y1, Ym) = (Z1,...,2) € Ref&y,

wobei{x1,...,Xn,Y1,---,Ym} ={z1,..., &}
5~°s & s=%

3. Simulation der Mengen durch die Strukt&der schwach geordneten Listen

Re@S = {(X1,....%) | X1 <...<Xn,n>0}
empty’®¢ = ¢
M =
Xxaus® (xq,..., %) < x=x fureinic {1,...,n}
addPCe(x, (X1,..., %)) = (Xg,..., %, %% +1,...,%) falls xp < x < Xxi41
(X, X)) USC (Y1, Ym) = (Z1,...,%) € Re@S, wobei(z, ..., z)

eine Permutation vofXy, ..., Xn) ++ (Y1,...,Ym) ist

<X17"'axn> NSG<Y1a~~,ym> = {Xla”'vxn}:{yla"')ym}a
d.h. die beiden Folgen haben die gleichen Elemente

Bei U wird ein Quotient vorN* gebildet,G verwendet eine Teilmenge va\*, SG kombiniert
Teilmengen und Quotientenbildung. <

Da die Signatur der simulierenden Struktur i.a. noch weitere Symbol@le(ithBeispiel54 die Grun-
doperationen auf Listen zatlich zu den Mengenoperationen), entspricht die Konstruktion folgenden
Schritten:

1. Forget: Vergessen aller Symbole, die nicht p(is) stammen
2. Restrict: Einschiinkung auf die Refisentantenmengdep

3. Identify: Quotientenbildung bzgk-s.
Man spricht deshalb auch vgirorget-Restrict-ldentify*-Verfeinerung .

Definition 39 Eine Spezifikation SHFRI-implementiereine Spezifikation SP bzgl. eines Signaturmor-
phismuso : Sig(SP) — Sig(SP,) (geschrieben SP~4 SP), falls jedes Modell B von $Bin Modell von
SP bzgl. passender Repnd ~B simuliert.

Satz 40 Die Implementierungsbeziehurg ist transitiv: Gilt SR ~»5, SP, und SB ~~ 02SB;, so folgt
Spl WCHOGZ S%
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Beweis. Wir beweisen den Satz der Einfachheit halber riuriflentische Simulationen und lassen
Sortenangaben weg. Es geBB; ~~+ig SB undSPh ~~jq SRs.

SeiBz € Mod(SPR).

Dazu gibt esB, € Mod(SP,), Ref® C Bz und eine SigSP)-Kongruenz~g, mit Ref/ ~p,~ By.
Seiabsg : Rep® — B, die vom Isomorphismus induzierte Abbildung. Ebenso gibties3p ein B; €
Mod(Sp1), Ref? C B; und eine SigSP;)-Kongruenz~g, mit Rep?/ ~g,=~ B;. Seiabs : Reff? — B
die vom Isomorphismus induzierte Abbildung (vgl. Aldl.

7
'l'

RePg; 2

‘..h_\i\_‘.

Abbildung 8: Transitiviéit der FRI-Implementierung.

Definiere
Rep =def {X€Reg® | esgibty € Re? : abg(x) =y}
und seiabs= abs o abs;. Dann wird die gewinschte Kongruenz atepdefiniert durch
X~y « abg(absg(x)) =abg(abs(y))
Q.E.D.

Als abschlieRendes Beispiel betrachten wir die Implementierung von Kellern durch Felder.

Beispiel 55: Spezifikation,funktionaler‘ Felder

Die folgende Spezifikation ARRAY beschreibt Felder mit Elementen vom Typ llzaeinem Indextyp,
spezifiziert durch INDEX. INDEX kann sowohiif einen endlichen Indextyp wiéif einen unendlichen
Indextyp (wie NAT oder INT) stehen.
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=
Slk|o|w|~Nk

specARRAY[INDEX] =

end

DATA
sorts

Array

generated typeArray ::= w| put(Array; Index; Data
%%{w leeres Feld, put Eintragen eines Eleméds

_[-] : Array x Index— Data %% direkter Zugriff}%

ops
vars
axioms

i,j - Index; x,y: Data;a: Array

- def wyj]

put(a,i,x)[j] = x wheni = j elsea]j]

%%({ Zusatzlich kann man noch verlangé#b
I =] = put(put(a,i,x),j,y) = put(a,j,y)

Abbildung 9: Darstellung von Kellern durch Feld und Zeiger.

- (I :J) = pUt(pUt(a,i,X),j,y) - pUt(pUI(avLy)vi?X)

Bemerkung: Die Spezifikation ARRAY bietet nur die unbedingt notwendige Funktioatditr Felder.
In einer komfortableren Spezifikation wird man indich noch weitere Funktionen wid.ange eines

Feldes*,, Test, ob der Inhalt eines Feldelements definiert ist* anbieten.

<

Die Pointer-Array Implementierung stellt jeden Keller als Paar, bestehend aus einem Feld und einer
natirlichen Zahl (Adresse des top-Pointers) dar (vgl. A)bDie Kelleroperationen werden als explizite
Definitionenuber den Array-Pointer-Paaren angegeben.

specSTACK_by_ARRAYPOINTER =
ARRAY[NAT fit Index— Nat] then
generated typeStack ::= paifArray; Nat)

end

ops

vars
axioms

push : Datax Stack— Stack
empty : Stack

pop : Stack— Stack

top : Stack— Stack

x:Data;i : Nat; a: Array
empty= pair(w,0)

pushx, pair(a,i)) = pair(put(a, i, x),sucdi))
pop(pair(a,sucdi))) = pair(a,i)
— def pogpair(a,0))
top(pair(a,sucdi))) = ali

- def toppair(a,0))
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Beispiel 56: Implementierung von STACK durch STACKy_ARRAYPOINTER: Beweisiber Mo-
delle

Um zu zeigen, dass STACKy_ARRAYPOINTER eine FRI-Implementierung von STACK istaien

wir ein beliebiges ModelM von STACK _by_ARRAYPOINTER und definieren folgende Ré&gentati-
onsmengdRepund folgende Kongruenz all, wobei die Stack-Elemente durch Konstruktorterme der
Form paifa,i) dargestellt werden mé € Marray undi € Mygat:

Rnglata = Mbpaa
Rergltack = {pai'M(a,i) | ac MArray7i € Myat}
pait(a,i) ~M paiM(b,j) < i=jAVYk:Natk<i= ak™ = bk
d.h. zwei Felder mit Zeigern sind genau dann gleich, wenn die Zéigereinstimmen und die Felder
unterhalb des Zeigefghereinstimmen.

Die folgenden beiden Reg@gentationen von Kellern sirédjuivalent:

12 10
8 8
5 5
3 3

17 17

12 12

Man sieht sofort, das®l’ =4t Rep’!/ ~u eine wohldefinierte SIGTACK)-Algebra ist, die durch
empty und push erzeugt ist.

Wir zeigen die Giltigkeit der beiden zentralen Axiome:

1. M’ |= top(pushx, pair(a,i))) = x
Sei dazw eine beliebige Belegung. Dann gilt

M v = top(pushx, pair(a,i)))
= top(pair(put(a,i,x),sucdi))) [Def. von push]
put(a,i,x)[i] [Def. von top]
X [Def. von puta,i,x)[i] in ARRAY]

2. M’ = pop(pushx, pair(a,i))) = pair(a,i)
Seiv eine beliebige Belegung.

M’V |= pop(pust(x, pair(a,i)))
= pop(pair(put(a,i,x),sucdi))) [Def. von push]
pair(put(a,i,x),i) [Def. von pop]
~ pair(a,i) [fUr allek < i gilt: put(a,i,x) k] = a[k]]

<

Meist beweist man die Implementierungsbeziehung aber nicht auf Modellebene, sondern auf der Ebene
der Spezifikationen. Dann benutzt man anstelle der M&wg®las charakteristische &fikat vonRep

Wir formulieren folgenden Sat#if flache Spezifikationen.
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Satz 41 Sei SP= (Z,E) eine flache Spezifikation, SBine Spezifikation miBig(SP) O Z und sei
Ax(Rep~) eine Axiomatisierung des charakteristischeradikats von Rep und der Kongruenzrelati-
on~ Uber SP. Sei

specSP’ = SP then Ax(Rep~) end

Dann ist SPeine FRI-Implementierung von SP, falls"Sfte Axiome E von SP auf Rep modwlerfiillt,
d.h.

SP' = Grep~ flralle GEE

wobei Ggep~ induktiv definiert ist durch

p(tl, .. 7tn)Rep~ = p(tl, ee ,tn)
(U=V)Rep~ = U~V
(GL1AG2)rep~ = (G1)rep~ N (G2)Rep~
(7 G)rep~ =~ (Crep~)
(VX:S. G)rep~ = VX:S Rep(X) = Grep~
(3X:s. G)rep~ = 3IX:S Rep(X) A Grep~

Beispiel 57: Modellfreier ImplementierungsbeweigrfSTACK_by_ARRAYPOINTER

Um auf der Ebene der Spezifikationen zu zeigen, dass STAEKARRAYPOINTER eine FRI-
Implementierung von STACK ist, definieren wir das charakteristiscléeliRat Repder Repésentati-
onsmenge und die Kongruerzaxiomatischilber STACK by_ARRAYPOINTER:

preds Refpan: Data
Repstack: Stack
~pata Datax Data
~stack Stackx Stack
vars X Yy:Data;s: Stack;a,b: Array; i,j : Nat
axioms Repata(X) %9%{Reata gilt fUr allex : Data} %
Restack(S) < Ja: Array; i : Nat s= pair(a, i)
X~patay < X=Y
pair(a,i) ~stackpair(b,j) < i =j AVvk:Nat k <i=-ak] = blK]

Dann beweist man die Stackaxiome folgendermafien:

1. STACK_by_ARRAYPOINTER” erfullt das Axiom
Vx: Data;s: Stack top(push(x,s)) = x
relativiert beziglich der Axiome @ir Repund ~, also die Formel

Vx: Data;s: Stack Refata(X) A ResiackS) = top(push(X,s)) ~pataX

Einsetzen der Definitionen vdRepund ~ sowie padikatenlogische Umformung ergibt

Vx: Data;a: Array; i : Nat top(pushx, pair(a,i))) = X
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Der Beweis gelingt mit Hilfe der Axiome von STACKy_ARRAYPOINTER:

top(push(x, pair(a,i)))
= top(pair(put(a,i,x),sucdi))) [Def. von push]
= put(a,i,x)[i] [Def. von top]
= X [Def. von puta,i,x)[i] in ARRAY]

2. STACK_by_ARRAYPOINTER?” erfullt das Axiom
Vx: Data;s: Stack pop(push(x,s)) =s
relativiert beziglich der Axiome @ir Repund ~, also die Formel

Vx: Data;s: Stack Repata(X) A RestackS) = pop(push(x,s)) ~stackS

Einsetzen der Definition voRepund pi&dikatenlogische Umformung ergibt

Vx: Data;a: Array; i : Nat pop(pushx,pair(a,i))) ~stackpair(a,i)
Der Beweis erfolgt wieder mit Hilfe der Axiome von STACKy_ARRAYPOINTER:

pop(pushx, pair(a,i)))
= pop(pair(put(a,i,x),sucdi))) [Def. von push]
= pair(put(a,i,x),i) [Def. von pop]
~stack pair(a,i) [fur allek < i gilt put(a,i,x)[k] = a[k]]

Bemerkung: Beachten Sie, dass in der Implementierung das Gesetz

pop(push(x;s)) =s

nicht gilt, sondern nur

pop(push(X,s)) ~stackS

5.3 Exkurs: Kurze Einfihrung in SML

SML ist ein funktionale Programmiersprache, die ab ca. 1978 von Robin Milner als Metaspracéf

eines der ersten interaktiven Beweissysteme, entwickelt wurde. Die Sprache erfreute sich bald so grof3er
Beliebtheit, dass eine Standardisierung notwendig wurde (ca. 1985). Weiterentwickelt wurde SML u.a.
von Milner, MacQueen (Modulsystem), Tofte, Harper, Cardelli etc.

SML ist eine streng typisierte Sprache mit Konzepténrekursive Datentypen, Ausnahmen, parame-
trische Polymorphie und Moduln. Einer der Vorteile von SML ist, dass der Programmierer fast keine
Typinformation zum Programm geben muss, da der allgemeinste Typ eines SML-Ausdrucks vom Typin-
ferenzsystem von SML berechnet wird.
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Literatur

e L. Paulson: SML for the Working Programmer. Cambridge University Press, 2. Auflage 1997 (??7?)

5.3.1 Typen

Datenobjekte in SML sind Objekte/Werte 1.Klasse. Siarken

1. als Argumente und Resultate von Funktionen auftreten,
2. in einer Deklaration benannt sein und

3. als Teil eines strukturierten Objektes auftreten.

In SML gibt es unter anderem die drei Standardtypen, int undreal. Weiterhin gibt es drei Nglich-
keiten, strukturierte Typen aufzubauen: Singnds’ Typen, so auch

e s => s’: Funktionen vons nachs’,
e s * s': kartesisches Produkt und

e s list: Listen mit Elementen vom Typ.

Beispiel 58: Typen in SML

e int * int

e int * bool * (int => bool)

e int list

e (int * bool) list

e (int => int) list <
Der Typ der Listen ispolymorph (parametrische Polymorphie), was durch UnbestimriteTiypen
(sogenanntgTypvariablen®) ausgedickt wird. Eine Typvariable wiea wird mit einem fihrenden Apo-

stroph geschrieben. Man verwendet Doppelapostroph),(wenn der Parametertyp eine Gleichheit
anbieten muss. Bekal ist dies z.B. nicht der Fall.

Beispiel 59: parametrisierte Typen

® 'a list
® '"'b set
e int list (“a Mitintinstanziert)

® (int * ’'b) list |



Seite 76 Grundlagen der Systementwicklung
5.3 Exkurs: Kurze Eirithrung in SML M. Wirsing, S. Merz

Die Listenkonstruktoren von SML sind

e nilbzw.[]: 'a 1ist die leere Liste

e :: : 'a* 'alist => 'a list Anflgen eines Elements an eine Liste (assoziiert nach
rechts).
Ein Ausdruck wiet2 :: -17 :: 3 :: [] kann auch geschrieben werden alg, -17, 3].

Beispiel 60: Spezielle endliche Listen

Das folgende Beispiel zeigt die Interaktion mit einem SML-Interpreter. Eingaben (eingeleitet durch den
Prompt-) sind kursiv, Ausgaben (eingeleitet durghnormal dargestellt. \&hrend beim ersten Beispiel
der Typ der Eingabe explizit vom Benutzer angegeben wird, geben die weiteren Beispiele einen ersten
Eindruck von der Typinferenz in SML.

- [I: 'a list;

> []: "a list
S

1

> [1]: int list
1
[

D230
1, 2, 3]: int list

Y4

(X1, ..., X istdie Normalform &ir endliche Listen. |

Beispiel 61: Listen von Paaren und Listen von Listen

® [ (2, 3), (3, 4)]: (int * int) list
e [[1, 2], [2, 3, 4]]: (int list) 1list

o - true:false::nil;
> [true, false] : bool list
- true::l:nil;

Fehler!

Vv

<

Selbstdefinierte Typen kbnnen auf zweierlei Weisen einggifrt werden: Einfach&ypabkirzungenha-
ben die Form

type s = T
fur einen Typausdruck

Beispiel 62: Selbstdefinierte Typen

® type rat = int * int
® type vector = int * real * real

® type 'a listpair = 'a list * 'a list <
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Datentypen mit Konstruktoremerden deklariert als
datatype T=C | ...| Dof (51 * ...* &)

wobei T undc, b Namen sind und;,. .., S, Typausdicke, in denerr auftreten kann. Durch diese
Deklaration werden der Typund die Konstruktoren

cC: T
D: (S * ... &) =>1

eingefihrt.

Beispiel 63: Binare Baume mit Knotenmarkierung

datatype ’'a tree = emptyTree | node of "a tree * 'a * 'a tree
7

/N

emptyTree emptyTree

- val leaf7 = node(emptyTree, 7, emptyTree)
> val leaf7 = node (emptyTree, 7, emptyTree): int tree

5
7 7
emptyTree emptyTree emptyTree emptyTree

- val tree5 = node(leaf7, 5, leaf7)
> val tree5 = node(node(...), 5, node(...)) : int tree

Beispiel 64: Currency

Im Datentypcurrency wird zwischen deutscher uristerreichischer \Ahrung unterschieden.

- datatype currency = DM of int | OeS of int;
> con DM = fn : int => currency
con OeS = fn : int => currency

Durch

DM : int => currency und
OeS : int => currency

werden zwei verschiedene Konstruktoren definiert. <
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5.3.2 Werte und Funktionen

Jeder SML-Ausdruck hat einéWert der einer ganz bestimmten Menge von Objekten abigedie
durch den Typ (oder die Sorte) des Ausdrucks beschrieben wird. Der Typ eines Ausdruckes wird hinter
einem Doppelpunkt angegeben.

Eine Wertdeklaration hat die Form
val ¢ = e

wobeic ein Name una ein Ausdruck ist.

Funktionensind spezielle Werte mit Deklarationen der Form
fun £ x = ¢

wobei f der Funktionsname;, der aktuelle Parameter umdkin Ausdruck ist, in demi vorkommen darf.

Beispiel 65: Rekursive Definition der Summe

Eine Funktion zum Aufsummieren der Zahlen von 1rialso zur Berechnung vo?i“:li, kann in SML
folgendermafen definiert werden:

- fun sum n =if n = 1 then 1 else sum (n - 1) + n;
> val sum = fn: int => int

Funktionsdefinition durch Mustervergleich (Pattern Matching)

Die Konstruktoroperatoren von Datentypen erlauben es in einfacher Weise, Fallunterscheidungen bei der
Beschreibung des Funktionsrumpfes anzugeben. Wir schreiben

fun (name (pattern 1) = (ausdruck 1)
| (name (pattern 2) = (ausdruck2)

| (name (pattern r} = (ausdruck

Beispiel 66:

1. Prifen auf leere Liste

- fun null nil = true
| null (x::l) = false ;
> val null = fn : 'a list => bool

2. Quadrieren der Elemente einer Liste
fun quad x : int = x * x
fun quadlist nil = nil
| quadlist (x::1) = (quad x) :: quadlist 1

3. Wechseln in Schilling

fun wechsle_in_0eS (DM x) = 0eS (7 * x)
| wechsle_in_0eS (0eS x) = 0eS x



Grundlagen der Systementwicklung Seite 79
M. Wirsing, S. Merz 5 Verfeinerungstechniken

4. Vergleich auf dem Typ currency

fun equal (0eS x, 0eS y) = (x =Y)
| equal (DM x, DM vy) = (x =Y)
| equal (OeS x, DM vy) = false
| equal (DM x, OeS y) = false

5.3.3 Ausnahmen

Um undefinierte Situationen in SML exakt zu behandeln, gibt esfegiderbehandlungin SML. Mit
exception (name

wird eine einfache Ausnahme definiert, die nur den Nagmame angibt und den trivialen Typ besitzt,
der genau ein Objekt} als Element hat.

Mit
raise (name

wird die Berechnung abgebrochen und die Fehlerbehandlung aufgerufen. Bsshiich auchif an-
dere Funktionen die Ausnahmebehandlung genau eingrenzen.

Beispiel 67:
1. Fakulttsfunktion fir nichtnegative Zahlen

exception fac;

fun fac n = if n < 0 then raise fac
else if n = 0 then 1
else n * fac(n-1)

2. Letztes Element einer Liste

exception last
fun last nil = raise last
| last (x :: nil) = x
| last (x :: y :: 1) = last (y :: 1)

5.3.4 Signaturen

In SML wird die Signatur

> = (SF) mit
S = {s1,...,s} und
F = {fi:tg,...,fm:Tm}

folgendermafen dargestellt:
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signature Z =
sig
type 1

type &
val f1:11

val fm Tm
end

Beispiel 68: Signaturzyym der zahlartigen Strukturen

signature NUMSIG =

sig
type num
val add: num * num => num
val mult: num * num => num

end

|
Allgemein deklariert eine Signatur eine Liste von Namén Typen oder Werte, wobeilf Werte der
zugetldrige Typ angegeben wird. Man schreibt

type 'a T zur Angabe des polymorphen Typs T,
valc: ’arT zur Angabe einer Konstante und
val £ : 'a T => 'b U zur Angabe einer einstelligen Funktion (nicht £!)

In SML werden vordefinierte Typen und Konstanten automatisch zu jeder Signatliyeteshalb
kdnnenoool, int, a list etc. immer verwendet werden, im Gegensatz zu benutzerdefinierten Signatu-
ren.

5.3.5 Strukturen

Analog zum Signaturkonzept gibt es in SML ein Konzept zur Deklaration von Strukturen: Durch

structure D : X =
struct

(Liste von Deklarationen
end

wird eine neue Struktur definiert. Die Listed; ...d, von Deklarationen muss$if jedes Element vol
eine Deklaration enthalten; efifien auch noch mehr Symbole deklariert werden, diese sind aul3erhalb
vonD aber nicht sichtbar (sogenannte verborgene Symbole).

Unter den Deklarationentknen nairlich

T oderdatatype t = .. .),

e),

e Funktionsdeklarationen(der Forfon £ x = e),

e Typdeklarationen (der Forfype s

e Wertdeklarationen (der Forpa1 c

e Ausnahmedeklarationen (der Foasreption E) und selbst wieder
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e Strukturdeklarationen (der Forgaructure D1 = e)

auftreten.
Vordefinierte Typen und Funktione@knen ohne explizite Deklaration verwendet werden.

Beispiel 69: Zahlartige Strukturen

Zur SignatumvuMs1c aus Beispielb8 passen die beiden folgenden Strukturen, in denen die Satte
durch ganze bzw. rationale Zahlen implementiert wird.

1. Struktur der ganzen Zahlen

structure INT : NUMSIG =
struct

type num = int

fun add(x,y) = x +vy

fun mult(x,y) = x *y
end

2. Die Struktur der rationalen Zahlen kann folgendermaf3en definiert werden.

structure RAT : NUMSIG =

struct
type num = int * int
fun add((zl, nl), (z2, n2)) = (z1 * n2 + z2 * nl, nl * n2)
fun mult((zl, nl), (z2, n2)) = (z1 * z2, nl * n2)

end

<

Um auf eine Funktiort oder einen Typs aus einer Struktur (auf3erhalb vom) zugreifen zu Bnnen,
schreibt mam. f bzw.D.s.

Dadurch werden Namenskonflikte zwischen gleichbezeichneten Symbolen aus verschiedenen Strukturen
vermieden. Mithilfe des Befehls

open D

offnet man eine Struktur und kann dann auf bzw. s direkt zugreifen. Allerdings muss man hierbei auf
mogliche Namenskonflikte achten.

5.4 Ubergang zu funktionalen Programmen

Axiomatische Spezifikationen sind im Allgemeinen nicht @bhsbar.

Beispiel 70: Inverse einer (bijektiven) Funktion

specINV =
INT then
ops f,g:Int— Int
vars X :Int
axioms f(g(x)) =

end



Seite 82 Grundlagen der Systementwicklung
5.4 Ubergang zu funktionalen Programmen M. Wirsing, S. Merz

Die Spezifikation INV definiert zwei zueinander inverse Funktiohendg Ulber den ganzen Zahlen; da
nichts weiteregiberf undg bekannt ist, ist z.Bf (5) nicht ausiihrbar. <

In vielen Rallen sind Spezifikationen weniger abstrakt und direktigugfar bzw. direkt in ein funktio-
nales Programriberiihrbar. Wir geben im Folgenden eine spezielle Form vonidubaren Spezifika-
tionen an, die in funktionale Programribersetzbar sind.

Definition 42 Sei SP eine Spezifikation, bei der

e jede Sorte s absolut frei, d.h. durch Konstruktoren folgendermal3en definiert ist
freetypes:=cy| ... | cn(S1; ---; Sm)
oder ein Grunddatentyp in SML ist.
e jede Operation f induktiv durch Axiome der Form
b(f)=f(u)=e
definiert ist, wobef = (ty,...,tk) undl = (u,...,un) Tupel von Konstruktortermen sind.

Dann heif3t SP imusftihrbarer Normalform

Sei SP eine Spezifikation in aushrbarer Normalform. Dann kanBP folgendermalf3en in ein SML-
Programmibersetzt werden:

¢ Jede Sorts mit Konstruktorercy, ..., ¢, wird dargestellt als Datentyp

datatype s = cl | ...|] cn of sl * ...* sm
e Jede Operatiohwird induktiv durch Pattern Matching definiert:

fun f(ul) = if bll then ell else ...
| ...

| £ (uk) if bkl then ekl else ...

wobei alle Axiome iir £ (u) auf der rechten Seite durch eine Fallunterscheidung geeignet zusam-
mengefasst werden.
— Fur undefinierte Situationen werden Ausnahmen deklariert und distgel

— Parametrisierung mit dem polymorphen trivialen Typ ELEM wird durch eine polymorphe
Typvariable’ elem und

— Parametrisierung mit dem polymorphen Gleichheitstyp ELIH® wird durch eine poly-
morphe Typvariable’ elem ausgedickt.

¢ Jede algebraische Signatur wird in eine korrespondierende SML-Sigrisergetzt.
e Jede Spezifikation wird in eine implementierende Strughersetzt.

e Eine hierarchische SpezifikatimpecSP= SP;, then bodyend wird Gibersetzt in eine Implemen-
tierung
structure SP1 = struct ...end
von SP; und eine Implementierung vdsP
structure SP = struct (Ubersetzung vobody) end
wobei auf ein Symbadl von SP; in derUbersetzung vobodymittelssp1 . £ zugegriffen wird.
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Beispiel 71: Keller
Die Spezifikation der Keller

specSTACK =
ELEM then
free type Stack ::= empty push(Elem; Stack
ops top : Stack—? Elem
pop : Stack—? Stack
vars X : Elem;s: Stack
axioms — def topempty)
top(pushd,s)) =d
— def pogempty)
pop(push(d, s)) =s
end

ist in ausfihrbarer Normalform und kann deshalb nach obigem Schema folgendermafien nach SML

Ubersetzt werden.
Wir bilden zurachst die Signatur

signature STACKSIG =

sig
exception emptyException
type ’'a stack
val empty : "a stack

val push : "a * "a stack => 'a stack
val top : ’'a stack => 'a
val pop: ’'a stack => "a stack

end

Dann ergibt sich folgende Struktur aus der Datentrypdeklaration und den Axiomen der Spezifikation:

structure STACK =
struct
exception emptyException

datatype ’'a stack = empty | push of "a * 'a stack

fun top(empty) = raise emptyException

fun pop(empty) = raise emptyException

(

| top(push(x, s)) = x
(
(

pop (push(x, s)) = s

end

5.5 Zusammenfassung

e Programmentwicklung geht von den Anforderungen zur Implementierung, d.h. von der Beschrei-

bung des Problems (dgsVas") zur Beschreibung derdsung (dasWie"). Man beschreibt den
Programmentwicklungsprozess formal durch eine Kette von Verfeinerungen

Spn M SPnfl ~

mit SR, als Anforderungsspezifikation urgh, als Losung in austhrbarer Form.
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e Eine SpezifikatiorSP ist eineVerfeinerungvon SP(geschrieber8P~ SP), falls die Signaturen
von SPund SP gleich sind undSP mehr Eigenschaften éfit als SP. Eine Verfeinerung heil3t
axiomatische Anreicherunéplls nur neue Axiome hinzugéf@t werden, unéxiomatische Verfei-
nerung modulo Umbenennuniglls die Namen irSP an die Namen voi8P angepasst werden
mussen.

e Man spricht vornWechsel der Datenstruktwwvenn eine;-AlgebraB eineZ-AlgebraA folgender-
mafien simuliert:

Jede Tagermenge voi wird durch eine TeilmengRepeiner T&germenge voB reprasentiert,
und jedes Funktionssymbol va@hwird durch ein Funktionssymbol voE; reprasentiert. Dabei
kdnnen mehrere Elemente v&epdas gleiche Element voA repiasentieren, d.h. es muss eine
Aquivalenzrelation~ auf Repexistieren, die die Repsentanten gleicher Elemente in Beziehung
setzt.

Fur eine Simulation muss gelten, das®ineZ-Kongruenz auRepist und dass die Quotientenal-
gebraRep/ ~ isomorph zUA ist.

e Eine SpezifikatiorsP, FRI-implementiereine SpezifikatiolsPbzgl. eines Signaturmorphismps
(geschriebersP, ~~, SP), falls jedes Modell vorsP; ein Modell vonSPbzgl. passend genlten
Repund~ simuliert. Die FRI-Implementierungsrelation ist transitiv und kann deshalb anstelle der
Verfeinerungsrelation verwendet werden.

e Man beweist die Implementierungsbeziehung auf der Ebene der Spezifikationen. Dann benutzt
man anstelle der Mendeepdas charakteristische &tikat vonRep Eine SpezifikatiorSP FRI-
implementiereine SpezifikatiorsP, wenn es eine Axiomatisierung des charakteristischadiPr
kats vonRepund von der Kongruenzrelation {iberSP so gibt, dass in der Erweiterung v&#
um diese Axiomatisierung die Kongruenzeigenschaft »obzgl. Repund die Axiome vonSP
bewiesen werdendnnen.

e Eine Spezifikation ist in aughrbarer Normalform, wenn jede Sorte absolut frei ist, und wenn jede
Operation strukturell rekursiv durch bedingte Gleichungbear Konstruktortermen der Form

b(f)=f@) =e

definiert ist. Solche Spezifikationedknen schematisch in die funktionale Sprache SMersetzt
werden.
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Teil Il
Spezifikation zustandsbasierter Systeme

In diesem Teil der Vorlesung betrachten wir Systeme, die einen Zustand besitzen. Didingfder
Operationen ist im Gegensatz zur funktionalen Sichtweis@rad von einem implizit gegebenen Zu-
stand und veindert nbglicherweise den Zustand.

6 Zustande und Transitionssysteme

Ziele

e Den Unterschied zwischen explizit und implizit gegebenem Zustand verstehen

e Den Begriff des Zustands und des Transitionssystems verstehen lernen

In der funktionalen Sichtweise werden alle relevanten Daten inklusive des Zustands als Pdilbareter
geben. Zustnde werdendwufig durch Konstruktorterme beschrieben.

Beispiel 72: Keller
Die Signatur der Kellerstruktureiber nafirlichen Zahlen ist gegeben durch
sig STACKSIG =
sorts Nat, Stack
ops empty: Stack
push : Natx Stack— Stack
top : Stack— Nat

pop : Stack— Stack
end

Ein Zustandz sei gegeben durch folgenden Konstruktorterm
z1 =def Push(2,pusk(1,empty))

Der Aufruf pop(z;) fuhrt den,Zustand‘z; in den, Zustand“z, = push1,empty) Uber.

pop( 2 ) = [ 1]

Z1 Z <

Bei einem zustandsbasierten System ist der Zustand implizit, d.h. der Typ Stack wird durch den trivialen
Typ Unit ersetzt und erscheint nicht mehr in der Funktiodaliier Operationen.

Die Operationen erhalten folgende Typen:
ops empty : Unit
push : Nat— Unit
top : Unit— Nat
pop : Unit— Unit
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Ein Aufruf von pop) fuhrt den Zustand; in den Zustand;, Uber. Ein darauf folgendes pugh ergibt
den Zustand

73 =det Push4,pusil1,empty))

Beispiel 73: Person
Die Beschreibung von Personen erfordert mehrere Attribute:

name : Name
address : Address
age : Nat

d.h. ein Zustand ist durch mehrere Komponenten gegeben, deren Werte man (im impliziten Ansatz) z.B.
Uber folgende Zugriffsoperationen erhalten kann:

getName : Unit— Name
getAdress : Unit— Address
getAge : Unit— Nat

Funktional (algebraisch) definiert man eine Sorte
sorts Person

fur die Menge der Zuahde mit einem Konstruktor
makePerson : NameAddress< Nat— Person

und den Selektoroperationen

getName : Persor> Name
getAdress : Person Address
getAge : Persor- Nat

Imperativ beschreiben wir einen Zustand durch Angabe der Werte seiner Komponenten. <

Definition 43 Gegeben sei eine Signatkir= (S F,P) und einex-Struktur A.

1. Eine Zustandssignatust eine Familie von (System-) Variabl€Xs)scs mit Xs abzhlbar fur alle
seS.

2. Ein A-Zustandist eine Belegung : Xs — Ag fiir alle s€ S.

Beispiel 74: Person
Die Zustandssignatur von Person ist

name : Name
address : Address
age : Nat

Eine StrukturA mit den Sorten Name, Address, Nat ist z.B.

Aname  =def char
Aaddress =def char x N x chai*
ANat =def N
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Ein Zustandsist z.B.

s(namg = “wirsing”
s(addresg = (“Schlagintweitstr.”, 18 “Muinchen”)
slfage = 51

Ein Transitionssystem beschreibt eine Menge von Zustdretgaingen:

Definition 44 Gegeben sei eine Signatkir= (S F,P).

1. Ein Transitionssysterh = (Z,d) ist gegeben durch

e eine Menge Z vol-Zusanden und

e eine Transitionsrelatio® C Z x Z.
2. Ein markiertes Transitionssysteim= (Z, 4, 9) ist gegeben durch

e eine Menge Z von Zustden
e eine Menge4 von Aktionen und

e eine Transitionsrelatio® C Z x 4 x Z.

Beispiel 75: Keller

SeiK eine Kellerstruktur mit
Kstack =def N
und Zustandssignatur
stack : Stack
Dann sei die Menge der Zigstde gleichKsiack d.h.
Z =get Kstack=N"
die Menge der Aktionen sei gleich den Aufrufen der (imperativen) Stackoperationen, d.h.
A =gef {pushin) | ne N}uU{pop(),top()}
und das markierte Transitionssystem habe die Transitionsrefatioh

((stack=s), push(n), (stack= (n,s))) € d
((stack= (n,s)),pop(), (stack=s)) € &
((stack= (n,s)),top(), (stack= (n,s))) € &

fur allen e N.
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Anmerkung:

e stack=s ist Abkiirzung fir die Aussage o(stack =s

e Wir beschreiben die Wirkungen der Operationé@ufig auch folgendermaf3en:
stack=s 2", stack— (n,s)

stack= (n,s) PR, stack=s

top()
R

stack= (n,s) stack= (n,s)

<

In diesem Beispiel wird top nicht @duat beiicksichtigt; deshalb betrachten wir Aktionen mit Ein- und
Ausgabevariablen d.h.

A =def N x pushx Unit
U Unit x popx Unit
U Unitxtopx N

Die Transitionsrelation hat dann die Form:

((stack= s}, (n,push()), (stack= (n,s)))

((stack= (n,s)), ((),pop (), {(stack=s))
({(stack= (n,s)), ((),top,n), (stack= (n,s)))

for allen € N.

7 Modellorientierte Spezifikationen am Beispiel von Z

Algebraische Spezifikationen sind eigenschaftsorientiert, sie beschrgibérdie erwiinschten Eigen-
schaften, die ein Programm oder Software-Systefilerf soll.

Eine modellorientierte Spezifikation basiert auf der Konstruktion von Spezifikationen, ausgehend von
festen Strukturen, deren Existenz bekannt ist. Operationen werden durch Angabe von Eigenschaften der
Vor- und Nachzuginde beschrieben.

Z wurde ab 1978 in Oxford von B. Suffrin, J.R. Abrial und ¢é&xford Programming Research Group*
entwickelt. Eine andere bekannte modellorientierte Spezifikationssprache ist WWhdhna Develop-
ment Method", die ab 1970 im IBM-Labor Wien von C. Jones und D. Bjgrner entwickelt wurde. Neuere
Entwicklungen kombinieren VDM mit algebraischen Spezifkationen (RAISE, D. Bjgrner ab 1985) oder
fuhren objekt-orientierte Konstrukte ein (Object-Z, Carrington, Duke et al. 1990; Z++, Lano 1994).

7.1 Die Spezifikationssprache Z

Z ist eine mengenorientierte Spezifikationssprache. Spezifikationen in Z beschreiben Mengen, und Z-
Konstrukte sind Operationen auf Mengen. Mathematische Basis ist die axiomatische Mengenlehre, wie
sie von Zermelo und Fraenkel definiert wurd@Rk-Mengenlehre"). Eine Z-Spezifikation besteht aus
einer Mischung von formalem mathematischen Text und informelldirlitsprachlichen Eriérungen.
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Der formale Text besteht aus einer Folge v®aragraphen®, die Schrittif Schritt (,Definition vor
Gebrauch”) Schemata, Grundtypen, globale Variablen und Konstantémesnf

Algebraische Spezifikationen bauen auf einer einfacheren Welt als der von Aaligmauf der der Sor-

ten und Funktionssymbole, deren Eigenschaften durch Formeln, meist bedingte Gleichungen, angegeben
werden. Algebraische Spezifikationen werden anders geschrieberubdddegt sich die Konstruktoren,

die Selektoren und evtl. weitere interessante Funktionen, die zu einer Soiteigeh

Z-Spezifikationen enthalten also zwei Hauptkomponenten:

1. mathematische Grundtypen zur Datenmodellierung, die mit Hilfe von Mengenlehre adidtd2r
tenlogik beschrieben werden,

2. Schemata, aus denen Spezifikationen aufgebaut sind und die als @mditist Spezifikationen
verstanden werderdknen.

Mit Schemata werden sowohl statische als auch dynamische Aspekte eines Systems modelliert. Statische
Aspekte beinhalten:

e die miglichen Zushnde eines Systems,

e die Invarianten, die erhalten bleiben, wenn das System in einen anderen Ziistageht.
Dynamische Aspekte beinhalten:

¢ die moglichen Operationen,
¢ die Ein-/Ausgabebeziehung,

e die miglichen Zustandsderungen.

7.2 Grundrechenstrukturen und Logik von Z

Die Z-Notation basiert auf dem &dikatenkalkil 1. Stufe und typisierter Mengenlehre. Sie ist sehr nahe
zur Ublichen mathematischen Notation. Wir folgen hier dem Z-Standard.

7.2.1 Logik

Formeln werden gebildet aus atomaren Formeln e, SC T, x Ry fur eine Relationr), denublichen
logischen Verkipfungen und typisierten Quantorenformeln:

-P nichtP

PAQ PundQ

PvQ P oderQ

P=0Q Pimpliziert Q

PsQ P gilt genau dann, wen@ gilt
VX:T|PeQ Fur allexvom TypT, die P erflillen, giltQ
Vx:TeQ Fur allex vom TypT gilt Q (Spezialfall)

IX:T|PeQ Es existiert eirk vom Typ T, dasP und Q erfullt
Ix:T|PeQ Es existiert genau einvom Typ T, dasP undQ erfullt
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Bemerkung:

e Die Begriffe “Typ” und “Menge” werden in Z austauschbar benutzt.
¢ Der eindeutige Existenzquantéy kann als Abkirzung eingdihrt werden:

X:T|PeQ =gt AX:TePAQ)A(VXY:TePly/X AQy/X APAQ=X=Y)

7.2.2 Mengenlehre

Die Notation fir Mengen umfaf3t:

XeS xist Element vors

SCT Sist Teilmenge vorT, d.h.vx: Sexe T

0, {} leere Menge

{X1,.--,Xn} Menge, die genau aus, ..., X, besteht

{X:T|P} Menge dex vom TypT, dieP erfullen

{X:T|Pet} Menge aller Werte vonfir allex, dieP erfullen, d.h.{t(x) | xe TAP(x)}
ux:T|P das einzigexvom Typ T, dasP erfullt

uX:T|Pet der Wert vort fir das einzigecvom TypT, das P eidllt

(X1, %n) geordnetes-Tupel

SIx...xS Kartesisches Produkt, d.fx; : S;; ...; X0 i She (X1,...,X)}

PS Menge aller Teilmengen vo&

FS Menge aller endlichen Teilmengen v&n

SNT Durchschnitt vorSundT, d.h.{x: S|xe T}

SUT Vereinigung vorSundT, d.h.{x: X | x€ SV x & T} (X Typ der Elemente vo8undT)
S\T Mengendifferenz, d.h{x: S| x¢ T}

USS Verallgemeinerte Vereinigung, d.fx: X | (3S: SSex € S)}

#S Anzahl der Elemente der endlichen Mertge

N, Z die natirlichen bzw. ganzen Zahlen

m...n Intervall vonmbisn, d.h.{k: N|m<kAk<n}

Z basiert formal auf den folgendeixiomen der Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre, ZFE (Wir fuhren
hier die klassischen, ungetypten Axiome auf.)

1. Extensionaliat
Vxy.x=y< (Vz zexs zey)
X =y gilt genau dann, wenrundy dieselben Elemente haben.
2. Null-Menge
dx. Vy. myex

3. Paarmengen
VXy. dz Vuuezsu=xvu=y

Sindx,y Mengen, dann aucf{x,y}.
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4. Vereinigungen:
Vx. dy.Vz zey& (Iw. zeWAWEX)
Istx eine Menge, dann au¢hx.
5. Potenzmenge
VX Jy. Vz zeys (YW.wez=weX)
Ist x eine Menge, dann audhx.
6. Unendlichkeit
X (Fy.yex) A (Vy.yex=3zyeczAzeX)
Es gibt unendliche Mengen.
7. Regulariat
VX (Ay.yeX)= (Y. YEXA - TZ ZEYANZEX)
Jede nichtleere Menge ist disjunkt zu einem ihrer Elemente.
8. Teilmengen-Auszeichnung
VX 3y. Vz. zey<s (ze XA G(zug,...,Un))

wobeiG eine Formel ist, in dey nicht frei vorkommt. Dieses Axiom berechtigt formal zur Defini-
tion von Teilmengen einer gegebenen Grundmenge durch Angabe einer charakteristischen Eigen-
schaft:

y={zex:G(zu,...,un)}
9. Collection

(Vx.xeu= 3z G(X,z,u,vy,...,Vn)) =
(Fy. Vx.xeu=3z ze yAG(X,Z,u,v1,...,Vn))

wobeiG eine Formel ist, in dey nicht auftritt. Ist tir allex € u die Klasse
Ci={z|G(x,z...)}

nichtleer, dann gibt es eine Mengederen Durchschnitt mit jeder der Klassen nichtleer ist.

Die Axiome @) und ©) sind keine einzelnen Axiome, sondern Schemataihendlich viele Axiome.

Das Teilmengenund dasCollection-Schemaverden ufig zu einem einzigen Axiomenschema, dem
folgenderErsetzungsschenm@mbiniert:

(Vx. 3,2 G(X,Z,U,V1,...,Vn)) = (3y. VZ zey & IX. X € UA G(X,Z,U,V1,...,Vn))
wobeiG eine Formel ist, in dey nicht auftritt.
Istf(x) das einzige, fur dasG(x,z,...) gilt, dann ist{ f(x) : x € u} eine Menge.
Die Zermelo-Fraenkel Mengenlehre mit Auswahl hat die obigen 9 Axiome und
10. Auswahl

vx. Jy. yist eine Funktion mit Definitionsbereioh A
Vz (zexAN3Juuez)=y(z) ez

Jede Menge hat eine Auswahlfunktion.
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7.2.3 Relationen

Relationen werden in Z als Mengen von Paaren dargestellt. Es gibt u.a. folgende Schreibweisen zur
Bildung und Verkripfung von Relationen:

XY Binare Relationen zwischefundY, d.h.P(X x Y)

X Ry xundy stehen in der RelatioR, d.h.(x,y) € R

XY ~Maplet’ vonx undy, aquivalent zyx,y)

domR Definitionsbereich voiiR, d.h.{x: X | (3y: Y e xRy)}

ranR Wertebereich voiR, d.h.{y: Y | (3x: X e xRy}

RisR. Relationenkompositiox: X; z: Z | (3y: YexRiYyAY R 7) o (x— 2)}

R~ (auchR*)  Umkehrung vorR, d.h.{y:Y; x: X |xRye (yr x)}

idS |dentitatsrelation vors, d.h.{x: Se x — x}

R( S| Relationenbild, d.h{y: Y | (3x: SexRy)}

S<R Einschiankung des Def.bereich&x: X; y: Y |X€ SAXRye (x—Yy)}

S<R Antirestriktion des Def.bereichgx: X; y: Y |Xx¢ SAXRye (X+—Yy)}

R>T Einschankung des WertebereicHs: X; y: Y | XRyAye T e (X—Y)}

ReT Antirestriktion des Wertebereichfx: X; y: Y | XRyAy¢ T e (x—Yy)}

RIoR, Uberschreiben voR; an allen Stellen, an dené definiert ist,
(domR; < R;) URy

Beispiel 76: Relationen

Abbildung 10: Beispielifir Relationen.

Fur die in Abbildungl0 dargestellten Relationd®, C X x Y undR, C Y x Z gilt

domR; = {ab}
ranR; = {c,d}
RigR, C XxZ
RigR: = {(am),(b,n)} daz.B.gilt{ac)ecRy(c,m) cRy sowie (b,d) € Ry, (d,m) € Ry

<

7.2.4 Funktionen

(Partielle) Funktionen werden als rechtseindeutige Relationen modelliert. Damit sinidrd®lelationen
eingefihrten Schreibweisen auch auf Funktionen anwendbar. Verschiedene Pfeilsymbole kennzeichnen
Bedingungen an Funktionen wie Injekti&it Surjektivitit und endlichen Wertebereich. Typische Daten-
strukturen wie Arrays oder Tabellen werden in Z abstrakt durch Funktionen und Relationen beschrieben.
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X+Y partielle Funktionen voixX nachy,

(T XYV X yLy2: Yexfy Axfya =y =y2}
X—=Y totale Funktionen voiX nachy, {f : X + Y | domf = X}
XY endliche partielle Funktionen vofinachy, {f : X - Y | domf ¢ FX}
XY partielle injektive Funktionen voX nachY, {f : X+ Y |f~1cY = X}
X—Y totale injektive Funktionen voX nachY, (X — Y)N (X Y)
X-»Y partielle surjektive Funktionen vo nachy, {f : X+ Y| ranf =Y}
X—Y totale surjektive Funktionen voX nachy, (X — Y)N (X —+Y)
X—Y Bijektionen vonX nachY, (X — Y)N (X —Y)
fx, f(x) Anwendung von Funktioh auf das Argumer, uy: Y | xfy

AX:T|Pet Lambda-Notation{x: T |[Pex—t}

7.2.5 Sequenzen

Endliche Folgeriiber einer Meng&X werden als partielle Funktionest N + X mit dem Definitions-
bereich 1. n dargestellt, woben die Lange der Folga ist (dies ist gleichzeitig die Anzahl der Paare,
welche die Funktiors bilden).

segX SequenzeiiberX, {s: N -+ X |doms=1..#s}
#s Lange vors (siehe # bei Mengen)
() leere Sequeng, reprasentiert durck)

(X1,. .., %n) Aufzahlung einer endlichen Folgé(l — Xx1),...,(N— Xn)}
st Konkatenation vorsundt, sU{i:1..#t e (i+#s—t(i))}
7.3 Grundschemata

Basierend auf diesen Grundlagen werden Schemata definiert.

Ein (Name @ir einen) Datenty® wird eingfuhrt durch

D]

Ein Schema vird syntaktisch notiert durch

_S
X1:T1; ... %0 Th
P
wobei
e X1:Ty;...; X : Th €ine Menge von Deklarationen ist und

e Pein Piadikat, das nebexy, ..., x, noch eine Meng& von globalen Variablen enthalten darf.

Die Semantik vorS ist wie bei algebraischen Spezifikationen gegeben durch eine Signhatur und eine
Klasse von Modellen. Es werden nikonkrete Datentypen” definiert, deren Rapentation mit Hilfe
von Grundtypen wieN und Typoperatoren wie sd, x,... gegeben ist. Es ist also keine Wahl bei
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der Zuordnung von Namen zu dgernamen figlich, die Typen (Sorten) der Signatur werden aus den
Typisierungen bestimmt und nicht angegeben.

Slg(S) =def GU {X]_ cT1,...,%n s Tn}
Mod(S) =det {AcStructSig(9) | AP}

Jede StruktuA denotiert einen riglichen Zustand der Variablen des Schemas.

Beispiel 77: Grundschemata

1. Die Semantik des Schemas

—S
X:Z

y:sedZ
X< #y

ist gegeben durch

Sig(S) ={x:Z,y:sedZ} mitTypenZ,sedZ
Mod(S) = {A € Struc(Sig(S)) | AEx<#y}

d.h. die Semantik besteht aus allen Struktuiber den Standardmodell@hund Z* der ganzen
Zahlen und der endlichen Sequenzen ganzer Zahlen mit BelegurdmmVariablerx undy, die
die Bedingung (x) < #v(y) erfullen.

2. Das Schema

T
z:1..10
X:N
X=12Z%Z

ist Abkirzung fir

T
z. 7
X:Z
z€1..10
xeN
X=12Z%Z

Bei der Signatur werden die Typen der Variablen betrachtet, nicht die Zustandsinformation, die
dort kodiert ist.

Sig(T) =GU{x:Z,z: Z}
Mod(T) = {A€ Struc{T) | Alz€ 1..10AXxeNAXx=Z}

3. Geburtstagskalender:

Die folgende Spezifikation ist ein Ausschnitt aus einem System, das Geburtstage speichert und an
sie erinnert. Gegebene Grunddatentypétengen®), die nicht Aher spezifiziert werden, sind die
Datentypeniir ,Name* und,Datum®.
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In Z werden durch
[NAME, DATE|

Basis-DatentypeNAME und DATE eingefihrt, die als,bekannt® vorausgesetzt werden.
Der Zustandsraum wird durch folgendes Schema beschrieben:

__BirthdayBook
known: PNAME
birthday: NAME + DATE

known= dombirthday

Das Schem&irthdayBookfuihrt zwei Zustandsvariabldmownundbirthdayein, deren Typen als
Menge von Namen bzw. (partielle) Funktion von Namen nach (Geburts-)Daten deklariert werden.
AulRerdem wird didnvariante

known= dombirthday

zugesichert, die in jedem Zustand des Systems gelten muss.

Bemerkung: knownist ein abgeleitetes Konzept, aber hilfreicin las Versindnis des Systems.
Ein mdglicher Zustand ist

{ known= {“Martin”, “Thomas”, “Sabine”},
birthday = {“Martin” — “24. 12", “Thomas” — “8. 02.", “Sabine” — “8. 02."} )

(wobei die GrunddatentypedAME und DATE durch Zeichenreihen dargestellt werden). Seman-
tisch bezeichnaBirthdayBookeine Klasse von Strukturelmit

Sig(BirthdayBook = GU ({NAME PNAME, DATE},
{known: PNAME birthday: NAME + DATE})
Mod(BirthdayBook = {A | A = known= dombirthday}

<

Ein Schemas kann auch aufgefasst werden als ein Record mit Selektqremy, ..., X, : Tn. Der Bin-
dungsbereich dex; ist das gesamte Schema, imaRikat kbnnen auch globale Variablen und Werte
verwendet werden. Umbenennung eines Schemas ergibt ein neues Schema.

Soistz. B.
S =[a:Z; b:sedZ |a< #b]

verschieden volyy .

Bei der Kombination von Schemata bleibt der Namensstamm erhalten {s#@hEintereinandeiigen
von Schemata erweitert die Umgebung um neue Schemanamen.

7.4 Schemakombination

Zum Aufbau von Spezifikationen aus Schemata bietet Z eine Reihe @ghidikeiten. Schematadknen
erweitert und mit logischen Operatoren veikift werden. AuRerdemdnnen die Variablen in Schemata
systematisch dekoriert werden und (dekorierte) Schemata sequentiell kombiniert werden.
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7.4.1 Schemainklusion

Ein Schema kann eine Erweiterung eines Schenssein; das Schema

_ R
S
V1:R1; ... Ym: Rm
Py

bezeichnet das Schema

_ R
Xp:T1; ... %y Th
y1:R1; ...; Ym: Rm
PAPy

Beispiel 78:

"R
S
2.7
Z<X

steht fir

R
X,Z:7
y:sedZ
X<HYNZ<X

7.4.2 Logische Kombination von Schemata
1. Konjunktion
SAT =getf SandT

d.h.
Sig(SAT) = Sig(S)USig(T)

Mod(SAT) = {Ae€Struc({Sig(SAT)) |
Alsigs € Mod(S) undA|sigt) € Mod(T) }

SA T entspricht demyDurchschnitt* der Modelle (bei i.a. §Rerer Signatur).

Beispiel 79: Die Konjunktion der Schemat& und T entspricht dem folgenden Schema (aller-
dings sind “anonyme” Schemata in Z syntaktisch nicht vorgesehen).
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x:N
SNT = y:seqZ
z:1..10
X<HYAX=12Z%Z
<
2. Disjunktion
Die DisjunktionSV T bezeichnet digVereinigung der Modelle®, formal:
Sig(SVT) = Sig(S)uSig(T)
Mod(SVT) = {AeStruc{Sig(SVT)) |
Alsigs) € Mod(S) oderA|sigr) € Mod(T) }
Beispiel 80:
X: 7
SVT = y:sedz
z:1..10
X<#HYV(XeNAX=12zx2)
<
3. Negation

Das Schema Sreprasentiert dasKomplement der Modelle unter Beibehaltung der Typen®, for-
mal:

Sig~S = Sig(S
Mod(-=S) = {Ae StructSig(S)) | A¢ Mod(S)}

Beispiel 81:

-T = X7
2.7
X¢NVz¢NVvz¢g1..10V X#zxz

4. Quantifizierung
Durch Quantifizierung werden Variablen verborgen. Das Schema
Qx:Ta; ...; X% :Tx|PeS

(wobeik < n, d.h. die Variablerxy, ..., X, treten inSauf und haben den gleichen Typ) entspricht
dem Schema

X1 Tkgds -5 % Th
Qx Ty ...; X : Tk |PeS
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Beispiel 82:

Jz:N|[z>5eT = x: N

Jz:N|z>5ezc1..10AX=12%2

Das Schema kann vereinfacht werden zu

X: N
37:6..10ex=12z%Z

Fallstiber alle deklarierten Variablen eines Schei®gsantifiziert wird, schreibt man
QSe T

als Abkiirzung von
QX Ty ...; Xy :Th|PeT

wobei
_S

X1:T1, ..o % Ty
P

5. Export und Verbergen von Symbolen

(@) ST (Xq,...,%)
(b) S\ (x1,---,%)

sind Schemata, die die Signatur vBbeschanken. In 6a) geschieht dies durdBeschankung auf
X1,-...,X und in Gb) durchVerstecken vonsx. .., Xk, wobei jeweilsxy, ..., Xk in Sdeklariert sein
mussen.

Diese Operationendnnen unter Verwendung der Quantifizierung definiert werden durch

SI(Xt,--+,%)  =def IXkr1:Tkits-.s Xn:TheS
S\ (Xt,., %) =det Ix1:Ti;...;%:TkeS

(Dabei seierx; : Tq,...,%, : Ty alle im Schem& deklarierten Zustandsvariablen.)

Beispiel 83:

TIx = dz:NeT = XN

Jz:N|z€l..10ex=2zxz
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7.4.3 Dekorationen

Die Identifikatoren in Schema®knen systematisch mit Beistrichen, Indizes, usw. dekoriert werden. Es
ist S gleich

S
Xp:T1; .o Xyt Th
PIX1 /X1, ..., X0/ %n]

Beispiel 84:

—$
X7
y :sedZ
X < #y <
Damit lassen sichifr jedes Schema Zustandsfolgai8,S’,S”, ... definieren, die ausgehend von Sche-

ma S, das die Klasse des Anfangszustands definiert, jeweils die Klassenddgicinen Nachfolge-
zustinde definieren.

Semantik vorS:
SigS) = {X:T | x:T e Sig(S}USig(Basig
Mod(S) = {Ae Struc(Sig(S)) | 3B € Mod(S) : Alcopy= B},

wobeicopy(x) = X fur allex: T € Sig(S) der Signaturmorphismus ist, der alle deklarierten Symbole von
Smit, '“ dekoriert. Einedquivalente Formulierung der Semantik ist

S = Swith copy

Basisbezeichnet alle Grunddatenstrukturen mit den gegebenen Operationen.

Zustandsibergange: AS =gef SAS

Im allgemeinen denotiert hier das ScheBeinen Zustandsraum eines Abstrakten Datentyps (ARS).

ist implizit definiert als die Kombination vo8mit einem Nachfolgezustar8l des ADT. Jede Operation
des ADT kann durch Erweiterung vdxs durch Dekoration der Ein- und Ausgabevariablen und durch
pradikatenlogische Spezifikation der Vor- und Nachbedingungen spezifiziert werden.

Jedes Modell voAShat die Signatur Sigh) USig(S), d.h. sei SigS) = {x1: T1,..., X% : Tn} USig(Basis.
Dann gilt
SigAS) = {x1:T1,... . % Tn,Xq : T1,..., %, - Tn} USig(Basig
Mod(AS) = {Ae Struc(Sig(AS)) | Alsigs € Mod(S) undAlsiys) € Mod(S)}

Aquivalent dazudsst sichAS als ein Zustandsbergang auffassen, d.h. jedes Element von (&)
besteht aus einem Pa@, B') von Algebren, auch geschrieben als

B —gsB
wobeiB = A[siqs) undB’ = A[giqg) flr einA € Mod(AS) gilt.

In AS ist der Zusammenhang zwisch&iund B’ nur durch die Axiome vorS gegeben, d.hB und
B’ kdnnen beliebige Modelle sein (modulo Umbenennung). Durch Angabe weiterer Axiome (wie in
AddBirthday vgl. Bsp.86) werden die Resultate der zu spezifizierenden Operation festgelegt.
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AbkiUrzung: Z=S=ASAAi_1 X=X

=Sist eine AbKirzung dafir, dass die Werte der duré@deklarierten Variablen im Nachfolgezustand
nicht ve&ndert werden.

Bemerkung: Eines der wichtigen Kennzeichen imperativer Programmiersprachen sind fokeée
rungen einer einzigen Variable, ausgazkt durch,x:= €'. Um den Effekt dieser Zuweisung zu spezifi-
zieren, niissen im allgemeinemGleichungen angegeben werden.

Sei SigS) = {x1: T1,..., X : Th}. Dann gilt als Nachbedingung von:=e:

Xp=X1A ... AX=€A... AX =Xy

Es missen alsm Axiome angegeben werdenaiwend eine einzige Anweisung gegt. Um auch in der
Spezifikation Kirzere Beschreibungsiglichkeiten zur Verfigung zu haben, wurde in Z das Konstrukt
=Seingefihrt.

Beispiel 85: Zahler

Zustande und Operationen in Z — Spezifikation des Zustandsraumes:

__Counter.
value limit : N
value< limit

Definiere Operatiomnc (increment):

__Inc
ACounter
valué = value+ 1
limit’ = limit

Initialer Zustand:

__InitCounter
Counter
value= O A limit = 100

Erfullbarkeitsbedingungifr SchemdnitCounter.

dCountere InitCounter =
Jvaluelimit : N e value< limit A value= 0 A limit = 100

Addieren (mit Ein- / Ausgabe):

__Add
ACounter
jump? :N,new valud : N
valué = value+ jumpg?
limit’ = limit
new valug = valué
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Beispiel 86: Operationen auf dem Geburtstagkalender (vgl. B3p.

Das folgende Schema beschreibt die OperatiddBirthday die auf Eingabe von zwei Werten den Zu-
stand vorBirthday— Bookandert.

Dabei bezeichnen
known birthday  Zustandsbeobachtung vor der Zustamdserung
knownr, birthday Zustandsbeobachtung nach der Zustandsrung
name, date? Eingabevariablen.

BirthdayBookwird also importiert und géndert. Hieriir schreiben wiABirthdayBook Das Fragezei-
chen steht konventionsgéf fir Eingabe, der Beistrichur den Wert nach Aushrung einer Operation.

__AddBirthday
ABirthdayBook
name :NAME
date? : DATE
namé& ¢ known
birthday = birthdayu {name — date?}

Folgende Eigenschafasst sich beweisen:

knowrl = knownu {name&}

Beweis.
knownri
= dombirthday [ Invariante vonBirthday ]
= dom(birthdayU {name& — date?}) [SpezifikationAddBirthday]
= dombirthdayu dom{namé +— date?} [ Mengenlehre ]
= dombirthdayu {name&} [ Eigenschaft von dom ]
= knownu {name&} [ Invariante vonBirthday]

Verwendete mathematische Eigenschaften:

domfug) = (domf)uU (domg)
dom{a— b} = {a}

Q.E.D.

Semantisch beschreiBtdBirthdayeinen Zustandgergang von SidirthdayBooK-Algebren in Nach-
folgealgebren mit Eingabevariableamé& unddate?:

A € Mod(BirthdayBooR — addgirthdayA’
wobei inA gilt:
knowd" = dombirthday"
birthday® = birthday* U {nameé” — date?"'}

date?" Lirgendein Element* der Bgermeng®ate® = Date
name”® Lirgendein Elemeng knowrf* der Tragermeng&lamé’ = Namé'
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Die folgenden Schemata beschreiben Abfragen von Daten aus dem Geburtstagskalender. Ausgabevaria-
blen werden dabei durch ein Ausrufezeichen gekennzeichnet. Diese Operdaiatean den Zustand
von BirthdayBooknicht. Dies wird ausgedckt durch,=BirthdayBook:

=BirthdayBook = ABirthdayBookA knowr = knownA birthday = birthday

__FindBirthday:.
=BirthdayBook
name& :NAME
datd : DATE
name € known
datd = birthday(name)

Ahnlich ist die OperatiorReminddefiniert. Die Mengenklammern im Axiom vdRemindbezeichnen
die ,Mengenkomprehension®.

__Remind
=BirthdayBook
today? : DATE
cardd : PNAME

cardd = {n: NAME| n € knownA birthday(n) = today?}

Der Anfangszustand wird durch das SchdnitBirthdayBookbeschreiben. Denown= 0 vorausgesetzt
wird, folgt aus der Schema-Invariante

known= dombirthday

dasshirthdaydie total undefinierte Funktion ist (der Graph ist leer).

__InitBirthdayBook_____
BirthdayBook

known= 0

Sequentielle Komposition: Zwei Schemat&; undS, konnen sequentiell durch §S, kombiniert wer-
den. Dabei wird der Nachfolgezustand v@nmit dem Anfangszustand vd® identifiziert. Endzustand
ist der daraus entstehende EndzustandSgod.h.

A—’Sl A A —s, A A-’slgsz A

Formal: Seiers; undS; Uiber der gleichen Signat@rdefiniert, dann gilt :
S$18S =det 38" 5[S'/S]AS[S'/T

Gemeinsame Schemakomponenten (z.B. Ein- und Ausgabevariable®) wvodS, werden identifiziert.

Beispiel 87: Komposition von Ahleroperationen
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1. Incginc = 3Fvalud, limit”:Ne

Dies istaquivalent zum Schema

__IncgiInc
ACounter
valu€ = value+2
limit’ = limit

ACounter

valué’ = value+ 1
limit” = limit
valué = valué’ + 1
limit’ = limit”

2. Die Operatiorinc g Addist aquivalent zum Schema

—_IncgAdd

ACounter

jump? :N,new valud : N
valué = value+jump?+ 1

limit’ = limit

new.value = valué

3. Dagegen ist die KompositioAddg Inc aquivalent zum folgenden Schema; der Wert der Ausgabe-
variablen ist also der neuéflerstand minus 1.

__AddgInc

ACounter

jump? :N,new.valud : N
valué = value+jump?+ 1
limit” = limit

new valud = value+jump? (=valué—1)

7.5 Zusammenfassung

e Z ist eine modell-orientierte SpezifikationsspractieZustandsbasierte Systeme. Ausgangspunkt
sind konkrete Rechenstrukturen (indiche Zahlen, Mengen, Relationen, Funktionen, Sequenzen).

e Systemzusitnde werden durch Z-Schemata beschrieben, die Zustandsvariablen uAdstarel-
sinvarianteeinfuhren, die in allen raglichen Zusinden gelten muss.

S
X1:T1, ... % Ty
P

bzw.aquivalent  S=[x;:Tq; ...; X Tn | P]

Einfuhrung von Basis-SorteNSORTE, z.B [ADDRESS$.

e Kombination von Schemata

aussagenlogische Verlipfungen A,V,—

Quantifizierung
Export/Verstecken

J%:TeS VX:TeS
ST (%),
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e Dekoration von Namen mjt’“ (Nachzustand), ? “ (Eingabe) odey ! “ (Ausgabe)
e Spezifikation von Operationen

AS = SAS
=S = ASABS=06S

e Sequentielle Kompositio§; § S
macht den Zustandbergang von vo§, bis ans Ende vof, atomar.

S8 = e SZ/ZAS[Z/2Z]

wobeiX die gemeinsame Signatur v@undS; ist.

8 Spezifikationsentwicklung in Z

In diesem Abschnitt betrachten wir einen Ansatz zur Spezifikationsentwicklung in Z, der wie bei al-
gebraischen Spezifikationen auf Verfeinerungsrelationen beruht. In Z unterscheidet man zwischen der
Verfeinerung von Operationen, der Verfeinerung von Daten und allgemein der Verfeinerung von Sche-
mata.

8.1 \Verfeinerung von Operationen

Zur Verfeinerung von Operationen betrachtet man Schemata folgender Form, die durch Beschreibung
von Zustandébergingen das Verhalten von Prozeduren charakterisieren.

__OP
AState
X? . Input
y!: Output
P(s,x?,s,y!)

wobeis, ' Variablen der Sorte State sind. In sequentieller Notation lautet das SéDEma

OP = [AState x? :Input; y! : Output| P(s, x2,s,y1)]

Bemerkung: Im allgemeinen sing und s’ von verschiedener Sortgtate und State, wobei State
und State wieder Records sind, z.EBStateg = {x: N,y : seqN}, State = {x: N}; die Vereinfachung
Statg = State = Stateist aber ausreichendif die weiteren Beispiele.

Falls mehrere Eingabe- oder Ausgabevariable vorkommen, schreiben wir ePdyma.y! fiir Vektoren
von Ein- bzw. Ausgabevariablen.

Die Semantik vorOP lasst sich durch die Relation charakterisieren, die zwischen Ein- und Ausgabeva-
riablen sowie Vor- und Nachzustand besteht.

[OP] = {{{(s,x?),(s,y!)) € (Statex Input) x (Statex Outpu) | P(s,x?,s,y!)}

Im allgemeinen wird durclOP eine Relation beschrieben, digfede Eingabe mehreredgliche Nach-
zustinde und Ausgabewerte askt, d.h.OP kann als eine nichtdeterministische Funktion aufgefasst
werden.
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Beispiel 88: Sei folgende Spezifikation gegeben.

_S
x?2,yl: N
(0<X?<3) A (Y <x?+1)
bzw. in sequentieller Notation

SZ X2yl N|(0<x?<3) A (y! <X?+1)]
Dann ist
[F = {(x2y):NxN | 0<x?<3Ayl <x?+1}

Fur die Eingabex? = 2 sind als Ausgabg! die Werte 0, 1, 2 raglich. Die Eingabex? = 7 ist nicht
korrekt.

Folgendes Schema ist eine Verfeinerung von S:

R
x?2,yl: N
X?<5AYl =X

R2 hingegen ist keine Verfeinerung v@ sonderr Verfeinerung vorR,

R
X2yl N
0<x?<3) Ay < (x2)2+1
Rs; und Ssind unvergleichbar:

~Rs
X2,y N
x?=1 Ayl =x?

Idee der Verfeinerung:

1. Die Relation wird deterministischer (weniger nichtdeterministisch).

2. Der Definitionsbereich der Verfeinerung umfasst den Definitionsbereich der abstrakten Relation.

Rist Operationsverfeinerung va falls

1. Definitionsbereich voisist enthalten im Definitionsbereich véh

2. Rist deterministischer alS, falls beide Relationen definiert sind.

Jede Implementierung von Sin einer konventionellen Programmiersprache ist notwendigervagise
terministisch d.h. fur jede Eingabe gibt es genau ein Ergebninftich einen Wert odejundefiniert,
wennR nicht terminiert), undR sollte alle Eingabewerte vdBakzeptieren.

R ist eineoperationelle (oder relationale) Verfeineruregnes SchemasS, wennR alle Eingaben von
S akzeptiert (d.h. dor8 C domR) und wennR determinierter alsS ist auf den Eingaben voS8 (d.h.
((domS)<R) C 9.
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Definition 45 Seien Input, Output, State Mengen und K, Statex Input) x (Statex Output).
R verfeinertS operationglwenn

1. domS<C domR und

2. ((domS) «R) C 9) gilt.

Dies lasst sich auch folgendermalRen auisélen: Seifir die Relation
T C M1 x Mo

dascharakteristische Ridikat
preT

desDefinitionsbereichfolgendermal3en definiert:

(preT)(a) =def acMiAdIbeMz:aThb
(preT)(a) <«  aedomT

Dann istR operationale Verfeinerungon S, wenn gilt:

1. preS= preR, d.h.

Va,x?:(a,x?) € domS=- (a,x?) € domR

2. preSAR= S d.h.

Va,x?,b,y!: (a,x?) € domSA (a,x?) R(b,y!) = (a,x?) S(b,y!)

Beispiel 89: Eine Verfeinerung vomirthdayBook

Eine korrekte Implementierung vakddBirthdaytragt Geburtstage ein, solange die Eingabe korrekt ist.
Die Spezifikation verbietet es aber, einen Geburtdtagihen schon bekannten Namen einzutragen.

Im folgenden wird eine Verfeinerung angegeben, die mit Hilfe der Z-Schema-Operationen in die erste
Spezifikation integriert werden kann. Wiikren eine ziu#zliche Ausgabevariablesult ein, die drei
verschiedene Werte annehmen kami:already_known not_known

Die vorhergehende Beschreibung wird mit zwei neuen Schemata kombinie&clzatrdefinieren wir
den Aufzahlungstyp

REPORT::= ok | already known| not_known

und die zwei Hilfsschemata

__AlreadyKnown

Sucess =BirthdayBook
B - name :NAME
MPORT result : REPORT

result = ok | eouit . RET

name € known

result = already known
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Fur die Kombination stehen in Z djgogischen” Operatoren undV zur Verfugung. Das neue Schema
RAddBirthday= (AddBirthdayA SuccespsV AlreadyKnown

ist fur alle Eingaben definiert. Dieses strukturierte Schenijsivalent zu folgenden einfachen Schema.

__RAddBirthday
ABirthday
name :NAME
date? : DATE
result : REPORT
(namé ¢ knownA birthday = birthdayU {name — date?} A result =ok) Vv
(name € knownA birthday = birthday A result = already known

Bemerkung: Die Variableknownmuss inRAddBirthdaynicht axiomatisiert werden, da ihr Wert wegen
der Invariante

known= dombirthday
aus den anderen Axiomen folgt.

Eine robuste Version voRindBirthdayund Reminderhalt man unter Verwendung des Hilfsschemas

__NotKnown
=BirthdayBook
name& :NAME
result : REPORT
name ¢ known
result = not_known

durch die Definition

RFindBirthday = (FindBirthdayA SuccesgV NotKnown
RRemind = RemindA Success

Satz 46

1. RAddBirthday ist operationale Verfeinerung von AddBirthday.
2. RFindBirthday ist operationale Verfeinerung von FindBirthday.

3. RRemind ist operationale Verfeinerung von Remind.

Beweis. (Skizze)

zu 1.: Offensichtlich umfasst der Definitionsbereich vieAddBirthdayden Definitionsbereich von
Addbirthday

preAddBirthday=- preRAddBirthday

und es gilt
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preAddBirthdayA RAddBirthday
name ¢ knownA RAddBirthday [ Def. preAddBirthday]
= ABirthdayBookA namé ¢ known
A birthday = birthdayu {name — date?} [ Def. RAddBirthday Aussagenlogik ]
= AddBirthday [Def. AddBirthday Q.E.D.

8.2 Wechsel der Datenstruktur

Im allgemeinen werden bei der Spezifikationsentwicklung,diestrakten” Datentypen der Spezifikation
durch,konkrete” Datentypen ersetzt, diémer an den Datentypen der gaviten Programmiersprache
sind.

Bei einer Verfeinerung muss zwischen gabstrakten“ SpezifikatioASund der, konkreten* Spezifika-
tion KSeine RelatiorR C ASx KSbestehen.

AuRBerdem riissen naitrlich auch Vertéglichkeitsbedingungen zwischen den initialen Zasgien vorAS
undKSsowie zwischen den OperationB@P undKOP von ASundKSbestehen (déiber sgter in8.3).

Beispiel 90:
1. Rep#sentation von 2-dimensionalen Matrizen durch 1-dimensionale Vektoren:

MATRIX
a:(1..ryx(1..s)—N

VEKTOR
c:(l..rxs)—N

Die Repasentationsrelation kann folgendermaf3en definiert werden:

R=[MATRIX VEKTOR|Vi:1..r;j:1..sea(i,j) =c((i—1)*s+])]

Diese Repaisentation ist bijektiv.

2. Rep@sentation von Bags durch Sequenzen

Ein Bag ist eine Multimenge, d.h. dieddfigkeit der Elemente wird géhlt, die Reihenfolge spielt
jedoch keine Rolle.

Z.B. gilt fur die Bags
by ={0,1,1], by=[0,1], bsz=[1,0,1]

by = bz, aberb; # b,.

In Z wird jeder Bagh mit Elementen vom TyX durch eine partielle Funktiom: X -~ N dargestellt.
Zum Beispiel gilt

by : N -» N mit by(0) = 1,b1(1) = 2,bs(X) undefiniert firx > 1

Konstruktoren sind der leere Bdg, einelementige Bagix|| und die Vereinigungs von Bags;
fragen kann man nach der Anzatdunib,x) der Vorkommen vorxin b.
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Bags werden &ufig durch ungeordnete Sequenzeririther Zahlen regsentiert, wobei beim
Hinzufigen eines Elementesdieses Element an die Sequenz ardgeh wird. Formal definieren
wir die RepasentationsrelatioR C bagN x sedN mit

[b1,...,bn] R{C1,...,c) gdw.k = nundc;,...,c it eine Permutation vol, ..., b,

Jeder Bag]by, ..., bn] mit n > 2 hat mehrere Repsentanten, z.B. hat
[0,1]] die Repésentanten (0,1) und(1,0)
[0,1,1] die Repasentanten (0,1,1), (1,0,1) und(1,1,0)

Umgekehrt hat jeder Reasentant genau einen zugeordneten Bag.

3. Repiasentation von Bags von Bitsequenzen mit Paritycheck durch Sequenzen von Paritychecks

Betrachte folgende Spezifikation eines Systems zum Speichern von Bitfolgen mit Zustands-
SchemaAS AnfangszustanthitASund einer OperatioAOP zur Eingabe einer Bitfolge mit Aus-
gabe der Quersumme modulo 2 der eingegebenen Folge.

__AS
a:bagseqo,1}

__InitAS
AS

a=l

— AOP
AAS
x? :sed0,1}

y!: {0,1}
a =aw|x7]
y!l = Z5(X?)
Hierbei sei Z3(X?) =gef (X?2(1)+...+X?2(#x?)) mod 2.

Die Implementierung speichert lediglich eine Folge von Quersummen anstelle der Folge der ein-
gegebenen Folgen.

_ CS
c:sed0,1}

__InitCS
CS

c=9

__COP
ACS
x? :sed0,1}
yl: {0,1}
d=c"(Z(x?)
yl = 25(x?)
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Die RepasentationsrelatioR setzt jedes Element eines Bags mit seinem Paritycheck in Bezie-
hung. Eine Sequenzmit Elementen au$0,1} reprasentiert einen Bag, wenn die Anzahl der
»Einsen” inc gleich der Anzahl der Elemente vanist, die einen Paritycheck 1 besitzen, und
die Anzahl der,Nullen* in c gleich der Anzahl der Elemente vanist, die einen Paritycheck O
besitzen.

R
AS
CS

Vje{0,1} e#(c[{j} =sum{x:doma|Zy(x) =] ex— a(x)}

wobeisumbdie Anzahl der Elemente eines Bags (mit ihréufigkeit) Ahlt:

— [X]
sum: bagX — N
sum[]] =0
sumbw [[x]]) = sum(b) +1

Die RelationR erlaubt, dass abstrakte Elemente mehrere konkreteaBReqmiationen haben und
umgekehrt. Zum Beispiel werden beigabstrakten” Folgen

a = <<O>7<Ovl>> = <<070>7<071>>
durch die beidepkonkreten* Folgen
C1 = (O, 1> C1 = <1, 0>

reprasentiert. <

8.3 \Verifikationsbedingungen fir Verfeinerungen

Erinnerung: C operationelle Verfeinerung voli (vgl. 8.1)

1. Canwendbar, wenA anwendbar doA C domC preA=-preC
2. Cdeterminierter alé\ (domA<C)CA (preA) AC=A

Jetzt: Erweiterung dieser Bedingungeiirfden Fall des Wechsels der Datenstruktur

Der Zusammenhang zwischen Zustandsdarstellungesbisirakter* Spezifikation ungkonkreter* Im-
plementierung wird gegeben durch eine Regantationsrelation Kopplungsinvariante®, vgi8.2).

Idee: Die Implementierung einer Operation ...

1. istanwendbar in jedem Resentanten eines Zustands, in dem die abstrakte Operation anwendbar
ist, und

2. fuhrt zu einem Refisentanten einesaglichen Ergebniszustands der abstrakten Operation.

Motivation dieser Definition.

Spezifikationen beschreibeffig Komponenten gifierer Systeme. Komponentenspezifikationen die-
nen
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e einerseits als Ausgangspunkt zur Entwicklung der Komponente und

e andererseits als Beschreibung der Komponenten-Schnittstelle, die von anderen Komponenten

(bzw. deren Entwicklern) genutzt wird.

Im Verlauf der Komponenten-Entwicklung darf . ..

e der Nichtdeterminismus von Operationen reduziert werden:
die Ubrigen Komponenten éisserjedesdurch die urspingliche Spezifikation erlaubtes Ergebnis

akzeptieren.

e der Vorbereich von Operationen nicht eingesgetit werden:
Entwickler derlibrigen Komponenten vertrauen daraliif, fede geral3 der abstrakten Beschrei-
bung zubssige Eingabe ein Ergebnis zu erhalten, welches die Spezifikatioi. erf

Eine Ausweitung des Vorbereichs von Operationen bei der Verfeinerung éstsigl] kann aber von den

tbrigen Komponenten nicht genutzt werden.

Beispiel 91: Mittelwert berechnen

Die folgenden Schemata beschreiben eifl@schenrechner’ zur Berechnung des Mittelwerts einer Mul-
timenge ganzer Zahlen. dfirend dig,abstrakte” Spezifikation die eingegebenen Zahlen speichert und
erst bei Ausfihrung der OperatioAbsMearaufsummiert, speichert digmplementierung” lediglich die

Summe und Anzahl der eingegebenen Werte.

S bundcardbbezeichnen die Summe bzw. die Anzahl der Elemente vorbBag

AbsCalculator

T store: bagZ

__AbslInitCalculator

__Calculator
sum: Z
cnt: N

AbsCalculator
store=0

__AbsEnter

__|nitCalculator
Calculator

sum=cnt=0

AAbsCalculator
n?:7Z
storé = storew [[n?]

__AbsMean

__Enter
ACalculator
n? .7z
sum = sum+-n?
cnt =cnt+1

AAbsCalculator

mean : Z

store# 0

storé = store

mearn = (3 store) div (card storg

__Mean
ACalculator
mean: Z

cnt=£0

sunm = sum

cnt =cnt

mean = sundiv cnt

Der Zusammenhang zwisch@alculator und AbsCalculatorwird beschrieben durch die Resentati-

onsrelation Kopplungsinvariante
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__RepCalculator
AbsCalculator
Calculator
sum= 3 store

cnt= card store

Zum Beispiel werden digabstrakten* Zugtnde
(store=[2,2,4,6]) und (store=[1,3,5,5])
beide durch den Implementierungszustand
(sum= 14,cnt=4)
beschrieben. Umgekehrt ist offensichtlich jedgabstrakten® Zustand genau ein Implementierungszu-

stand zugeordnet, d.h. die Rapentationsrelation ist funktional.

Das beobachtbare Verhalten (d.h. die Folggghther Operationen mit ihren Ein- und Ausgaben) der
Implementierung entspricht dem Verhalten der Spezifikation. <

Beispiel 92: ID-Vergabe

Das folgende Beispiel beschreibt die Vergabe eindeutiger Identifikatoréhrefd dig abstrakte” Spe-
zifikation intern die Menge der vergebenen IDs speichert und in der OpepdtoiissigniDnichtdeter-
ministisch eine beliebige noch nicht vergebene ID aughian erlaubt, benutzt die Implementierung
einen ZA&hler, dessen Wert die jeweil&chste zu vergebende ID angibt.

Ein interessanter Unterschied ergibt sich darausdfe Operation zurRickgabe“ einer ID durch die
Benutzer: viahrendAbsReclaimIDdie zuiickgegebene ID aus der Menge der vergebenen dBsht,
so dass sie wieder vergeben werden kann, bewirkt die Opef&olaimIDder Implementierung keine
Zustandanderung.

__AbsID _ID
used: PN nextiD: N
__AbsInitID __InitiD
AbsID ID
used=0 nextID=0
__AbsAssignID __AssignID.
AAbsID AID
newlD : N newlD : N
newlD ¢ used newlDl = nextlD
used = usedJ {newlID } nextlD = nextID+ 1
__AbsReclamiD____ ReclaimiD
AAbsID ~ Zﬁ:;: aim
freelD? :N -
— freelD? :N
used = used\ {freelD?}

e deterministische Implementierungatler statt Menge
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¢ Die Spezifikation schlie3t das Verhalten der Implementierung nicht aus, erlaubt aBefélalie
von der Implementierung nicht erzeugt werdémiken.

e Kopplungsinvariante: usedC 0..nextID—1 <

Allgemeiner Fall: Gegeben zwei Schematupel
Abs= (AbsStateAbslInit AbsOp$ und Conc= (ConcStateConclnit ConcOp$
und eine Kopplungsinvariante, beschrieben durch ein Schema

Rep= [AbsStatg ConcState Repliny

ConcverfeinertAbsbzgl. Rep wenn gilt:

1. Jeder nigliche Anfangszustand vaDoncrepiasentiert einen dglichen Anfangszustand vakbs
2. Fur jede Operatiol©Opvon Concgibt es eine OperatioAOpvon Abs so dass gilt

(a) IstAOpanwendbar in Zustaralundc ein mbglicher Repasentant voa (d.h.aundc erflllen
die Kopplungsinvariant®ep, so istCOpanwendbar irc.

(b) Istc’ ein miglicher Ergebniszustand va@@0Op, angewandt auf Zustargiund istc Repiasen-
tant eines Zustand, auf denAOpanwendbar ist, so isf ein Repasentant eines aglichen
Ergebniszustands von AOp, angewandt aud.

Definition 47 Ein Tupel Conc= (CStateClnit, COpg verfeinertein Tupel Abs= (AStateAlnit, AOp9
beZiglich einer Kopplungsinvariante Rep, wenn gilt:

Initialisierung. Clinit = 3AStates Alnit A Rep
Operationen. Fur jede Operation COg COps existiert eine Operation AGpAOps mit:

Anwendbarkeit. RepA (preAOp) = preCOp
Korrektheit. RepA (preAOp) A COp=- JAStatée AOpA Rep

Oft wird zusatzlich gefordert: Br jede OperatiodOpe AOpsexistiert eine implementierende Operation
COpe COps

Bemerkungen:

1. Operationsverfeinerung (Definitiofi5 aus Abschnitt8.1) ist Spezialfall von Definitiond7 mit
CState= AState ClInit = Alnit und der Identit als Repiisentationsrelation.

2. Manchmal werden zigzliche Operationen der Implementierung ohne Ein- und Ausgaben erlaubt,
die keine Auswirkungen auf den abstrakten Zustand haben. In diesem Fall fordert man

RepA COpA ZAState= Rep

Dies erndglicht,,interne“ Ubergange der Implementierung, digrfden Benutzer unsichtbar sind.
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Beweisverpflichtungen der Verfeinerungsbedingungeniir Beispiel 92

Kopplungsinvariante __IDRep
AbsID
ID

usedcC (0..nextID—1)

Initialisierung ID A nextiD=0 = Jusede usedC (0..—1)

Assign (a) IDRepA (preAbsAssigniD =- preAssigniD
(b) IDRepA (preAbsAssignlD A AssignlD
= JAbsID e AbsAssignlDn IDRep
=
usedC (0..nextID— 1) A newlD = nextIDA nextID = nextID+ 1
= Jused e used = usedJ {newlD'} A used C (0..nextID —1)

Reclaim (a) IDRepA (preAbsReclaiml) = preReclaimID
(b) IDRepA (preAbsReclaimliD A ReclaimID
= JAbsID e AbsReclaimID\ IDRep
=
usedC (0..nextID— 1) A nextlD = nextID
= Jused e used = used\ {freelD?} A used C (0..nextID —1)
Q.E.D.

Eine Zustandsfolgeo, si, S, ... heilt Ablauf einer Z-SpezifikationStateInit,Ops, wenns, die In-
itialisierungsbedingundnit erfullt und fir allei > 0 eine OperatiorOp € Ops existiert, so dass das
Zustandspaafs,s1) ein Modell vonOpiist.

Folgerung. SeiConceine Verfeinerung vo\bsundcgp,cy, ... ein Ablauf vonCong in dem konkre-
te OperationerCOp nur angewandt wurden, falls in jedem korrespondierenden abstrakten Zustand die
entsprechende abstrakte Opera#i@dp anwendbar ist.

Dann existiert ein Ablaugg,a;,... von Abs so dass; Repiasentant vorg; ist (fur allei), vgl. Abbil-
dungl1l. Ist in ax die OperatiorAOpanwendbar un€Op eine Verfeinerung vorOp, so istCOpin cx
anwendbar.

ap ap a

; - /AOpl\ > ; /AOpz\ ; - -
Rlep iny? outy! Rlep iny? outy! Rlep

. Cop, . COp T
Co C1 C2

Abbildung 11: Abkufe der Verfeinerung simulieren Ahlfe der abstrakten Spezifikation.

Vorsicht:  Es muss nicht zu jedem Ablauf vébsein entsprechender Ablauf va@@oncexistieren!
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8.4 Ubergang zu imperativen Programmen
Ziele

e Zusammenhang zwischen Z-Schemata und imperativen Programmen erkennen
e Formale Entwicklung von Programmen aus Zustands- und Operationsbeschreibungen

e Grundlagen des Verfeinerungskal&

Literatur
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Programme als Relationeniiber Zustanden. Ein Z-Schema der Form

_Op

AStL bzw. Op = [AState| P]
P

beschreibt eine Relation zwischen Zusien. Ebenso kann ein Programm als Relation zwischen zwei
(Speicher-)Zugtnden interpretiert werden.

Beispiel 93: Jedes der folgenden Programiiteeriihrt einen Zustand mit=0 Ay = 1 in einen Zu-
stand mix=1Ay=1.

o x :=1

® x =y

® x := x+1

® yhile x<1 do x := x+1 end <«

Beispiel-Programmiersprache in Anlehnung an,guarded commands*
(Mehrfach-)Zuweisung  x,y := x+y, y-x
Hintereinanderaughrung P ; Q

bedingte Anweisung if
(nichtdeterministisch) 1 by > Py

[1 bh -> Pp

else Pri1 (optional)
fi
Schleife do b -> P od

lokaler Block Il x:T ; M
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Wahrend der Entwicklung entstehggemischte Programme”, d.h. Programnige, die Z-Schemata
an Stellen noch zu entwickelnder Programmteile enthalten.

Allgemeiner Rahmen. Ein Schematupg|Statelnit, Ops wird Uberfihrt in ein Programm der Gestalt

|[ StateDecls ;
Init ;
type Choice = Quit | Opl | ... | OpN ;
\[ choice : Choice ; MakeChoice ;
do choice # Quit ->
if choice = Opl ->
|[ InOutDeclsl ; GetInputsl ; Opy; SendOutputsl 1]

[] choice = OpN ->

|[ InOutDeclsN ; GetInputsN ; Op,; SendOutputsN 1]
fi ;
MakeChoice

Dabei werden durchtatebecls die im Schemé&tatedeklarierten Schemakomponenten als Programm-
variablen deklariert und innoutbeclsi die Eingabe- und Ausgabeparameter der Operdaiipn Die
Schemainvariante votatemuss im Programm nicht bigeksichtigt werden, da sie durch die Initialisie-
rung sichergestellt wird und von allen Operationen erhalten bleibt.

Vereinfachende Annahmen:

e Alle Operationen der Ausgangsspezifikation sind total (ggf.lining von Fehlercodes).

o Pradikate aller Schemata enthalten nur Variablen, die im Deklarationsteil vorkommen (keine glo-
balen Variablen).

e die Typen der deklarierten Variablen sind in der Programmiersprache vorhanden (ggf. zuvor Da-
tenverfeinerung, siehe Definitigty in Abschnitt8.3).

Wir schreiben im folgenden (abweichend von strenger Z-Syntax)

_Op
A%:T); Z[y: 0]
P(X.y) A Q(y)

Implementierungen vo®p dirfen nur Zuweisungen an die VariablenXenthalten. Die Variablen i
durfen nur lesend benutzt werden.



Grundlagen der Systementwicklung Seite 117
M. Wirsing, S. Merz 8 Spezifikationsentwicklung in Z

Grundprinzipien der Verfeinerungsregeln:

e Z-Schemata stehen nur an solchen Stellen im Programm, an denen ihre Vorbedingung
erfullt ist (Anwendbarkeitsprinzip).

o Alle im Deklarationsteil eines Schemas genannten Variablen sind an der entsprechenden
Stelle im Programm deklariert.

e Nur die explizit inA[X : 'T'] genannten Variablenifen ve&ndert werden,frame rule").

Das Anwendbarkeitsprinzip gilt im Ausgangsprogramm, da alle Operationen als total angenommen wer-
den. Es wird von allen folgenden Verfeinerungsregeln vorausgesetziindadg verfeinerte Programm
sichergestellt. Digframe rule* bezieht sich auf die aktuell deklarierten Variablerat8peingeifihrte

lokale Variablen drfen beliebig veiindert werden, da sie auf3erhalb des Blocks nicht sichtbar sind.

Implementierungsbegriff. Seien®, ¥ (gemischte) Programme. Es gilt
oYW (WY implementiert)
genau dann, wenn
1. W anwendbar ist, wann imm&p anwendbar ist und

2. jeder nogliche Zustandsbergang gel3 ¥ auch von® erlaubt wird, vorausgesetzt, dadsim
Ausgangszustand anwendbar ist.

Werden® undW als Relationeriber Zusanden aufgefasst, gilt also wieder

oC Y — dom® Cdom¥ A (domd<W¥)C P

Sind® undW¥ Schemata und is¥ operationelle Verfeinerung vah (siehe8.1), so gilt®d C V.
Dies erlaubt u.a. @dikatenlogische Umformungeréwrend der Programmentwicklung.

Die folgenden Regeln dienen zum schrittweit#rergang von Operationsschemata zu Programmen. Wir
begiinden jeweil informell ihre Korrektheit.

Regel 1: Einfuhrung lokaler Variablen

—Op — O
AX:T]; Z[y: U] C 12:V; AX:T;Z:V]; Zy: U] 1]
P P

fur ,neue" Variablereg

Die Variablenz kommen konventionsged® im PédikatP nicht vor. Sie knnen aber in sjgeren Verfei-
nerungsschritten vandert werden.

Dagegen drfen keine Annahmeiiber die Anfangswerte vohgetroffen werden, da dies die Anwend-
barkeit vonOpl einschéanken wirde.

Regel 2: Weglassen unbenutzter Variablen

_Op _ Op
AX:T); Zy: 0; 2: V] C AX:T); Z[y: U]
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Begrindung.

e Die ,frame rule” garantiert, dass die Variablgnicht veandert werden.

e Die Anwendbarkeitsbedingung garantiert, d@$g,Z) vor der Austihrung vorOp, und daher auch
vonOpl gilt. Day undZvon Opl nicht ve&ndert werden, gifQ(y,Z) auch noch nach Terminierung

von Opl.
Beispiel 94:
— SwaplfGreater —_Swap
Alxy:Z]; =[z: N] cC AlXy: Z]
Z>5AX =yAYy =X X =yAYy =X

Regel 3: Zuweisungsregel (fur einfache Variablen)

__Op
ATy % Tl 2]
P

M

xl,...,xn = el,...,en

Voraussetzungen:

e Die Variablenxy, ..., x, sind paarweise verschieden.

e Die Ausdiickeey,...,e, enthalten keine gestrichenen Variablen und entspreghiemittelbar”
den Ausdiickenel, ..., en der Programmiersprache.

Begriindung. Fur die Vorbedingung vo®p gilt

preOp= Ple1/Xy,....en/%,V/Y]

und die Anwendbarkeitsbedingung garantiert, dass diegei®@t vor Ausitihrung der Zuweisung dilit
ist. Daher eriillt die Zuweisung insgesamt die Forntel

Beispiel 95:

__SwaplfGreater
Alxy:Z]; =[z: N]
Z>5AX =yAYy =X

I
X
=

=y, X
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Verallgemeinerung: Zuweisungen an Arraykomponenten

Arrays kbnnen in Z durch Sequenzen modelliert werden, Zuweisungen entsprechédibéesshreiben
des Arrays an bestimmten Indexpositionen.

_Op
A1 :T1; o0 X0 Tols 2 - (5] _ .
L AX=xe{j— el A ... - ' ' !
P
falls gilt: P=1<]j <#X
Beispiel 96:
— SwaplJ
Alx:sedZ]; =[i,j : N]
LI L C : _
X =X {i = X(j),j — X(I)} [ x[1],x[7] x[J],x[1]
1<i<j<#x

Ahnlich:  Zuweisungen an record-Komponenten.

Regel 4: Sequenzialisierung

preOp=- preOp; preOp A Op; = (preOp,)’ preOp A (Op; $O0p2) = Op

Op C Op; Op

Begrindung.

e Ist Opin einem Zustand anwendbar, dann ist au€dp; anwendbar. Daher gilt das Anwendbar-
keitsprinzip fir Op;, wenn es zuvorifr Op galt.

e Jede Audfihrung vonOp,, ausgehend von einem solchen Zustanendet in einem Zustand, in
demOp, anwendbar ist. Dies garantiert die &ftheit des Anwendbarkeitsprinzip&rfOps.

e WerdenOp; undOp, in einem solchen Zustarghintereinander ausgéifrt, so geiigt das entste-
hende Ergebnis der SpezifikatiQmp.

Beispiel 97: Suche nach Indexpaosition in Array mit maximalem Element

_FindMaxPos
Almaxel: N]; Z[a: sedZ]
#a>0
1 < maxel < #a
Vn:1..#aea(maxel) > a(n)

1. Schritt: Einfuhrung einer lokalen Variableff spatere Iteration
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— FindMaxSeen
. Almaxel: N; seen Z|]; =[a: sedZ]
FindMaxPos C |[ seen:int; T Has0

1 < maxel < #a
vn:1l..#aea(maxel) >a(n)

2. Schritt: Aufspaltung vorFindMaxSeeiin Initialisierung und weitere Berechnung

__Initialise __Complete
: Almaxel: N; seen Z] Almaxel: N; seen Z|
FindMaxSeen C =[a: seqZ] ; =[a: seqZ]
Maxellnv seen=#a
AMaxellnv
__Maxellnv.
) ) maxel: N; seen Z; a: seqZ
mit dem Hilfsschema >0

1 < maxel< seer< #a
Vn:1..seeme a(maxe) > a(n)

Beweis der Verfeinerungsbedingungen.

1. preFindMaxSeen= prelnitialise
reduziertauf #>0=#a>0

2. preFindMaxSeen Initialise = (preComplete/
gilt, dalnitialise die BedingungViaxellnv impliziert

3. preFindMaxSeen\ (Initialise 3§ Complete = FindMaxSeen
Completegarantiert seeh= #a A Maxellnv

Q.E.D.
3. Schritt: Implementierung vomnitialise
__InitRefined
Initialise T | AlmaxelN; seen Z|; =[a: sedZ| (operationelle Verfeinerung)
#a>0
seen=maxel =1
C  seen,maxel := 1,1 (Zuweisungsregel)
<

Regel 5: Fallunterscheidung
SeiOpein Schemaby, ..., b, Bedingungen, in denen nur ungestrichene VariablerCuugorkommen,
und die,unmittelbar* Bedingungent, .. .,bn in der Programmiersprache entsprechen.

Gilt preOp=-biVv...Vb, sofolgt
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Op C if bl -> by AOp
[] b2 -> by AOp

[] bn -> bn AN Op
fi
Idee: Wahleb; so, dass sich die einzelnen Alternativen in den folgenden Schritten vereinfachen lassen.
Begrindung.
¢ Die Anwendbarkeitsbedingungeiarfdie Schemath; A Op gelten wegen Voraussetzung

preOp=-b; V...V by

e Korrektheit folgt durch aussagenlogische Vereinfachung.

Beispiel 98: Iterationsschrittifir Suche nach gfdtem Element (vgl. Beispiél?)

__StepSeen
Almaxel: N; seen Z|]; =[a: sedZ]

AMaxellnv

seen=seent 1

_MoveSeen __AdjustMaxel
Alseen Z|; =[a: sedZ; maxel: N] Almaxel: N]; Z[a: sedZ; seen Z]
= Maxellnv i 1 < maxel< seer< #a
1 <seerx #a vn:1..(seen-1) e a(maxe) > a(n)
seeh=seernt 1 Maxellnv
C seen := seen+l ;
if a[seen] > a[maxel] -> a(seern > a(maxe) A AdjustMaxel
[] alseen] <= a[maxel] -> a(seen <a(maxe) A AdjustMaxel
fi
C...C seen := seentl ;
if a[seen] > a[maxel] -> maxel := seen
[] al[seen] <= a[maxel] -> maxel := maxel
fi

Regel 6: Iterationsregel Implementierung durch Schleife Op C do b -> Body od
Idee: Invariantelnv und Variantev

¢ Invariante gilt am Anfang und Ende jeder Aikfung vonBody

¢ Invariante und Bedingung garantiert Aukfbarkeit vorBody

¢ Invariante und Negation der Bedingung garantiert Korrektheit

¢ Variante wird bei jeder Ausihrung vorBodykleiner und sichert Terminierung
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Formal: Es seien

Inv, b, Goal Pradikate ohne gestrichene Variablen

b ,unmittelbare“Ubersetzung vob in die Programmiersprache

Y, ganzzahliger arithmetischer Ausdruck ohne gestrichene Variablen.
Iterate Operationsschemadff den Iterationsschritt

X,y Tupel aller vorkommenden Variablen

Die Verfeinerungsbeziehung

_Oop____ __Body
AX]; =[y) C dob-> | AX; = od
Alnv Alnv
Goal Iterate

gilt, falls alle folgenden Bedingungen &fit sind:

Inv A b= preBody
InvA - b= Goal
bABody=0<V <v

Beispiel 99: Implementierung vorlCompletedurch Schleife (vgl. Bsp®7)
Complete T do seen < #a -> StepSeen od

Instanziierungender Iterationsregel

Inv Maxellnv || b seern< #a
Goal | seen=#a || Iterate | seeh=seen+ 1
\% #a—seen

Entstandener Code in den Beispiele®7-99:

|[ seen : int ;

seen, maxel := 1,1 ;

do seen < #a ->
seen := seentl ;
if a(seen) > a(maxel) -> maxel := seen
[] a(seen) <= a(maxel) -> maxel := maxel
fi

od ]|

8.5 Zusammenfassung

¢ Die Wirkungen von Operationen zustandsbasierter Systeme sind nicht allein durch deren Eingabe-
parameter bestimmt, sondern auchaiuig vom aktuellen Systemzustand.

e Z-Spezifikationen eriglichen modellorientierte Beschreibungen zustandsbasierter, interaktiver
Systeme.
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¢ Eine typische Systemspezifikation hat die Fd®tateInit, Ops.

Dabei definiert das Scheng&atedie Komponenten (mit ihren Typen) zur Darstellung eines Zu-
stands und legt durch Schema-Invarianten die Beziehungen zwischen den Zustandskomponenten
fest.

Das Scheménit beschreibt die Teilmengedglicher Anfangszuginde.
Jede Operation wird durch ein Schef@p.e Opsmit Hilfe eines Padikatstiber Vor- und Nachzu-
stand sowie Ein- und Ausgaben beschrieben.

e Im Unterschied zu algebraischen Spezifikationssprachen wie CASL werden die grundlegenden
Datenstrukturen nicht durch charakteristische Eigenschaften beschrieben, sondern (i.w.) aus fest
vorgegebenen Basisstrukturen konstruiert.

Z basiert auf Mengenlehre (nach Zermelo-Fraenkel) und abgeleiteten Konstrukten wie Relationen,
Funktionen und Folgen.

Wie CASL erlaubt Z freie Typkonstruktionen, kennt aber keine rekursiven Funktionsdefinitionen.
e Z-Schemata &nnen durch,Dekorationen” umbenannt und mittels logischer Operatoren ein-

schliel3lich Quantoren miteinander vetiadit werden.

Dadurch werden Konzepte wie Hiding und sequenzielle KompositigrSichemakalll* darstell-

bar.

e Wie bei algebraischen Spezifikationen beruht die Spezifikationsentwicklung in Z auf einem Ver-
feinerungsbegriff.

e FUr eine Operationsverfeinerung vé@pdurchCOpmissen

Anwendbarkeitsbedingungpre AOp=- preCOp und
Korrektheitsbedingung (preAOp) A COp=- AOp
erfullt sein.

e Das Konzept der Datenverfeinerung verallgemeinert den entsprechenden Begriff bei algebraischen
Spezifikationen, indem der Zusammenhang zwischen dem Zustand der abstrakten Spezifikation
und dem Zustand der Implementierung durch eine Relation ausgedvird. Dadurch kann das
Problem detJberspezifikation auf der abstrakten Ebene (d.h. einer zu konkreten Zustandsdefiniti-
on bei der Anforderungsspezifikation) abgemildert werden.

e Die Entwicklung imperativer Programme aus Z-Spezifikationen von Operationen kann formal
durch den Verfeinerungskalkabgesiitzt werden.
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Teil IV
Reaktive Systeme

Bisher standen folgende Aspekte der Beschreibung von Systemen im Vordergrund:

Datenstrukturen und Funktionen: Axiomatische Beschreibung von Datenstrukturen und zogeér
Operationen durch Angabe ihres Ein-/Ausgabeverhaltens

zustandsbasierte SystemeWirkungen von (Benutzer-)Aktionen auf den Zustand eifieteraktiven”
Systems

Der abschlie3ende Teil der Vorlesung befasst sichremiktiven Systemefharakteristika reaktiver Sy-
steme sind:

e kontinuierliche Interaktion mit der Umgebung

e Terminierung uneniinscht bzw. unwesentlich

Typische Beispielelfr reaktive Systeme sind Prozesssteuerungen oder Kommunikations- oder Krypto-
Protokolle. Bei der formalen Beschreibung reaktiver Systeme dominiert meistkoeatrollanteil*,
wahrend der Berechnungsaspekt in den Hintergrund tritt.

9 Ablaufe von Transitionssystemen

9.1 Begriff, Beispiele

Transitionssysteme bildeten bereits die Grundlage zur Beschreibung zustandsbasierter Systettie in Teil
der Vorlesung. Viihrend dort die Beschreibung einzelner Systenénast odetbergange im Blickpunkt
stand, konzentrieren wir uns bei der Beschreibung reaktiver Systeme auf digfé\lsbn Transitionssy-
stemen. Dazu wiederholen bzw. erweitern wir die Definitidrvon Transitionssystemen.

Definition 48 Ein markiertes Transitionssystdm= (Z,1, 4,8) mit Anfangszuginden ist gegeben durch

e eine Menge Z von Zustden,

e eine nichtleere Menged Z von Anfangszughden,
e eine Menge4 von Aktionen und

e eine Zustandibergangsrelatio® C Z x 4 x Z.

Die Aktion A heil3ausfihrbar(, enabled*) im Zustand s Z, wenn ein & Z existiert mit(s,At) € d.

Im folgenden setzen wir voraus, dass in jedem Zustand snindestens eine Aktion A aiikfbar ist.

Ein Ablauf vonT ist eine unendliche Folge = 5 Lo, S N S...mitgp el und(s,A,s+1) €0 fur
allei>0.
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Bemerkungen:

Transitionssysteme haben edttanliche Struktur wie endliche Automaten, aber keine Enédnas.

In der Literatur findet man uneinheitliche Definitionen von Transitionssystemen. Typische Varian-
ten sind:

Beschiénkung auf einen Anfangszustasge Z statt einer Mengé C Z.
Aktionen werden oft nicht benannt, d.h. man definde@ Z x Z.

Die Totalitat vond wird nicht immer gefordert; neben unendlichen &blen sind dann auch
endliche Abhufe nioglich.

Einfuhrung einer,Stotteraktion‘t € 4 mit (s,1,t) € d gdw.s=t.

Die Zustandsmengé darf unendlich, sogdiberabahlbar sein.

Transitionssysteme modellierdiskrete Systemeda Zustandiberdgainge als atomare Aktionen oh-

ne Zeitdauer modelliert werdeniiFdie Modellierung von Realzeitaspekten oder Vooriden
Systememit analogen Zustandsanteilen (wie z.B. Steuerungen physikalischer Prozesse) muss die
Definition von Transitionssystemen geeignet erweitert werden.

Die Zustandsmengg wird meist durch Belegungen einer Men@é von (Zustands-)Variablen
angegeben, evtl. eingeséikt durch eine Zustandsinvariante.

Jede Z-Spezifikation der ForfStatelnit, Opg definiert ein Transitionssystem mit Aktionenmen-
ge Ops(vorausgesetzt, in jedem Zustand ist mindestens eine Operatiarheuoesf).

Die Aktion Opist austihrbar im Zustand genau dann, wensi= preOp gilt.

Beispiel 100: Eisenbahnsteuerung als Transitionssystem

Die Eisenbahnstrecke in Abh2 besteht aus zwei Ringen, auf denen je ein Zug in bzw. entgegen dem
Uhrzeigersinn dhrt. Eine Biicke wird von beiden dgen benutzt und durch Signale abgesichert. Die
Aufgabe besteht im Entwurf einer Signalsteuerung zur Vermeidung von Kollisionen auf dekeBr
wobei Zige nicht unidtig aufgehalten werden sollen.

signalE
atsignal
onbridge O

8

< sighalWw

enroute

Abbildung 12: Eisenbahnsteuerung.

Die Zustandsinformatioriif die Steuerung beinhaltet Angabi@er:
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¢ die aktuelle Signalstellung

e die Position, Geschwindigkeit und Beschleunigung digeZ
Zustandaberdange sind von zweierlei Art:

Umgebungsaktionen. Sensoren aktualisieren die Information der Steuetlgy den Zustand derige.

Systemaktionen. Durch Schalten der Signale @dert sich der aktuelle Zustand der Signale.

Fur einen ersten Entwurf gégt eine abstraktere Modellierung, bei dem die Strecken in Abschnitte
eingeteilt werden, wie in Abbl2 angedeutet. Dadurch wird ein endlicher Zustandsraum erreicht. Die
Zustandaberdgainge der zige und Signale wird in AblL3 dargestellt. (Die mit,?* markierten Eintage
kdnnen z.B. durch Priorisierung von trainW vervdlistigt werden, so dass Kollisionen vermieden wer-
den).

Zige Signale (kombinatorische Schaltung)
rot

‘ trainW ‘ trainE H signaIW‘ signaIE‘

enroute | atsignal rot grin
atsignal| enroute| grin rot
atsignal| atsignal ? ?

sonst rot rot

Abbildung 13: Zustandsberginge der Eisenbahnsteuerupgtistraktes Modell*).

Die abstrakte Modellierungihrt zu Nichtdeterminismus: zum Beispiel kann ein Zug aus dem Zustand
»onbridge" in die Zusinde,onbridge" und,enroute“tibergehen. <

Beispiel 101: einfaches Kommunikationsprotokoll nach Lynch

azb R

A B
b2a

Abbildung 14: Kommunikationsprotokoll nach Lynch.

Im folgenden Beispiel modellieren wir ein einfaches Protokoll zur Dabentragung zwischen zwei
Partnern A und B (vgl. Abbl4). Dabei werden folgende Annahmen getroffen:

e Ziel ist eine kontinuierliche Duplekbertragung zwischen A und @ber die Ka#lea2b undb2a;
es sei vorausgesetzt, dasssglig zulibertragende Nachrichten bereitstehen.

e Die Ubertragungskaile sind unzuvedssig: Nachrichtendanen bei detJbertragung ve#lscht
werden. Es werde vorausgesetzt, ddbsrtragungsfehler erkannt werdeimen (z.B. durch Ver-
sehen der Nachrichten mit redundanter Information auf einer niedrigeren Protokollebene).

¢ Die Daten tragen daheags Uber die das Protokoll gesteuert wirdolgliche tags sindck (ack-
nowledgement, positive Bégtgung der vorangegangeneibertragung)nak (negative acknow-
ledgement, kennzeichnet eine fehlerhafteertragung der vorangegangenen Nachricht) aine
(Kennzeichnung einer fehlerhafbertragenen Nachricht).
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DasProtokoll (fur beide Partner) wird informell folgendermalRen beschrieben:

1. Nach einer fehlerfreiefbertragung wird die &chste Nachricht auf demiiRkkanal mitack ver-
sehen, ansonsten nuifk.

2. Nach einemUbertragungsfehler bzw. einer mitk markierten Nachricht wird das letzte Datum
nochmaldibertragen, ansonsten wird digaiste zu sendende Nachricht geholt.

3. Fehlerfreiibertragene Nachrichten werden an die Umgebung ausgegeben.

Das Protokoll wird gestartet durch einer-Nachricht von B an A.

Modellierung durch Transitionssystem. Wir modellieren zwei Kaéle a2b undb2a der Kapaziat 1.
Die Sender- und Emphgerseite jedes Kanals wird durch folgende drei Zustandskomponentasamepr
tiert:

e ein Bitvalid, das angibt, ob die Nachricht auf der jeweiligen Seite frisch oder veraltet ist; dient zur
Synchronisation zwischen Prozess und Kanal,

e das tagypec {ack,nak,err} der aktuellen Nachricht und

¢ die eigentliche Nachricidatae Data; die MengeData enthalte alle raglichen Nachrichten, die
von den Prozessen versandt werden.

Die folgende Tabelle stellt dies kompakt dar; der Zustandsraum besteht aus den sortenrichtigen Belegun-
gen der Zustandskomponeni&2b.svalid, . .., b2a.rdata.

Senderseite ’ Empfangerseite

svalid {0,1} rvalid {0,1}

stype {ack,nak,err} rtype {ack,nak,err}
sdata Data rdata Data

Die Anfangszustinde entsprechen einer fehlerhaftétbertragung von B an A, sie sind daher formal
gegeben durch die Menge aller Zaistle mit

b2a.rvalid = 1, b2a.rtype= err, b2a.svalid= 0, a2b.svalid= 0
Die Belegung deilbrigen Zustandskomponenten ist irrelevant.

Die moglichenAktionen werden in der folgenden Tabelle in Pseudocode-Notation dargestellt. (Wir zei-
gen nur die Aktionen, die den Kanab betreffen, digibrigen Aktionen sind symmetrisch.)

Aktion Vorbedingung | Wirkung

Prozess A azb.svalid=0, | b2a.rvalid :=0,

b2a.rvalid =1 | outA:=if rtype= err then outAelseappendoutA b2a.rdata),
a2b.svalid:=1,

a2b.stype:= if rtype= err then nak elseack,

a2b.sdata:= if rtype= ack then nextAlnpuf) elsea2b.sdata
fehlerfreie azb.svalid=1, | a2b.rvalid :=1,

Ubertragung| a2b.rvalid =0 | a2b.rtype:= a2b.stype

azb aZb.rdata:= a2b.sdatg

a2b.svalid:=0

fehlerhafte | a2b.svalid=1, | a2b.rvalid =1,

Ubertragung| a2b.rvalid =0 | a2b.rtype:=err,

azb a2b.svalid:=0

Idle true skip
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Die ,Idle*-Aktion istimmer ausfihrbar und stellt sicher, dass es in jedem Zustand des Transitionssystems
eine audfihrbare Aktion gibt.

A azb b2a B A azb b2a B
nak, 1 nak, 1
nak,1 err,0
— | —
ack, A nak, A
err,0 nak, A
] N
nak, 1 ack, 1
\
nak, 1 err, 0
— | —
ack, A nak, A
P
ack, A nak, A
— ]
ack, 2 ack, 1
\
ack, 2 err, 0
\
— | —
(a) einzelndJbertragungsfehler (b) Zusammenbruch eines Kanals

Abbildung 15: Abkufe des Kommunikationsprotokolls.

Abbildung 15 stellt zwei nbgliche Abkufe des Protokolls durch Sequenzdiagramme dar, dabei sei an-
genommen, dass von A nach B die Folge 1, 2, 3, ... und umgekehrt die Folge A, B, C, ... gesandt wird.
Bei Ablauf (a) wird eine Nachricht fehlerhafibertragen, danach stabilisiert sich das Protokoll wieder.
Ablauf (b) entspricht dem kompletten Zusammenbruch des KahldBei einem solchen Ablauf versu-

chen beide Partner immer wieder, dieselbe Nachricht zu senden; das Protokoll macht keinen Fortschritt
mehr. |

Programme als Transitionssysteme

Bei der Modellierung von Aldufen (paralleler) Programme durch Transitionssysteme entsprechen die
Zustande ndglichen Belegungen der Programmvariablen. AuRerdem gibtRyimgrammahler* (ggf.
pro paralleler Komponente) den Kontrollflusszustand des Programms an.

Beispiel 102: , Stoppuhr’
var x,y:integer = QO;
cobegin
o:while y=0do B:x:=x+1lend | y:y:=1
coend

Zustande: Werte vonx undy, au3erdem,Programmahler Ty € {a,B,11} und 1 € {y, T2} (dabei
stehert; undt, fur die Terminierung der beiden Komponenten).

Aktionen: entsprechen Programmanweisung8igttern‘ am Programmende
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mogliche Ablaufe

Ablauf 1 Akton || —|la |Bla|Bla|y | B|la|T
X ojo0o|1j1|2}2|2|3]3
y o|(o(o0j0jO|O|1 1|11
m a | Bla|Bla|B|[B|a|u|n
1% YIY[Y|Y|Y|Y|T2|T2|T2|T2
Ablauf 2 Aktion | — |a |B|a|B|a|B|a| B | a
X 00|11 |2|2|3|3|4]4
y o0j0|j0j0|0Oj0O|0O]|]O]|O]O
m o [Bla|Bla|B|la|B|a|PB
%) YIY|Y[Y|Y|Y|Y|Y|]Y]|Y

9.2 Fairnessbedingungen

Transitionssysteme enthaltedulfig ,,unfaire® Ablaufe, die im modellierten System nicht vorkommen
kénnen. Typische Ursachen unfairer Abfe sind:

e Abstraktion bei Modellierungifhrt zu Nichtdeterminismus im Modell
vgl. Beispiell00 Transitionssystem erlaubt Zyklen, in denen ein Zug immer auf deckarbleibt.

e Modellierung von Parallelit durch Nichtdeterminismus
vgl. Beispiel102 In Ablauf 2 wird Aktiony nie ausgdihrt.

e Zwei Aktionen stehen in Konflikt, d.h. sind im selben Zustand @éludfar
vgl. Beispiel101: korrekte und fehlerhafte Nachrichi@mertragung

Sollen unfaire Abhufe ausgeschlossen werden, muss die Menge der erlaubtéufé\durch Zusatzbe-
dingungen eingescénkt werden.

e Beispiel 100 Enthalt ein Ablauf unendlich viele Bewegungen eines Zugs ausgehend vom Ab-
schnitt,,onbridge”, so befindet sich der Zug unendlich oft nicht im Abschittbridge”.

e Beispiel101: Werden unendlich viele Nachrichten entlang eines Kaillaéstragen, so erfolgt die
Ubertragung unendlich oft fehlerfrei.

e Beispiel102 Ein Prozess, der (ab einem gegebenem Zeitpunkt) persistetihdoesfeit ist, fihrt
irgendwann eine Aktion aus.

Fairnessbedingungen fordern intuitiv, dass Aktionen, deziigend faufig“ austihrbar sind, irgendwann
ausgefihrt werden. Wir betrachten zwei Fairnessbegriffe:

schwache Fairness (weak fairness, justice)ein Ablauf s M, 5 M, 5. heiRt schwach fair
bediglich der AktionA, falls gilt:

Existiert einn € N, so das4 in allen Zuséndens,, mit m > n ausfihrbar ist, so is® = A fir
unendlich viela € N.

Aquivalente Formulierung: Wird\ nur endlich oft ausgéhrt, so istA im Ablauf unendlich oft
nicht austihrbar.
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starke Fairness (strong fairness, compassion)Ein Ablauf s o, S S, $... heildt stark fair
bediglich der AktionA, falls gilt:

Existieren unendlich vielen € N, so das#\ im Zustands,, ausfihrbar ist, so isf; = A fiir unend-
lich vielei € N.

Aquivalente Formulierung: Wire\ nur endlich oft ausgéhrt, so istA im Ablauf nur endlich oft
ausfihrbar.

Bemerkung: Starke Fairness impliziert schwache Fairness.

Ist ein Ablauf stark fair beizglich A, so ist er auch schwach fair hegich A.

Definition 49 Ein Transitionssystem mit Fairneg¢fair transition system, FTS)s = (Z,1,4,6,W,S)
erweitert ein Transitionssystein= (Z,1, 4,8) um Mengen WSC 4.

Die Ablaufe vonT sind diejenigen Aldlufe vonl, die schwach fair sind béglich der Aktionen A& W
und stark fair beiglich der Aktionen A S.

Fur die betrachteten Beispiele sind folgende Fairnessbedingungen sinnvoll:

Beispiel 100. schwache Fairness bzgl. der Aktiondriicke verlassen®” mit der Vorbedingupgug im
Abschnitt onbridge" und der Nachbedingutifug im Abschnitt enroute” (ir beide Zige).

Beispiel 101: starke Fairness bzgl. der Aktiongdbertragunga2b und ,, Ubertragundp2a.

Beispiel 102 schwache Fairnesfiffjeden der beiden Prozesse, dilr.die AktionenP1 undP2 mit

(ssPLt)ed < (sa,t)cd oder (sB,t)cd
(sP2,t)ed < (syt)ed

Die Wahl acdquater Fairnessbedingungeaingt vom jeweils modellierten System ab und i&ufig der
schwierigste Teil der Modellierung.

Implementierung von Fairnessbedingungen

Fairnessbedingungerdknen durch Scheduler implementiert werdeir. §chwache Fairness gt ein
»round-robin-Scheduler, bei dem die Aktionen zyklisch auf Almsbarkeit untersucht und ggf. aus-
gefuhrt werden.

Satz 50 Es seil't = (Z,1,4,0,{By,...,Bm-1},0) ein FTS ohne starke Fairnessbedingungen, ferner sei

S o, Si... AL% s, ein endlicher Ablauf vonR.

Dann ist jede Folgecsi S... Aot S N Sht1... €in Ablauf vorT, falls fur alle k> n die folgenden
Bedingungen el sind:

1. A« = Bk modm, falls die Aktion B modm im Zustand gaustihrbar ist.

2. (S A1) €.
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Bemerkung: Wegen der angenommenen Totlivond kann jeder endliche Ablauf voiy zu einem
Ablauf erweitert werden, der die Bedingungen von Saterfullt. Das heiflt, es reicht aus, den Scheduler
erst ab einem beliebigen Zustand zu benutzen.

Beweis von Sats0

Idee: Fur den Nachweis der schwachen Fairness reicht es zu zeigen, dass jedeB\ktda perma-
nent audfihrbar ist, irgendwann ausggidrt wird. Da der round-robin-Scheduler alle Aktionen zyklisch
beriicksichtigt, wird die AktiorB; sicher ausgéihrt, falls sie permanent auigfrbar ist.

Formal: Angenommeng = S AT Fot LN Shy1... erfille die Bedingungen (1) und (2), sei aber

nicht schwach fair bemlich der AktionB;.

Das o, S-.. foct s, endlicher Ablauf vorf™ ist undo die Bedingung (2) eifilt, ist o sicher ein Ablauf

vonl = (Z,1,4,9).

Es sep € N so geviahlt, das$; in allen Zusnders mitj > p ausfihrbar ist. Dao die Fairnessbedingung
fur B verletzt, istAx = B;j nur fur endlich vielek € N.

Wahleq > p so, dasgy modm= gilt und A¢ # B; ist fur allek > g. Dann istB; ausfihrbar im Zustand
Sy, also folgt nach Bedingung (1), da&g = B; gilt — Widerspruch. Q.E.D.

Ein round-robin-Scheduler ist ungeeignet zur Implementierung starker Fairnessbedingungen, da es
moglich ist, dass eine Aktion, die immer wieder ditgtbar ist, genau dann nicht aukfbar ist, wenn

der Scheduler die Aughrbarkeitiiberpiift. Stattdessen kann man einen Scheduler,dynhamischen
Prioritaten* verwenden, der Aktionen um s@skter priorisiert, jednger sie nicht ausgéfrt wurden.

Satz 51 Es seils = (Z,1,4,0,0,{By,...,Bn-1}) ein FTS, das nur starke Fairnessbedingungen &hth
und g P, Si... Aot S, sei ein endlicher Ablauf von.

Dann ist jede Folgeosi Si... Aot Sh AR Shi1... €in Ablauf vorT's, falls eine Folgem,, T 1,... von
Permutationen voKO, ..., m— 1} existiert, so dasdif alle k> n die folgenden Bedingungen il sind:

la. Fallsi€ {0,...,m—1} existiert, so dass;Bm Zustand gausfihrbar ist:

Sei je {0,...,m— 1} minimal, so dass B(j) in sc ausfihrbar ist, dann gilt

T (i) fallsi<j
Ac=Brj und Ti(i)=q m(i+1) fallsj<i<m-1 ; furalleie{0,...,m-1}
Ti(j) fallsi=m—1

1b. Sonst ist Abeliebige Aktion, die insausfihrbar ist, undr.; = Tk.

2. (S A1) €0

Bemerkung: Wieder kann jeder endliche Ablauf vdnzu einem Ablauf erweitert werden, der die
Bedingungen von Satzl erfullt. Die intuitive Interpretation der etwas kompliziert formulierten Bedin-
gungen ist, die Aktionen mit starker Fairness in einer Liste zu verwalten. Die Aktionen werden in der
Reihenfolge, in der sie in der Liste stehen, auf ihre Abgbarkeitiberpiift. Sobald eine Aktion aus-
gefuhrt wird, ertalt sie den letzten Listenplatz (und damit niedrigste P@oiit der folgenden Runde).
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Beweis von Sats1

Idee: Aktionen, die nicht ausgéhrt werden, bewegen sich (fallbberhaupt) auf der Liste nach vorne.
Wird eine AktionB; nur endlich oft ausgéhrt, muss sie daher irgendwann, etwa ab Zussaneinen
festen Listenplatz haben, und dies gilt dann alictafle weiter vorne auf der Liste stehenden Aktionen.
Aber dies kann nur dann eintreten, falls alle diese Aktioneg ate mehr austhrbar sind. Insbesondere
ist B nur endlich oft augfhrbar, und daher difit der Ablauf die Bedingung der starken Fairness.

Formal: Angenommeng = S o, Si... i Sh o, S . .. erfille die Bedingungen (1a), (1b) und (2),

sei aber kein Ablauf vofs.

Dasgy fo, Si... Aoy s, endlicher Ablauf vor™ ist undo die Bedingung (2) effllt, ist o sicher ein Ablauf

vonl = (Z,1,4,9).

Angenommeng ist nicht stark fair beiaglich der AktionB;. Dann gibt es unendlich viela € N, so dass
B; in sy, austihrbar ist, abeAy = B; gilt nur fir endlich vielek. Seip > n so gevahlt, dass? # B; qgilt
fur allek > p. Betrachte die Folge,, T, 1,.... DaAx # B; gilt, ist die Folgejp,jpt1,... mit Tk(jk) =i
(schwach) monoton abnehmend, wird also schlie3lich stabil.

Wahleq > p so, dasgk = jq fur allek > g. Dann folgtri(j) = m4(j) fur allej < jqundk > g, und die
Aktionen By (o), - - -, Br(j,) Sind in keinem Zustans (fur k > q) ausfihrbar — denn sonstave geraf3
Bedingung (1apx = By fur einj < jq, und damifx;1 # j-

Insbesondere isBTh(jq) = B; in keinem Zustand (fur k > q) ausfihrbar — Widerspruch. Q.E.D.

Interpretation. Die Satze50und51 besagen intuitiv:

e Ist [t ein FTS, dessen zu Grunde liegendes Transitionssy§teshne Fairnessbedingungen
ausfihrbar ist (d.h. die Menge der Nachfolgerzmsie zu jeder Aktion ist berechenbar), émken
auch faire Abaufe vonl's systematisch erzeugt werden.

Dabei reicht es sogar, den Scheduler erst ab einem beliebigen Zeitpunkt nach Beginn des Ablaufs

zu verwenden.

e Allerdings werden auf diese Weise nicht alle fairen@fe von'; generiert (selbst endliche FTSe
haben i.atiberabahlbar unendlich viele verschiedene faire &lie).

e Der prioritatsbasierte Scheduler kann aucin FTSe verwendet werden, die sowohl starke wie
schwache Fairnessbedingungen enthalten, da starke Fairness schwache Fairness impliziert.

9.3 Eigenschaften von Abhufen

Bei der Analyse von Transitionssystemen interessiert man sich in der Regér filinAussageruber
ihre Ablaufe, z.B.:

e Die Zuge lbonnen zu keinem Zeitpunkt beide im Abschitbridge sein.

e Wartet ein Zug vor dem Signal, so wird er zu eineratepen Zeitpunkt auf der Bcke sein.

Wird ein Datum fehlerfrei empfangen, so wurde es zuvor vom Sender verschickt.

Die Reihenfolge der empfangenen Daten entspricht der Reihenfolge beim Senden.

Jedes gesendete Datum trifft irgendwann fehlerfrei beim Brgsr ein.
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AuRBerdem interessiert man sich gelegentlizthAussagen wie:

e Die AktionenA undB stehen in Konflikt bzw. sie sind unadigig.
e \Von jedem Zustand aus kann ein Anfangszustand erreicht werden.

e Zwei Prozessednnen kooperieren, um einen dritten Prozess auszusperren.

Solche Aussageiber die Struktur einer Transitionssystems bzwigiithe alternative Aldufe klam-
mern wir hier aus; sie werden z.B. in der Prozessalgebra und in Varianten temporaler Logik betrachtet.

Wir identifizieren im folgenden Eigenschaften mit der Menge der Zustands-Aktions-Folgen, welche die
Eigenschatft eifllen.

Definition 52 Seil’ = (Z,1, 4,0) ein Transitionssystem. EirfE-)Eigenschafist eine Menge von Folgen

o= Fo, S P, S... mits € Z und A € 4. Das Transitionssystemerfilllt die Eigenschaft P, wenn
jeder Ablauf vori™ in P liegt.

Eine,Eigenschaft’P ist also eine Aussage, von der es sinnvoll ist zu fragen, ob sie auf einen Ablauf
zutrifft (o € P) oder nicht.

Aussageriber die Existenz von ABlfen sind keingEigenschaften” im Sinne von Definitics®.

Beispiele:

e Die Menge der Alufe eines Transitionssystemsst einel -Eigenschatft.

e Menge der Zustands-Aktions-Folgen, die stark fair sind bzgl. Akéion

e Menge aller Folgesy 2% s, 2L s,..., S0 dassy(y) = 1 gilt fur einn € N.

Sicherheits- und Lebendigkeitseigenschaften

Man unterscheidet zwei grundlegende Klassen von Eigenschaften von TransitionssySiehezheits-
eigenschaftedriicken intuitiv aus, dass zu keinem Zeitpunlétwend des Ablaufs ein uneiwschtes Er-

eignis eintritt, vahrend_ebendigkeitseigenschafteerlangen, dass (eimschte) Ereignisse irgendwann

bzw. immer wieder eintreten. Formabinen diese Klassen, unargig von einer konkreten Beschrei-
bungssprache, topologisch charakterisiert werden. Sie zeichnen sich durch unterschiedliche, jeweils cha-
rakteristische Beweisprinzipien aus (dazu mehr im Abschfjttim Bereich sequenzieller Programme
entsprechen Sicherheitseigenschaften der partiellen Korrektheit (“es kommt nie vor, dass das Programm
terminiert, ohne das gdimschte Ergebnis zu berechnen"alwend Lebendigkeitseigenschaften als Ver-
allgemeinerung der Terminierung von Programmen betrachtet weiitereh.

Informell wurden Sicherheits- und Lebendigkeitseigenschaften von Lamport 1980 folgendermal3en cha-
rakterisiert:

Sicherheitseigenschaft (safety property):something bad never happens

¢ Die Signalsteuerung gearleistet, dassige nie auf der Bricke zusammenstol3en.
e jedes Datum wird entweder unval$chtiibertragen oder als fehlerhaft gekennzeichnet.

Lebendigkeitseigenschaft (liveness property)something good eventually happens
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e Jeder wartende Zug wird die Bcke irgendwann befahren.
e Nachrichten werden unendlich oft fehlerfidertragen.
e Die Aktion y wird irgendwann ausgéhrt.

Formal werden Sicherheits- und Lebendigkeitseigenschaften folgendermalRen charakterisiert (nach Al-
pern und Schneider 1985).

Definition 53 Seil” ein Transitionssystem.

e Pisteing(l"-)Sicherheitseigenschajenau dann, weniif jede Folgeo = 5 Ho, S S, ... gilt:

oeP gdw. firjeden Péfix $ o, Si... s S, vono gibt es eine Folge

. B B .
T:%iS]_...An—l)Sq—n>tn+1n—+l>tn+2... mitt € P

e P ist eine (I'-)Lebendigkeitseigenschafienau dann, wenn sich jede endliche Folg)eg"»

S... ALl>snzu einer Folge@i S... A“L%snisprl... € P erganzen &sst.

Zusammenhang zu informeller Charakterisierung

e Eine Folgeo erfilllt eine Sicherheitseigenschdftgenau danmicht, wenn es ein endliches An-
fangssiick vono gibt, das sich nicht zu einer Folge é@rzen &sst, dieP erfillt. Dieses endliche
Anfangssiick endet mit dem Eintreffen des “undimschten Ereignisses”, das nicht mehr behoben
werden kann.

e Lebendigkeitseigenschaften séhken dagegen die Menge der endliche&fiRe nicht ein: Was
vor dem Eintreffen des “erilnschten Ereignisses” geschieht, ist irrelevant.

Vereinfachende Schreibweisen (Transitionssyster sei vorausgesetzt)

e Fir eine Folgeo = s Ho, st S, S ... bezeichnes[..n] den Pafix s Ho, S... Aot Sh.

e Fir Folgenp = s LN Aot s,undo = s, 20, Snit hice: Shi2. .. bezeichnep o o die Konka-

tenationsoisi...AﬂsnianrlAﬂst....

e Fur eine endliche Folgp = 5 o, S... i s, schreiben wip € P, falls p = of..n] gilt fur ein
o € Pund einne N.

e >* und X bezeichnen die Menge aller endlichen bzw. unendlichen Folgen voiarftiest und
Aktionen.

Damit gilt: P ist Sicherheitseigenschaft genau dann, wémrafle Folgeno € 2 gilt:
Fallso[..n] € Pfiurallen € N, so gilt aucho € P.

P ist Lebendigkeitseigenschaft genau dann, wepm| € P gilt fur alle Folgero € X* und allen € N.
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Beispiel 103: Sicherheits- und Lebendigkeitseigenschaften

Die Menge der Aliufe eines Transitionssysterfis= (Z,1,4,0) ohne Fairnessbedingungen ist eine
Sicherheitseigenschatft.

Denn: Seio = 5 2% 5, 2L s, ...

o Ablauf vonTl

gdw. o€l undfurallei e Ngilt (s,5+1) €90 [Definition 48]
gdw. furallene Ngilt g €1 undfurallei < ngilt (s,5+1) €90 [Arithmetik]
gdw. furallen e N gibt est € X%, so das®[..n| o1 Ablauf vonT [wegen Totaliait vond]

Dagegen ist die Eigenschaft,unendlich oft hak den Wert 0 eine Lebendigkeitseigenschatft.

Denn: Seieno = 5 iR S1 LN ... € 2® und n € N beliebig, und ses ein Zustand mits(x) = 0.

Betrachte die Folge:soisl... qu Po,s P

Offenbar hat in T unendlich oft den Wert 0, also gift[..n] € L. <

Beachte: In Definition53wird nicht gefordert, dass die Zustands-Aktions-Folgenadifé vonl™ sind.

Satz 54 (Sicherheits- und Lebendigkeitseigenschaften)

=

. Die Klasse der Sicherheitseigenschaften ist abgeschlossen unter beliebigen Durchschnitten.

N

. Ist L eine Lebendigkeitseigenschaft, so ist auch jede Eigenschaft. Mebendigkeitseigenschatft.
3. Fur jede Eigenschaft P ist
C(P)={0e€Z® | o[..n € Pfuralle ne N}

die (bzgl.C) kleinste Sicherheitseigenschaft, die P @éitthC(P) hei3t derSicherheitsabschluss
(safety closure) von P.

P ist Sicherheitseigenschaft genau dann, wégiR) = P gilt.
P ist Lebendigkeitseigenschaft genau dann, we(®) = =® gilt.

> st die einzige Eigenschaft, die sowohl Sicherheits- als auch Lebendigkeitseigenschaft ist.

N o &

Jede Eigenschaft Rasst sich als Durchschnitt einer Sicherheits- und einer Lebendigkeitseigen-
schaft darstellen.

8. Ist S Sicherheitseigenschaft und P beliebige Eigenschatft, so gilt
PCS gdw. C(P)CS
Beweis.

1. SeisS eine Menge von Sicherheitseigenschaften, zu zeigehist Sicherheitseigenschatft.
Seio € Z? beliebig mito[..n| € NS fur allen € N.
Also gilt o[..n] € Sfur allen € Nund alleSe .
Da jedesSe § Sicherheitseigenschaft ist, folgte Sfur alleSe .
Daher gilto € .S, und damit die Behauptung.
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2. unmittelbar nach Definition.

3. Offenbar giltP C C(P).

e ((P) ist Sicherheitseigenschaft: Seic Z® beliebig mito]..n] € C(P) fur allen € N.
Das heil3t, ir allen € N existiertty € 2% mit a[..njoTh € C(P).
Nach Definition vonC(P) folgt of..n] € P fur allen € N, alsoo € C(P).

e SeinunSD P beliebige Sicherheitseigenschaft, zu zeigeri®?) C S.

Seio € C(P) beliebig. Dann gilo[..n] € P fur allen € N, und wegerP C Sfolgt o[..n] € S
furallene N.

Da S Sicherheitseigenschatft ist, folgte S, was zu zeigen war.

4. “=": Sei P Sicherheitseigenschaft. Gaf Aussage (3) reicht zu zeigen: dann giiP) C P.

Sei alsoo € C(P), dann ist nach Definitioo|..n] € P fur allen € N. DaP Sicherheitseigenschaft
ist, folgt o € P. Das geifigt.

“<" Gemal (3) istC(P) Sicherheitseigenschaft. IS(P) = P, so ist alsd® ebenfalls Sicherheits-

eigenschaft.
5. P Lebendigkeitseigenschaft
< o[.njePfurallecez®undallene N [Def. Lebendigkeitseigenschaft]
& o€ C(P)furallec e z© [Def. C(P)]
& C(P)=2Z%

6. e X%istoffensichtlich Sicherheits- und Lebendigkeitseigenschatft.

e Umgekehrt seP Sicherheits- und Lebendigkeitseigenschaft, zu zeifeaZ®.

Seio € 2% beliebig. DaP Lebendigkeitseigenschaft ist, géi..n| € P fur allen € N. DaP
Sicherheitseigenschatft ist, folgt daraus P.

7. Setze
L =def PU(Zw\C(P))

Offensichtlich giltP = C(P) NL.
Zu zeigen bleibtL ist Lebendigkeitseigenschaft.

Seio € X® beliebig, zu zeigero]..n] € L gilt fur allen € N.

Fall1: o¢ C(P). Dannisto € L, also offenbarc]..n| € L fur allen € N.
Fall 2: o € C(P). Dann gilt ur allen € N, dassof..n| € P C L.

8. “=": GelteP C Sund seio € C(P). Dannisto]..n] € Pfur allen € N, und mitP C Sfolgt a[..n| € S
fur allen € N. DaSnach Annahme Sicherheitseigenschatft ist, folgt S Das gefigt.

“<": trivial wegenP C C(P) (genaf 3). Q.E.D.
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Beispiel 104: (vgl. Stoppuhr aus Beispiél02)

SeiP die Menge aller Folger, Ho, S S, s..., fur die einn > 0 existiert, so dass gilt:

e s(y)=0furallei <n und s(y) =1 fur allei > n,
e s9(X) =0 und frallei < ngilt s11(X) € {s(X),s(x)+1}.
Intuitive BedeutungEine Zeit lang gilty = 0, danacty = 1. Solangey = 0 gilt, ertbht sich der Wert von

x entweder um 1 oder er bleibt konstant.
Der Sicherheitsabschlug¥P) enthalt genau die Folgea = s o, S1 S, S..., fur die gilt:

e 0cP oder

e S9(X) =0und fir allei € N gilt s(y) =0 unds+1(x) € {si(x),s(x)+1}. <

Satz54.7 besagt, dass sich jede Spezifikation als F&dr) aus einer Sicherheitseigensch&ftuind

einer Lebendigkeitseigenschafschreibendsst. Eine ndirliche Forderung besagt, ddsslie genalRS

erlaubten endlichen Allfe nicht einsclimkt, dass sich also jede endliche Fopge S zu einer Folge
poT € SNL erganzen Asst.

Definition 55 Sei S Sicherheitseigenschaft und L beliebige Eigenschatft.
Das Paar(S L) heiBtmaschinenabgeschloss@nachine closed), wenfi(SNL) = S gilt.

Beispiel 105: nicht maschinenabgeschlossene Spezifikation
SeiSdie Menge aller Aliufe des folgenden Transitionssystems

G

undL die Menge aller Folgen, die unendlich oft den Zustsfndnthalten.

Der endliche Ablauty — s; |asst sich nicht zu einem Ablauf BN L erganzen. Das PagB, L) ist also
nicht maschinenabgeschlossen. <

Die Ablaufe einer maschinenabgeschlossenen Spezifikggidn erfullen eine Sicherheitseigenschhft
genau dann, wen8C | gilt;

SNLCI
gdw. C(SnL)Cl [Satz54.8]
gdw. SCI [(SL) maschinenabgeschlossen]

Die zusitzliche Eigenschaft wird also zum Beweis von Sicherheitseigenschaften nichbtign

Nicht maschinenabgeschlossene Spezifikationen sind problematisch und werden in einigen Formalismen
ganz ausgeschlossen.

Aus den &tzen50 und 51 folgt: FTSe mit endlich vielen Fairnessbedingungen sind maschinenabge-
schlossen. Diese Aussage gilt sogardbzhlbar viele Fairnessbedingungen (ohne Beweis).
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9.4

10

Zusammenfassung
Reaktive Systeme werden formal durch Transitionssysteme modelliert.

Ablaufe eines Transitionssystemsind Folgersy o, S A, S,...von Zusanden und Aktionen,

so dassy ein Anfangszustand von ist und alleUberganges A, S.+1 der Zustandsbergangsre-
lation vonI” entsprechen.

Zur Systemspezifikation werden Ahlfe von Transitionssystemen meist weiter eingesdkir

Insbesondere verwendet man Fairnessbedingungen, um unfaigeif@lduszuschlie3en. Fair-
nessbedingungen besagen intuitiv, dass Aktionen, digggd oft audfhrbar sind, immer wieder
ausgeiihrt werden.

Bei der Analyse von Transitionssystemen ist man haghtéch an Aussageaber ihre Abaufe
interessiert und identifiziert daher Eigenschaften mit Mengen voaukéh.

Eigenschaften &gnnen danach klassifiziert werden, wie viel Information durch die Betrachtung
endlicher Abaufe gewonnen werden kann. Dabei treffe eine Eigensé¢hatif einen endlichen
Ablauf p zu, falls es eine unendliche Folgamit po g € P gibt.

Zwei grundlegende Klassen von Eigenschaften sind Sicherheitseigenschafterething bad ne-
ver happens) und Lebendigkeitseigenschaftersomething good eventually happehs*

Eine Sicherheitseigenschatft trifft aafgenau dann zu, wenn sie auf alle endlichen Anfarigsst
o[..n] von o zutrifft. Sicherheitseigenschaften sind also durch endlicheédfiel vollsandig be-
stimmt.

Eine Lebendigkeitseigenschatt trifft auf alle endlichendse zu. Endliche Anfangdstke geben

also keinerlei Information auf das Zutreffen der Eigenschaft auf den Gesamtablauf.

Zu jeder Eigenschaf® gibt es eine kleinste Sicherheitseigensclagf?) © P, genannt deSicher-
heitsabschlusson P.

Jede EigenschaR kann als Durchschnitt einer Sicherheits- und einer Lebendigkeitseigenschaft
dargestellt werden.

Ein Paar(S L) aus einer Sicherheitseigensch@ftind einer beliebigen Eigenschéafthei3t ma-
schinenabgeschlossen, wefifSN L) = Syilt.

In diesem Fall kann jeder endliche Ablauf, dgerfillt, zu einem Ablauf vonSNL erweitert
werden.

Transitionssysteme mit schwachen und starken Fairnessbedingungen sind maschinenabgeschlos-
sen.

Spezifikation von Transitionssystemen mit TLA

Temporale Logiken zur Beschreibung reaktiver Systeme und ihrer Eigenschaften wurden seitidier 2. H
te der 1970er Jahre entwickelt (erste déntlichungen 1977 von A. Pnueli und von F.dger).

Ab 1990 definierte L. Lamport difemporal Logic of ActionéTLA), die sich durch folgende Charakte-
ristika auszeichnet:

¢ natirliche Beschreibung von Transitionssystemen durch Formeln,
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e Charakterisierung von Begriffen wie (Parallel-)Komposition, Implementierung, Hiding durch
einen ndglichst kleinen Satz logischer Operatoren,

e weitgehende Reduktion temporallogischer Verifikationsbedingungen adikatenlogische Be-
weisverpflichtungen.

Ziele

e TLA als Beschreibungssprachiérfreaktive Systeme

unterschiedliche Spezifikationsstile, z.B. asynchrone vs. synchrone Kommunikation, Interleaving
vs. echte Parallebit

grundlegende Regeln zur Systemverifikation in TLA

Komposition, Verfeinerung und Hiding

Implementierungsbeweise durch Verfeinerungsabbildungen

10.1 Die Logik TLA

Beispiel 106: Spezifikation einer Uhr mit Stunden- und Minutenanzeige

ICIk = hre{0,...,23} Amine {0,...,59}

Min = min<59A minN =min+1Ahr' =hr
Hr = min=59A min =0A hr' = (hr+1) mod 24
Tick = MinVvHr
Clock = ICIk A D[Tick] hr,min /\ WFhr’min(TiCk)

Die FormelClock beschreibt das Verhalten einer Uhr mit Stunden- und Minutenanzeige: die Anfangs-
bedingung wird durch die pdikatenlogische ForméClk angegeben (in TLA aucBhustandsformege-

nannt, weil sieliber einzelnen Zuahden ausgewertet wird). Die TeilformelTickn, min besagt, dass

jeder Ubergang, der die Variableir oder min verandert, dieAktionsformel Tickerfuillen muss. Akti-
onsformeln sind ebenfalls adikatenlogische Formeln, die aber auch gestrichene Variablen enthalten
kdénnen. Sie beschreiben Zustadsrginge und werden dahéber einem Paar von Zdsiden aus-
gewertet. Dabei bezeichnen die ungestrichenen bzw. gestrichenen Variablen den Wert im Zustand vor
bzw. nach dentUbergang. Die ForméTick ist eine Disjunktion, dabei beschreiltin denUbergang zur
nachsten Minute un#élir den Stundeiibergang.

Die FormelO[Tick]nr min Verlangt nur, dass jeder Zustaftiergang, deinr odermin verandert, zuhssig
ist. Sie diickt nicht aus, dass solchibergange auch taéhlich stattfinden. Sie wird daher @t durch
die Fairnessbedingung Wmin(Tick), die erzwingt, dass “die Uhr nicht stehenbleibt”. <

TLA-Spezifikationen haben gewnlich die Form

Init A O[Nexiy A L

Init ist eine pédikatenlogische Formel zur Beschreibung der Anfangandst

Next ist eine Formel mit gestrichenen und ungestrichenen Variablen zur Beschreibung der erlaubten
Zustandaberdgange.Nexthat meist die Formi; Vv ... V A,, wobei die Formelr; die einzelnen
Systemaktionen beschreiben.
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v ist ein Tupel aller Variablen, die vom System &edert werdendénnen.

L ist eine Konjunktion von Fairnessbedingungen )\4) oder SK(A)).

Man unterscheidet in TLA drei Klassen von Formeln:

e Zustandsformeln beschreiben Zusde,
e Aktionsformeln beschreiben Zustariderginge,

e temporallogische Formeln beschreiben @lfe (Zustandsfolgen).

10.1.1 Zustandsformeln (state predicates)

Pradikatenlogische Formeln hei3en in TLA Zustandsformeln.
Beispiele: n>0, g=empty, y=0<pc.=“g", Jk:n=m+Kk
Dabei wird implizit eine (z.B. algebraisch beschriebene) SigratGivorausgesetzt.

In TLA unterscheidet man zwischéexiblen(zustandsaldmgigen) undigiden (zustandsunatimgigen)
Variablen. Die rigiden Variablen entsprechen ddslichen Variablen der Rdikatenlogik. Die flexiblen
Variablen modellieren Zustandskomponenten (z.B. Programmvariablen).

Formal: Die MengeX aller Variablen ist gegeben als disjunkte Vereinigufg: X; U X, der Mengen
X; undX; von flexiblen und rigiden Variablen.

Interpretation von Zustandsformeln

Vorausgesetzt sei eine gegeb&i&-AlgebraA zur Interpretation der Sorten sowie der Funktions- und
Pradikatensymbole.

Ein Zustand gst eine (sortenrichtige) Belegung der flexiblen Variablen mit Werten.

Zustandsformeln werden interpretiert relativ zu einem Zussaml einer Belegun§ der rigiden Varia-
blen.

Interpretation der Terme:

[Xlse = &(x) fur rigide Variablerx € X;
Vlse = s(v) fur flexible Variablenv € X
[[f (tl’ e atn)]]s.,i = fA([[tl]]s,Ev s [[tn]]s,i)

Interpretation der Formeln:

[p(ts,... ,tn)]]s,i =T gdw. ([[tl]]s,ia sy [[tnﬂs,E) € pA

[[‘! P]]sg =T gdW [[P]]S,E =F

[PAQIsg =T gdw. [Plsz=T und [Qlsz =T

[3x:Plse =T gdw. [Plsn =T fureinn mitn(y) =&(y) furalley € X \ {x}
[Bv:Plse =T gdw. [PJie =T fureint mit t(w) = s(w) fur allew € X; \ {v}

Fur eine gegebene Belegugdeschreiben Zustandsformeln also Mengen vonahdgn, z.B. die An-
fangszusinde oder die erreichbaren Zaistle eines Transitionssystems.
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10.1.2 Aktionsformeln (actions, transition predicates)

Aktionsformeln sind padikatenlogische Formeln, die gestrichene und ungestrichene flexible Variablen
frei enthalten drfen.

Beispiele: n'=n+1, d =condi’,q), Ix:n=x+m

Interpretation von Aktionsformeln  Aktionsformeln werden interpretiert relativ zu einem Pést)
von Zustinden und einer Belegurggvon X;. Dabei werden ungestrichene flexible Variablen digahd
gestrichene flexible Variablen durtinterpretiert:

[Vlste =s(v) furve X

V]ste =t(v) furve X

[Xlste = &(x) furxe X
Die Fortsetzung der Semantik auf komplexe Terme und Formeln erfolgt analog zur Semantik der Zu-
standsformeiln.

Fur eine gegebene BeleguBigon X; beschreiben Aktionsformeln eine Menge von Zustandspaaren, z.B.
die erlaubterdberginge eines Transitionssystems.

Abk urzungen:

e Fir einen Ternt bzw. eine Zustandsformé bezeichnert’ bzw. P’ das Ergebnis der Ersetzung
aller ungestrichenen freien Variablere X; durch die entsprechenden gestrichenen Variatglen
Dabei werden gebundene Variablen ggf. umbenannt, um Namenskonflikte zu vermeiden.
Beispiele: (v+1)=V+1

(3x:n=x4+m)=3Ix:n =x+m
3n:n=n4+m)/=3nl:n =nl4+m

e Fir eine AktionsformelA und Termdy,...,t, (ohne gestrichene Variablen):

Ay, = AVE =t A At =t)
Ay, .to ANt =ti AL AL =1,)

Ein Paar(s,t) von Zustinden eillt die Formel[Aly,
aller Termety, ..., t, unve&ndert bleiben.

t,» wenn esA erfullt oder wenn die Werte

Ein Paar(s,t) von Zustinden eriillt die Formel(A)t, . +,, wenn edA erfillt und wenn sich der Wert
mindestens eines Terms. .., t, andert.

Es gilt:

Ay, tn e[ Ay, und  [Al

3t

e Fir eine Aktionsformel ist
ENABLEDA = 3V,...,V,:A

wobei{Vv/,...,v,} die Menge der freien gestrichenen Variableiist.

Die FormelENABLED A ist (Aquivalent zu einer) Zustandsformel; sie giltin einem Zustsgehau
dann, wenn es einen Zustandibt, so das#\ im Zustandspaa(s, t) erfullt ist.
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Beispiele:
ENABLED(W =n+1) = 3In':n=n+1
ENABLED(q=cong0o’,q)) = 30,9 :q=congd,q)
ENABLED(3Z :w=V +Z) = IV.Z:w=V+7Z
(ENABLED(q=cong0’,q))) = 3Jol,ql:q =congol,ql)

10.1.3 Temporallogische Formeln (temporal formulas)
Definition 56

e Jede Zustandsformel P ist eine temporale Formel.

e Ist A Aktionsformel und sind t ..ty Terme (ohne gestrichene Variablen), sofigA, ., tem-
porale Formel.

e |Ist F temporale Formel, so isiiF (“alwaysF”) temporale Formel.

e Aussagenlogische Kombinationen temporaler Formeln sind temporale Formein.

Interpretation temporaler Formeln  definiertiiber Folgero = ss; ... von Zustinden

[Plog=T gdw. [Plge=T (P Zustandsformel
[OAee =T gdw. [[Alils,s..c=T furalencN
[OF]se =T gdw. [Flgpn, =T furalleneN
[-Floe=T gdw. [Flse=F
[FAG]ge=T gdw. [Flge=T und [G]lge=T

Dabei bezeichnat|n..| die Restfolges,sy+1... von o ab dem Zustand,.

Abk urzungen:

e IstF temporale Formel, so bezeichridt (, eventually F*, ,, sometime F) die Formel
OF = -0O-F
Esist [OFlge =T gdw. [Flgpn =T fureinneN.
e Analog schreiben wir
0Pt = O Ayt

Die Zustandsfolge erflllt O (A);, wenn[(A),....tnls,s..1,6 = T flr einn € N gilt, also mindestens
ein Paar aufeinanderfolgender Zustle die FormeA erfullt undt verandert.

¢ Fir temporale Formelf&, G definieren wirF ~ G (, F leadsto G*) durch

Die FormelF ~~ G ist wahr ino, wenn fir jeden Suffixa[n..], derF erfullt, ein Suffixa[m..] mit
m > n existiert, deiG erfillt, also jedes Eintreffen voR von einem Eintreffen vos gefolgt wird.

o Klammerersparnid und ¢ binden sérker als bigre aussagenlogische Operatoren.
Zum Beispiel stehtTF A OG fur (OF) A (0G).
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Umformungsregeln:

~0F & —-0O-F & 0O-F ~OF & —-0O--F & (-F
~OA & O-AL A = 0= A
OO0F & OF OOF < OF
OO(AY = O(A) O0A; < O[A|
OFVOG & O(FVG) OF AOG < O(FAG)

»Unendlich oft* und , irgendwann immer*

Esgilt: [O0F]se =T gdw. fur alleme N gibt esn > mmit [Fs, 6 =T.

Die FormeldJOF besagt also, da$sin der Zustandsfolge unendlich oft gilt. Analog fordert die Formel
OO (A)t, dass die AktionA); unendlich oft ausgéhrt wird.

Dagegenist [OUF]se =T gdw. einme N existiert, so dasdif allen > mgilt: [Flgpn e =T.

Die Formel$OF besagt also, dagsin o ab einem gewissen Zeitpunkt immer gilt. Analog fordert die
FormelQOJ[Al, dass schlief3lich nur noch die AktidA]; stattfindet.

Fur eine ertillbare Zustandsformé? sind0OP und OLIP Lebendigkeitseigenschaften.

Umformungsregeiln:

-0O0F & OO-F O00F <« OOF
-OUF & 0O0-F OOUOF < OUF
O0F vO0G <« OO(FVG) OOFAQOG < OUO(FAG)

OUF = [OOF

Fairness in TLA
In Abschnitt9.2 hatten wir definiert:

e Ein Ablauf ist schwach fair béglich A, falls gilt: Ist A ab einem gewissen Zeitpunkt immer
ausftihrbar, so wirdA unendlich oft ausgéhrt.

e Ein Ablauf ist stark fair beiaglich A, falls gilt: Ist A unendlich oft ausfhrbar, so wirdA unendlich
oft ausgefihrt.

Fur Aktionen der Form(A); kdnnen wir dies durch TLA-Formeln ausken:

WFK(A) = OOENABLED(A); = OO(A)
SR(A) 0O ENABLED (A); = IO (A)t

Aquivalente Formulierungen sind:

WFi(A) < 00— ENABLED(A); V OO (A) SR(A) < O0O- ENABLED(A); V OO(A)
WF:(A) < OO(ENABLED(A)t = O(A)) SR(A) < OO(ENABLED(A)t = O(A))
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Beweis fir WF(A)

WF(A) - QOENABLED(A); V OO (A}t
00— ENABLED(A); V OO (ANt
00— ENABLED(A); V OO (ANt
OO (= ENABLED(A)t V O(A))

O (ENABLED(A); = O(A))

te o

Q.E.D.

Beispiel 107: Semantik temporaler Formeln

| >
T -

(immer= 0)
(immer=0)

o N T

i I I I } I
3 7 0 1 1 0
0 0 0 0 3 4

o T
P o T

Welche der folgenden Formeln gelten in diesem Ablauf?

o O-(x=0Ay=0)
o Ox=0=y =0xy
o O(x=T7Ay=0)

e O(ly=0AX=0)y
o LO(y#0)

e O0(X=0=y+#0)

o OL[falsey <

10.2 Spezifikationsstile in TLA

Ein reaktives System wird in TLA durch eine temporale Formel beschrieben, meist von der Form
Init A O[Nexiy A L

was der Modellierung durch ein Transitionssystem entspricht.

Zustandskomponenten (z.B. Programmvariablen d&grwerden dabei durch flexible Variablen model-
liert. Das Zusammenspiel zwischen Zustandskomponenten (inkl. Synchronisierung bzw. Rdnadlelit
Aktionen) muss explizit durch geeignete Beschreibung der Aktionen codiert werden.

Fur unterschiedliche Arten von Systemen existieren jeweils typische Spezifikationsstile. Die folgenden
Beispiele illustrieren diese exemplarisch anhand der Modellierung eines FIFO-Puffers.
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10.2.1 Einfache Interleaving-Spezifikationen

Beispiel 108: FIFO mit mbglichem Datenverlust i q o
LQInit = q=emptyAi=o0 — [T =
LQEng = q =appendq,(i’)) No'=0
LQDeq = q#emptyrd =first(g) Aq =res{q) Ai' =i
LONext = LQEnqVv LQDeq
LQLive = WFqo(LQDeq)

LQSpec = LQInit A O[LQNextqo A LQLive

e Die Variableni und o repfasentieren die Ein- und Ausgabekéndes FIFO-Pufferg) modelliert
den (hier unbeschnkten) internen Puffer.

e Die AktionenLQEnqundLQDegmodellieren Eingabe bzw. Ausgabe eines Datenwertes aus Sicht
des Kanals. Sie schliel3en sich wechselseitig dasefleaving-Modell*).

e Die Variablei kommt nicht im Index vorlJ[LQNexiq, vor. Daher muss der Puffer nicht auf
Anderungen von reagieren. Gesendete Datetnken also verloren gehen oder auch dupliziert
werden.

¢ Die Fairnessbedingundgf LQDeqggarantiert, dass im Puffer gespeicherte Daten wieder ausgege-
ben werden. <

Einfache Interleaving-Spezifikationen haben i.a. die Form
Init A O[Nexiyo AL
Dabei sind:
i,0,v: die Eingabe-, Ausgabe- und internen Variablen der Spezifikation.

Next: eine Aktionsformel, welche die erlaubtéibergainge beschreibt. Nus und v kommen im In-
dex vonO[Nexty,, vor, daher sind beliebigdnderungen an den Eingabevariablen erlaubt, die
o undv unve@ndert lassen,(Umgebungsaktionen*). Umgekehrt sollfext=- i’ = i gelten, d.h.
Umgebungs- und Systemaktionen schlie3en sich gegenseitig aus.

L : eine Konjunktion von Fairnessbedingungen der Form,¥VR) oder Sk (A). Meist istNexteine
DisjunktionA; V ... V A,, und die AktionerA sind unter demy;.

10.2.2 Interleaving-Spezifikationen mit synchroner Kommunikation

Beispiel 109: FIFO mit synchroner Kommunikation _ q
i 0
SIQInit = g=emptyAi=o0 BENEEEEE
SIQEnq = "#iAngq =appendq,(i’)) N0 =0

SIQDeq = q#emptyAd =first(gq) Ad =res{(q) Ai' =i
SIQNext SIQEngVv SIQDeq

SIQLive = WF;q0(SIQDeq

SIQSpec = SIQInitA CI[SIQNexf g0 A SIQLive
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e Dai im Index derUbergangsrelation vorkommt, muss die Spezifikation Anflerungen vori
reagieren.

¢ Die Definitionen vorSIEnqund SIDegstellen sicher, dass der Kanal genau dann eine Eingabeak-
tion austihrt, wenn sich andert. In diesem Sinne modelliG§tQSpesynchrone Kommunikation
zwischen Umgebung und Kanal.

e SIEnqundSIDegschlieRen sich wieder aus (Interleaving-Modellierung).

e Jeder Ablauf, deBIQSpeerfillt, erfullt auchLQSpec <

Interleaving-Spezifikationen mit synchroner Kommunikation koppeln Umgebungs- und Systemaktionen.
Sie sind typischerweise von der Form

Dabei gilt:

Next: lasst sich darstellen in der Foemvy Sys wobeiEnvUmgebungsaktionen uriglysSystemaktio-
nen beschreibt. Dabei sollte gelten

Env=0=0 und Sys=i =i

d.h. Eingabe- und Ausgabeaktionen schlieBen sich gegenseitig aus. Die Eingabevakafyien
men im Index voriJ[Next; v o vor, um sicherzustellen, dass die SpezifikationAuderungen der
Eingaben reagiert.

L : enthalt Fairnessbedingungen an einzelne Systemaktionen.

10.2.3 Interleaving-Spezifikationen mit asynchroner Kommunikation

Beispiel 110: FIFO mit asynchroner Kommunikation q

AQInit = g=emptyAi=0Asig=0 sig NEENNNENRN

AQEnv = sig=0Asig=1Ad=qAd =0

AQEng = sig=1Asig=0Ad =appendq,(i")) N0 =0Ai' =i
AQDeq = q=#emptynd =first(q) A =res{q) Asig =signi’ =i
AQNext = AQEnvv AQEngv AQDeq

AQLive = WFqjosig(AQENQ A WFyj0sig(AQDeq

AQSpec = AQInit A OJAQNex]y;i osig A AQLive

e Ein zusatzliches Bitsig modelliert,Handshake-Protokoll* auf Eingabekanal.

¢ Die Aktion Engwurde in zwei Teilaktionen aufgespalten: ¢légmgebungsaktionAQEnverlaubt
das Senden eines neuen Werts, faits= 0 gilt. Die ,, Systemaktion"AQEnqgubernimmt den ge-
sendeten Wert unidbergibt die Kontrolle wieder an den Sender.

e Die Fairnessbedingung a&xQEnqgarantiert, dass jeder gesendete Wert vom Ké@batnommen
wird.
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e Jeder Ablauf, deAQSpeerfullt, erfullt auchLQSpec <

Asynchrone Kommunikation muss explizit modelliert werden. Dazu weytlgrrface-Variablen* wie
sig eingefihrt, die sowohl von Umgebungs- wie von Systemaktioneanaert werden.

Gemeinsame AktioneA von Umgebung und System (wie das Senden einer Nachricht) zerfallen in zwei
Aktionen Aeny undAsys Dabei modellierAen, den Umgebungsschritt, es gilt daher

Aerv=V =VAOD =0
undAsysmodelliert die Reaktion des Systems auf den Umgebungsschritt, es gilt daher in der Regel
AsyS:>i/:i/\0/:0

Die Interface-Variablen stellen sicher, dass gkh, und Asysabwechseln.

Fairnessbedingungen &gysgarantieren, dass das System auf jeden Umgebungsschritt reagiert.

10.2.4 Noninterleaving-Spezifikationen

Beispiel 111: FIFO mit gleichzeitiger Ein- und Ausgabe, synchrone Kommunikation

SNQInit g=emptyAi=o0 _ q

i :D:Djj 0
di if i’ = i then emptyelse(i’)

do

if o = othen emptyelse(o’)

SNQEng = i'#i A appendg,di) = appenddo,q’)

SNQDeq = q#emptyA o =first(q) A appendq,di) = appenddo,q’)
SNQLive = WFo(SNQDey

SNQSpec = SNQInit A O[SNQENg A O[SNQENg/ SNQDedy,

A O[SNQDed, A SNQLive

e Die Spezifikation gibt ein&bergangsrelation pro Variable (bzw. pro Tupel zusammeirgettler
Variablen) an.

e Ein- und Ausgabe&nnen im selben Schritt stattfindeNoninterleaving-Modell), falls der Puf-
fer nicht leer ist. Die dadurch bewirkteinderungen werdefiber eing, Transitionsinvariante"
zusammengefasst.

e Jeder Ablauf, deSIQSpecerfilllt, erfullt auch SNQSpecgleichzeitige Ein- und Ausgabe wird
nicht gefordert, aber zugelassen. <

Noninterleaving-Spezifikationen (Spezifikationen mit echter Paraitgkriauben gleichzeitige Schritte
von System und Umgebung. Siérinen in der Form

Init A O[Env; A O[Mod]y A O[Outp A L

geschrieben werden.
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Eny,Mod, Out: modellieren Eingabe-, interne und Ausgabeaktionen. Die Indizesind o garantie-
ren, dass alldnderungen an den betreffenden Systemkomponenten diesen Aktionen entsprechen.
Diese Aktionen Bnnen miteinanddiber gemeinsame Variablen synchronisiert werden.

Bedingungen wieEnv=- 0 = 0 werden nicht verlangt, daher sind gleichzeitige Aktionen von
System und Umgebungaglich.

L : enthalt Fairnessbedingungen an Teilaktionen wod oderOut.

10.2.5 Zusammenfassung

e TLA erlaubt die Beschreibung von Systemen auf unterschiedliche Weise. Programmierkonzepte
(z.B. Kommunikatiorilber gemeinsame Variablen oder durch Nachrichtenaustausch) werden nicht
fest vorgegeben, sonderriissen explizit modelliert werden.

e Fur haufige Klassen von Systemen existieren typische Spezifikationsstile, die Anhaltspunkte zum
Schreiben eigener Spezifikationen bieten.

e Interleaving-Spezifikationen sind in der Regel einfacher zu schreiben. Noninterleaving-
Spezifikationen spiegeln manchmal besser die Retaltder und sind einfacher zusammenzu-
setzen (vgl. Kapitel1.2).

10.3 Verifikationsregeln

TLA dient nicht nur zur Spezifikation reaktiver Systeme, sondern erlaubt auch die Formulierung und
den Nachweis von Systemeigenschaften. Werden das (faire) Transitionsfystachdie Eigenschaf®

durch TLA-FormelnSpecund Prop beschrieben, so dfiit das Transitionssystem die Eigenschaft genau
dann, wenn

[Spec= Prop|ss =T

gilt fUr alle Zustandsfolgea (Uber der fest ge@hlten Algebra oder einer Klasse von Algebren, die z.B.
durch eine algebraische Spezifikation beschrieben wird) und alle Beleggngen
Im folgenden Kapitel werden Beweisregeln zum Nachweis von in TLA formulierten Sicherheits- und
Lebendigkeitseigenschaften vorgestellt. Diesedgjiichen Beweise von Aussagen der Form

Spec= Prop

fur SystemspezifikationeBpeaund typische Klassen von Eigenschafinop.

10.3.1 Beweise von Invarianten

Invarianten sind Formeln der GestalP mit einer Zustandsformé?. Ein Ablauf erfillt P genau dann,
wennP in jedem Zustand des Ablaufs alit ist. Ein Transitionssystem difit eine Invarianté 1P genau
dann, wenn alle erreichbaren ZastleP erfiillen.

Invarianten sind die Basidif alle weiteren Verifikationsschritte undighken die intuitive Korrekt-
heitsidee des Algorithmus formal aus. Die grundlegende Regel zum Beweis von InvariamTemif
Spezifikationen ist

P A Next= P PAV =v=P
P A O[Nexiy = OP

(INV1)
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Eine rutzliche Verallgemeinerungiff Noninterleaving-Spezifikationen) ist
P A [Ni]y, =P P A [Nmly, = P/

(INV1)m

Beweis der Korrektheit von INV1. SeienP A Next=- P’ sowieP A V = v=- P’ gilltig.

D.h. fur alle Zusénde (der gegebenen Algebra oder Klasse von Algelsteahd alle Belegungeé gilt
[PANext=PJs: =T und  [PAV =v=Plge=T

Seio = 5s; ... eine Zustandsfolge ungiBelegung vorX;. Zu zeigen ist
[PAO[Nexty = OP[ge =T

Sei also[P A O[Nexiy[ ¢ = T. Wir zeigen, das§P]s = T gilt fur allen € N.

n=0: [P]s¢ = T folgt unmittelbar nach Annahme.

n— n+1: Nach Induktionsvoraussetzung diR]s s = T.
Ferner ist nach AnnahnfgNexty]s s, ¢ = T.

Gilt [Nex{s, s,., ¢ = T, so folgt[P]s,., ¢ = T aus der Annahme A Next= P".
Ansonsten musp/ = V[ .., ¢ = T gelten, und die Behauptung folgt aBs\ V' = v = P'. Q.E.D.

Beispiel 112: Invariantenbeweisiir den Puffer mit synchroner Eingabe (vgl. B&09)
Im Puffer der synchronen Queue sind aufeinanderfolgende Elemente verschieden.
Sei Diff = AVk:1<k<lengthq) = q[k| # qk+ 1]
A length(q) > 0= gllength(q)] =i

(mit Selektorfunktiom[k] zum Zugriff auf die einzelnen Elemente der Folge).
Dann gelten (Beweis durch Nachrechnen mit Hilfe von Datenaxiomen):

Diff A SIQEng=- Diff’

Diff A SIQDeg=- Diff’

Diff A (i,q9,0)" = (i,q,0) = Diff’
Also folgt mit (INV1) auch

Diff A D[SIQNex} g0 = CIDiff

WegenSIQInit=- Diff folgt daherSIQSpec=- [IDiff. <

Bemerkung: Die Regel (INV1) erlaubt den Beweis induktiver Invarianten. In der Praxis muss zum
Beweis einer InvariantP eine shrkere induktive Invariant® gefunden werden.

Int=Q  QA[Nexiy=Q Q=P
Init A O[Nexiy = OP

Das Finden induktiver Invarianten erfordert KreattitDer eigentliche Beweis erfolgt dagegen schema-
tisch und erfordert kein temporallogisches Schliel3en.

(INV)

Ein Vorteil bei der Systementwicklung durch schrittweise Verfeinerung besteht darin, dass die Invariante
(fur den jeweiligen Abstraktionsgrad) mit dokumentiert wird—vgl. etwa die Schema-Invarianten in Z.
Das nachtagliche Auffinden der Invariante wird so vermieden.
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Exkurs. Verstarkung von Invarianten durch Berechnung sabtster Vorbedingungen.

Zu einer Aktionsformel und einer Zustandsform®&bezeichne wP, A) die Zustandsformel
wp(P,A) = VVvq,....V,:A=P
wobei v},...,v, alle in A und P’ frei vorkommenden gestrichenen Variablen seien(Ryp) heif3t

schwachste Vorbedingung (weakest precondition) von Rigkzh A

Es ist[wp(P,A)]s¢ = T genau dann, wenrilf alle Zusindet mit [A]s;; = T folgt, dass[P]is = T
ist. wp(P,A) charakterisiert also die Menge der Zustle, derené&ntlicheA-Nachfolger die FormeP
erfullen.

Beispiele:

wp(x=5X =x+1) VX X =x+1=xX=5

& x=4
wp(ye SS=SUTAY =y) = VY,S:S=SUTAY=y=YyecS
& yeSvyeT
wp(x>0,X=0) = VX:X=0=X>0
& false

Mit dieser Schreibweise kann (INV) umformuliert werden:

Init = Q Q= wp(Q,[Nexty) Q=P
Init A O[Nexty = OP

Eine riitzliche Heuristik zum Finden induktiver Invarianten ist folgende:

1. Start mit der zu beweisenden Invarian@g.= P.

2. Versuche, die Formel@; A A= Q] fur jede Teilaktion (Disjunktionsglied) von [Nexi, zu be-
weisen.

Schigt ein Beweis fehl, setZ@;;1 = Q; A wp(Q;,A).
3. Wiederhole Schritt 2, bis

e entweder alle Teilbeweise gelingen und au3erdi@in=- Q; gilt; dann istQ; eine induktive
Invariante, dieP impliziert, oder

e Q; widerspfichlich geworden ist oder nicht alisit folgt; dann istP keine Invariante des
Systems.

10.3.2 Lebendigkeit 1: Ausnutzen von Fairnessbedingungen

Fairnessbedingungen garantieren, dass Aktionen irgendwann @atgeérden. Sie sind die Basigrf
Lebendigkeitsbeweise.
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Beispiel: Die schwache Fairnessbedingung an die Aki®iQDeqgarantiert, dass das erste Element
eines nichtleeren FIFO-Puffers irgendwann ausgegeben wird. Es gilt also

SIQSpec= ((q # emptyA first(q) = X) ~» 0=X)

Dabei istx eine rigide Variable. Die Aussage gilirfbeliebige Belegungen von(implizite Allquantifi-
zierung).

DieseUberlegung (fir Zustandsformelf, Q) wird formalisiert durch folgende Regel:

PA [Nexty =P vQ
P A (NextA Ay = Q
P = ENABLED(A)y

O[Nexiy A WFR,(A) = (P~ Q)

(WF1)

Wie bei der Invariantenregel (INV1) sind diedPnissen von (WF1) wieder nicht-temporale Formein.

Beweis der Korrektheit von (WF1). Seien die Pamissen von (WF1) igtig, seic = $S;... eine
Zustandsfolge und gelte

[O[Nexty AWF(A)ge =T
Zu zeigen ist

[[P ~ Q]]O,E =T

Sei alson € N beliebig und geltgP] ¢ = T. Angenommen[Q]s, ¢ = F fur allem> n.

1. Furallem>nist [P[g ¢ =T.
Beweis durch Induktion naam > n:

e Furm=ngilt die Aussage nach Voraussetzung.
e Gelte[P]s, ¢ = T. Nach Voraussetzung i§Nexty][s, .., ¢ = T, also folgt mit Annahme

P A [Next, =P vQ
dasg[P]s,., ¢ = T oder[Q]s,., ¢ = T gilt. Mit der Widerspruchsannahme folfR]s, ., =T.

2. Furallem> nist [ENABLED(A)y]s, e = T.
Dies folgt aus Aussage (1) und del@RrisseP = ENABLED(A)y.

3. Fureinm>nist [(A)\v]s,sn1.e =T
Gilt wegen Aussage (2) und Fairnessannaljié, (A)]s¢ = T.

4. Fur jedesmwie in (3) folgt [Q]s, e =T.
Denn es isfP A [Nexty A (A)v]s,.sm.1.6 = T, und mit der Pamisse

P A (NextA A), = Q
folgt die Behauptung.

5. Widerspruch, also muss en> nmit [Q]s : = T existieren. Q.E.D.
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Beispiel 113: zur Anwendung von (WF1)
Fur die Spezifikatior5IQSpe@us Beispiell09zeigen wir
SIQSpec= ((q # emptyA first(q) = X) ~» w)
5 Q

Genal der Regel (WF1) ist zu beweisen

(1a) P A SIQEng= P

(1b) P A SIQDeg= Q

(1c) PA(i,0,q) =(i,0,q) = F

(2) P A (SIQNextA SIQDeg; g0 = Q

(3) P = ENABLED(SIQDeq;i g0

Alle diese Aussagen folgen unmittelbar auf Grund der Definitionen der Aktionsformeln mit Hilfe von
Datenaxiomen. Mit (WF1) folgt daher

O[SIQNext .0 A WFi go(SIQDeq = (P~ Q)

und damit die Aussage. <

Beweisregel @ir starke Fairness

Eine starke Fairnessannahnig ine Aktion (A), garantiert, dass die Aktion irgendwann austdet
wird, falls sie immer wieder (aber nicht unbedingt kontinuierlich) absbar ist. Die dritte Rimisse

P = ENABLED(A)y

der Regel (WF1) ist daher zu stark, falls starke Fairnés$), angenommen wird.

Beispiel: Gegeben sei das folgende Programm (in Pseudocode) zum gegenseitigen Ausschluss zweier
Prozesse durch ein Semaplsor

semaphores=1;

cobegin
loop loop
ncs: (* nichtkrit. Abschnitt *) ncs: (* nichtkrit. Abschnitt *)
try1:  P(s); ” try2:  P(s);
csi:  (* kritischer Abschnitt *) cs:  (* kritischer Abschnitt *)
exity: V(s) exity: V(s)
end end

coend

Wird starke Fairnesdif die P-Operationen angenommen, so gilt
pCy =try ~» pCL =cs
obwohlpc; = try nicht die Austihrbarkeit deP-Operation impliziert.

Diese Intuition wird formalisiert durch folgende Regel:

PA[Nexty =P vQ
P A (NextA A)y = Q
OP A O[Nexty A OF = Q ENABLED(A)y

O[Nexty A SF/(A) ALF = (P~ Q)

(SF1)
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e Die ersten beiden Bmissen sind wie in (WF1).

¢ Die dritte PAmisse ist hier eine temporale Formel (und i.w. von derselben Form wie die Konklu-
sion). Ihr Beweis beiitigt Anwendung weiterer temporaler Verifikationsregeln.

e Die FormelF ist eine beliebige temporale Formel, z.B. Konjunktion von

— Invarianten

— weiteren Fairnessbedingungen: es gilt
WF,(B) & OWF,(B) und SK(B) < OSF/(B)
— bereits zuvor bewiesengteadsto“-Aussagen

Beweis der Korrektheit von (SF1). Seien die Pamissen von (SF1)idtig, seio = $Ss; ... eine Zu-
standsfolge und gelte

[O[Nexty A SF/(A) ANOF]ge =T
Zu zeigen ist
[P~ Q]]O,E =T

Sei alson € N beliebig und geltgP], ¢ = T. Angenommen[Q]s, ¢ = F fur allem>n.

1. Furallem>nist [P[g ¢ =T.
Folgt wie im Beweis der Korrektheit von (WF1).

2. Fur allem> ngilt
[OP AD[Nexty A OF]gim e =T
Folgt unmittelbar aus (1) und Voraussetzung §8rLA-Semantik

3. Fur allem> n gibt es einkk > mmit [ENABLED(A)y]s ¢ = T.
Aus (2) mit Pamisse

OP A O[Nexty A OF = O ENABLED(A)y
4. Es gilt [JOENABLED(A)]os = T.
Folgt unmittelbar aus (3).

5. Fureinm> nist [{(A)v]s,sn.1.6 = T-
Gilt wegen Aussage (4) und Fairnessannali8ig(A)]q: = T.

6. Fur jedesmwie in (5) folgt [Q]s,.,:¢=T.
Denn es isfP A [Nexty A (A)v]s, sm.0,6 = T, Und mit der Pamisse

P A (NextA A)y = Q
folgt die Behauptung.

7. Widerspruch, also muss ein> nmit [Q] : = T existieren. Q.E.D.
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10.3.3 Lebendigkeit 2: fundierte Ordnungen

Die Regeln (WF1) und (SF1) bilden die Basig Beweise von Lebendigkeitseigenschaften. Komple-
xere Aussagen folgen durch Induktigber fundierte Ordnungen (vgl. die Rolle dafariante” in der
Iterationsregel aus Abschnit4).

Beispiel: Die Regel (WF1) erlaubt zu beweisen, dass das erste Element im Puffer irgendwann ausge-
geben wird. Wie beweist man die analoge Aussdgdéliebige Elemente im Puffer?

SIQSpec= ((k < length(g) A qlk] = X) ~» 0=X)
(mit rigiden Variablerk undx)

Informelle Argumentation: Jeder Ausgabeschri8lQDegbewirkt, dass das Element im Puffer weiter
nach vorneiickt. Daher muss es sich irgendwann am Kopf des Puffers befinden, und mitdésten
SIQDegSchritt wird es ausgegeben.

Formalisierung: fundierte Relationen

Definition 57 Eine Relation< C D x D auf einer Menge D heifundiert wenn es keine unendliche
Folge

do>d1>-d2>-...

von Elementen;de D gibt.

Bemerkung: Fundierte Relationen sind irreflexiv und asymmetrisch:

e Galted < dfur eind € D, so gabe es die unendliche absteigende Kdtted - d > ...

e Gialted <eunde=<dfiurd,ee D, so folgted - e > d > e ..., also ware< nicht fundiert.

In der Praxis benutzt man meist fundierte (Halb-)Ordnungen, also transitive fundierte Relationen

Beispiele: Fundierte Relationen sin@, <), die lexikographische Ordnung auf Listen festémge
und die strikte Teilmengenrelation auf endlichen Mengen.

Dagegen sindZ, <) und die lexikographische Ordnung &, b}* keine fundierten Ordnungen. Es gilt
z.B.

b~ ab> aab> aaab> ...

Die folgende Regel erlaubt den Beweis vydeadsto”-Eigenschaften unter Verwendung einer fundierten
Relation.

< C D x D fundierte Relation
FAdeD= (H(d)~ (GVv3ecD:e<dAH(e))

F= ((3deD:H(d)) ~ G)

(WFO)

Dabei seierd, e € X; rigide Variablen, undl komme in der Forme& nicht frei vor.

Die temporale Rrmisse von (WFO) erfordert selbst den Beweis ejteardsto”-Eigenschaft. Dieser kann
mit Hilfe von (WF1) bzw. (SF1) oder wiederum mit einer Anwendung von (WFO) erfolgen.
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Beweis der Korrektheit von (WFO). Sei< C D x D eine fundierte Relation und gelte die temporale
Pramisse von (WFO). Sei fernereine Zustandsfolge und gelfE],¢ = T.

Zu zeigenist[(3de D:H(d)) ~ Glge =T
Sein > 0 beliebig und gelt§3d € D : H(d)]sn ¢ = T. Angenommen,ifr allem > nist [G]gjm 1 £ = F-

Dann existiert eirtlp € D mit [H(d)]g(n. ] £d:=do) = T, Und mit der Pamisse von (WFO) und der Wider-
spruchsannahme folgt, dags £inn; > n gilt

[SecD:e<dAH(@ofn,.)gd—d =T

Also existiert eind; € D mit dy < do und [H(d)]gjn,. ) g[d:=ci] = T-

Induktiv folgt die Existenz einer Folgay,d,... € D und einer Folge =ng < ng <... mit
do - d]_ ... und [[H (d)]]c[ni..]ﬁ[d::di] =T

im Widerspruch zur Fundiertheit vaib, <). Also muss eirm > n existieren mitf[Glym ¢ = T. Q.E.D.

Beispiel 114: zur Anwendung von (WFO)
Fur die SpezifikatiorBlQSpe@us Beispiell09zeigen wir

SIQSpee= ((Ike N: 1< k< length) A qlk] =X) ~ 0=X)
Als fundierte Relation hlen wir(N, <). Gena Regel (WFO) ist zu beweisen:

SIQSpea\ ke N = ((1< k< lengthq) A q[k] =X)

H(K)
~ (0=xVImeN:m<kAl<m<length(q) A qm = X))

Dies folgt mit Hilfe von (WF1) aus den folgenden Aussagen:

la. H(k) A SIQEng= H(k)’

1b. H(k)/\SIQDeq:>o—xv3meN m<kAH(m)

lc. HK) AI"=iAd =gA0 =0=H(k)

2. H(k) A (SIQNextA SIQDeq g0 = 0’ =xV Ime N:m< kA H(m)’

3. H(k) = ENABLED(SIQDeqi 4.0 <

10.3.4 Temporallogische Gesetze

Die bisher betrachteten Gesetze dienen haaplich der Verifikation von Systemspezifikationen. Da-
neben gibt es in TLA auch rein logische Gesetze, die zur Umformulierung und Vereinfachung von Be-
weisverpflichtungen iitzlich sein lbnnen. Diese bereiten die Anwendung von Verifikationsregeln wie
(INV1), (WF1) und (WFO) vor.
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Temporallogische Basisregeln betreffen die Operatoren und ¢ (,, simple temporal logic).

(STL1) Jede diltige pradikatenlogische Formel. (STL2) OF=F
(STL3) OF = OOF (STL4) O(F=G) = (OF = 0G)
(STL5) O(FAG) < OF AOG (STLE) OOF A OOG < OO(F A G)
F F F=G
(GEN) — MP) —MM ——
OF
Bemerkungen:

e Das Axiom (STL1) erlaubt es, jede Zustandsformel, die in der gegebenen Algebra bzw. Klasse von

Algebren gilt, in Herleitungen zu benutzen. Diese Klasse kann z.B. durch éidikatenlogische
Theorie beschrieben sein.

e Aus (STL1) und (MP) folgt, dass beliebige aussagenlogischeuSsélin TLA-Herleitungen

zulassig sind.

¢ (GEN) muss als Regel formuliert werden: die Forriet [JF ist nicht dlltig.

Aus

diesen Basisregeln sind viele weitere Gesetze beweisbar.

Beispiel 115: Herleitung des temporallogischen GesetzZésA ¢0G = O(F A G)

(1)
(2)
3)
(4)
(5)
(6)
(7)

FA-(FAG)=-G (STL1)

O(F A—(FAG)=-G) (GEN)(1)
OFA-(FAG)=-G)= (OFA-(FAG))=0O-G) (STL4)
O(FA=(FAG))=0O-G (MP)(2)(3)
OFAO-(FAG)=0OFA-(FAG)) (STL5)

OFAO-(FAG) =0O-G (prop)(4)(5)

OF AOG= O(FAG) (prop)(6) <

Tabelle5 enthalt eine Auswahl weiterer abgeleiteter temporallogischer Gesetze.

Bemerkung: In der Praxis nissen temporallogische Gesetze nicht aus den Regeln hergeleitet werden,
da temporale Aussagenlogik entscheidbar ist. Ein solches Entscheidungsverfahren ist das Programm

ptl,

das untemttp://www.ics.ele.tue.nl/es/research/fv/ erhltlich ist. (pt1 basiert nicht auf

TLA-Syntax und kennt keine Formeln wie[A]y.)
Beispiele:

> ptl
PTL V4.2 Copyright (C) 1994-97 G. Janssen, Eindhoven University.

([1(F & [1!G => <>G)) <=> [](F => <>G);
True

[J(F => <>G) & []J(F —> <>H) > [](F —> <>(G & H));
False
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(T) -OF<O-F

(T3) F={F
F=G
(5) ——
OF = 0OG

(T7) O(FVG) < OF VoG
(T9) OF A OG = O(OF AG)
(T11) OOOF < OOF

(T13) OOF = OOF

(T15) OWF(A) < WF,(A)

(T2) - OF < 0O-F
(T4) OOF = OF
F=G

OF = 0G
(T8) OOF vIO0G < OO(FVG)
(T10) OF AOG= O(FAG)
(T12) OOOF < OOF
(T14) OOF A OOG = OO(F A G)
(T16) OSF,(A) < SFK/(A)

(T6)

F=G F~G G~H
(T17) ——— (T18)

F~G F~H
(T19) (FVG)~H)& (F~H)A (G~ H) (T20) (FAO-G)~G)< (F~G)

I APA [Nexty =P vQ
I AP A (Nexth A)y = Q

| A P=-ENABLED(A)y
(WF1-Inv)

O A O[Nexty A WF/(A) = (P~ Q)

Tabelle 5: Weitere temporallogische Gesetze.

<>[IF & [1<>G —> [I<>(F & G);
True

TLA-spezifische Gesetze kombinieren Aktionen und temporale Formeln

PA Ay = [Blw
(TLAL) OP < PADP= Pliage) (TLA2)
OP A O[Aly = O[BJw
(INv2) OPAOAy=OAAPAP] (TLA3)  O[Aly AO[BJw < O[[Al A [Blw],

Dabei seierP ZustandsformelA, B Aktionsformeln,v,w Tupel von Termenyars(P) ein Tupel aller
freien Variablen irP. Diese Gesetze efiglichen insbesonder&imulationsbeweise®, z.B. gilt

SIQSpec= LQSpec

Beweis.
(1) SIQInit= LQInit  (prop)
(2) SIQEng= LQENqg (prop)
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(3) SIQDeg= LQDeq (prop)
(4) [SIQNex}i g0 = [LONextqo (prop)(2)(3)
(5) O[SIQNex g0 = T[LQNexiq o (TLA2)(4)
(6) (SIQDegi o« (LQDeg g0 (data)
(7) WF 40(SIQDeq < WFqo(LQDeqg (6)(TLA2)(STL)
(8) SIQSpee= LQSpec (prop)(1)(5)(7)

Q.E.D.

10.4 Zusammenfassung

11

Die Logik TLA erweitert klassische Rdikatenlogik um gestrichene Variablen und tempora-
le Operatoren. Man unterscheidet Zustands-, Aktions- und temporallogische Formelbedie
Zustnden, Zustandspaaren und unendlichen Zustandsfolgen interpretiert werden.

Temporale Formeln enthalten Aktionsformeln nur in Teilformel@d], bzw. ¢ (A)y.

Spezifikationen und Eigenschaften reaktiver Systeme werden durch TLA-Formeln dwsgedr
Systemspezifikationen sind i.a. von der Form

Init A O[Nexty A L

wobei L eine Konjunktion von Fairnessbedingungen ist. Flexible Variablenasgmtieren Zu-
standskomponenten des Systems.

Ein SystenSpecerfiillt eine EigenschafProp, wenn die Formel
Spec= Prop
gultig ist.

Zum Beweis von Eigenschaften dienen logische Beweisregeln. Typische Verifikationsregeln redu-
zieren temporallogische Aussagen auf nicht-temporale Beweisverpflichtungen. Temporallogische
Gesetze dienen zur Vereinfachung und Umformung von Aussagen.

Verfeinerung und Strukturierung

Bisher haben wir einfacheflache") TLA-Spezifikationen und ihre Eigenschaften betrachtet. Im folgen-
den Kapitel studieren wir die Verfeinerung von TLA-Spezifikationen und strukturierte Spezifikationen.
Ein Charakteristikum von TLA ist es, dass strukturelle Beziehungen wie Verfeinerung, Komposition und
Kapselung durch logische Operatoren ausidekirwerden.

Ziele

Ablaufverfeinerung als Implikation von Spezifikationen beschreiben.

Komposition (mit Synchronisierunigber gemeinsame Komponenten) als Konjunktion darstellen.

e Kapselung durch Quantifizierurigber flexible Variablen modellieren.

¢ Verfeinerungsabbildungen als technische Grundlagénplementierungsbeweise kennenlernen.
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11.1 Ablaufverfeinerung

Beispiel 116: Uhr mit Stunden-, Minuten- und Sekundenanzeige

Ahnlich wie in Beispiel 106 kann eine Uhr mit Stunden-, Minuten und Sekundenanzeige durch die
folgende TLA-Spezifikation beschrieben werden:

ICIk2 = hre{0,...,23} Amine {0,...,59} A sece {0,...,59}

Se@ = sec<59A seé=sect+1Ahr'=hrAmin =min
Min2 = sec=59A min<59Aseé¢=0Amin =min+1Ahr' =hr
Hr2 = sec=59Amin=59Ase¢=0Amin =0A hr' = (hr+1) mod 24
Tickz = Se@V Min2V Hr2
Clock? = ICIk2 A O[Tick2]hr minsec/A WFhr minsed Tick2)

Jeder Ablauf vorClock? erfullt auch die Spezifikatiolockaus Beispiell06:

e Die AnfangsbedinguntCIk2 impliziert die BedingundCIk.

e JederUbergang gemR Tick2 lasst entwedefhr, min) unve@ndert oder eifilt die Aktionsformel
Tick.

e Die Fairnessbedingung WEmmsec(TiCk?) erzwingt, dass die Uhr unendlich oft tickt—aber dann
finden auch unendlich viel@Tick)n, min-Ubergange statt. Daher ist auch \WHin(Tick) erfullt.

Also gilt die ImplikationClock2 = Clock

Hierbei ist wesentlich, dass TLA-Spezifikationgstotterschritte” erlauben, welche die Systemvariablen
nicht ve@ndern. Bei Verfeinerungeriiden daher neue Zustandskomponentgmglementierungsde-
tails") eingefihrt werden und neue Zustaiifierginge definiert werden, die auf der Ebene der abstrakten
Spezifikation nicht sichtbar sind. <

Definition 58 Eine TLA-Spezifikation Impl heiRAblauf-)Verfeinerungeiner Spezifikation Spec, wenn
die Implikation

Impl = Spec

gultig ist, d.h. wenn jede Zustandsfolge, die Impli#tfauch Spec eiillt.

Vergleich mit friiher vorgestellten Verfeinerungsbegriffen:

e Der TLA-Verfeinerungsbegriff entspricht dem Begriff in algebraischen Spezifikationen insofern,
als in beiden Bllen die Inklusion der Modellklassen (Algebren bzw.idgnde Abkufe) gefor-
dert wird. Allerdings wurde bei algebraischen Spezifikationen Gleichheit der Signaturen verlangt,
wahrend die Verfeinerung einer TLA-Spezifikation atdiche flexible Variablen,{(mplementie-
rungsdetails*) enthalten darf.

e In Z waren zwei Bedingungen gefordert:
(preA)AC=A  und preA= preC

Die zweite Bedingung dickt aus, dass die implementierende Operation in jedem Zustand an-
wendbar ist, in dem die abstrakte Operation anwendbar ist. Eine analoge Bedingung fehltin TLA:
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die Implementierung darf zégzliche Schritte bditigen, bevor eirJbergang, der einem Schritt

der abstrakten Spezifikation entspricht, @sbar wird. Die Uhrspezifikation aus BeispiEl6
berbtigt etwa nach einerflick-Ubergang 59Tick2-Schritte, bevor ein weiteréfick-Schritt aus-
gefuhrt werden kann.

Andererseitsiihrt das Fehlen einer solchen Bedingung in TLA dazu, dass gewisse Aktionen der
Spezifikation in der Implementierung evilberhaupt nicht ausg@frt werden Bknnen—im Ex-
tremfall kann die Implementierung inkonsistent werden, daiseimplementiert jede Spezifika-
tion. Solche unerinschten Implementierungerussen in TLA durch Validierung ausgeschlossen
werden.

Beweis von Verfeinerungen. Zu beweisen ist eine Formel der Ampl = Spedzw. genauer
Clnit A OJ[CNexiey A CLive = Alnit A TJ[ANex{ay A ALive

Impl Spec

Verfeinerungsbeweise erfolgen in 4 Schritten:
1. Beweis einer geeigneten Hilfsinvariantémpl = OInv.
2. Initialisierungsbedingung Cinit = Alnit.
3. Simulationsbeweis Inv A [CNexicy = [ANextay.
4. LebendigkeitsbedingungenJinv A JJCNextc, A CLive=- ALive

Nur der Beweis von Schritt 4 bétigt temporale Logik. Die folgende Verifikationsregel dient zum Be-
weis einer schwachen Fairnessbedingung unter Ausnutzung schwacher Fairness auf der Ebene der Im-
plementierung:
(NAPAP AA)Y = (B)w
P A ENABLED(B)w = ENABLED(A)y
O[N A [= Blw)v A WFR,(A) AOF A QOENABLED(B)w = OUP

O[N]y A WFy(A) A OF = WFy(B)

(WF2)

Idee:

¢ Die Aktion A der Implementierung simuliert die Aktiddider Spezifikation, falls die Zusatzbedin-
gungP qilt.
In Beispiell16 Tick2 simuliertTick, falls sec= 59 gilt.

e Aist austihrbar, fallsB ausfihrbar ist und gilt.

e Wird B nie ausgdihrt, wird P ab einem gewissen Zeitpunkt immerigltf sein.

Die analoge Regel zum Nachweis starker Fairness lautet

(NAPAP AA)y= (B)w
P A ENABLED(B)w = ENABLED(A)y
O[N A [= Blw]v A SKR/(A) A OF A OO ENABLED(B)y = OOP

O[N]y A SF/(A) A OF = SFy(B)

(SF2)

In komplizierteren Bllen (z.B. wenn dieB simulierende Aktion nicht eindeutig bestimmt istjissen
vor Anwendung von (WF2) oder (SF2) temporallogische Umformungen durghdeferden, oder die
Aussage muss direkt aus der Definition von \WWB) bzw. Sk, (B) bewiesen werden.
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Beweis der Korrektheit von (WF2). Seien die Rimissen von (WF2)igtig, seio = 5s; . .. Zustands-
folge und gelte

(1) [ONJy A WFy(A) ADF]gg =T

Angenommen, es &re[WF(B)], ¢ = F. Dann ist(B),, fastimmer ausfhrbar, wird aber nur endlich oft
ausgefihrt, also gibt es ein € N, so dassiir allek > n gilt:

(2) [ENABLED(B)w]se=T aber  (3) [(Bwls.s..c=F
Aus (1) und (3) folgt
(4) [O[N A [~ Blujy A WF(A) ADF]gpnie =T
Mit (2) und der dritten Rxmisse von (WF2) folgt: Es gibt em > n, so dassiir allek > mgilt
(5) [Plge=T
Aus (5) und (2) folgt mit der zweiten Bmisse, dassif allek > mgilt
(6) [ENABLED(A)]se=T
Mit der Fairnessbedingung WFA), vgl. (4), folgt: Es gibt eirk > mmit

(7) [[<A>V]]9K,sk+1,é =T
Aus (4), (5), (7) und der ersten&misse ergibt sich

(8) [[<B>WHSK,&+1,E =T

Widerspruch zu (3). Q.E.D.

Beispiel 117: Beweis vonClock2 = Clock

1. Invariante: Wahlelnv = ICIk2.
Es gilt Clock2 = [Inv: Beweis wieliblich mit (INV1).

2. Initialisierung: Offensichtlich giltICIk2 = ICIk.
3. Simulation: Zu zeigen istnv A [Tick2]nr minsec=" [TiCK hr,min. Dazu zeigen wir:

1. Se@ = hr’ = hr A min’ = min

2. Min2 = Min

3. Hr2=Hr

4. hr' = hr A min = min A seé¢ = sec= hr' = hr A min = min

Mit (TLA2) folgt
Olnv A O[Tick2]nr minsec=> D[ TicK hr min
4. Fairness: Zu zeigen ist
Olnv A O[Tick2]nr minsecA WFnr minsed Tick2) = WFyr min(Tick)

Dazu zeigen wir:
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1. (Tick2 A sec= 59 A se€ = 59)nr minsec=" (TiCK)hr min.
Diese Aussage folgt mit Datenaxiomen aus Definition Vinhk2.
2. sec= 59 A\ ENABLED(TiCK)hr min = ENABLED(TICK2)hr minseo
Trivial, dennENABLED(TiCk2)nr minsecgilt immer.
3. O[Tick2 A [— TicK hr,min]hr,min,sec/\ WFhr7min7sec(TiCk2) A Olnv A OO ENABLED<TiCk>hr7min
= O(sec=59)
e Beweis von,... = {(sec=59)": Regel (WFO) mit,Variante* 59— sec
e Beweis von,,... A sec= 59 = [J(sec= 59)": Standard-Invariantenbeweis, dack-
Ubergange ausgeschlossen sind.
e Die Gesamtaussage folgt mgimple temporal logic”.

Die Anwendung von (WF2) ergibt
D[Tickz]hnmimsec/\ WFhr’min’se&TiCkz) /\ E”nV = WFhr‘mm(Tle)

und damit ist die Verfeinerung vadlock durchClock2 bewiesen. <

11.2 Komposition von Spezifikationen

Spezifikationen gil3erer Systemedknen aus Spezifikationen ihrer Komponenten zusammengesetzt
werden. Bei reaktiven Systemen bedeutet dies eine parallele Komposition der Komponenten. Dabei ent-
sprechen gemeinsame flexible Variablen in den Komponentenspezifikationen Schnittstellen zwischen
den Komponenten; ggf. issen Variablen vor der Komposition geeignet umbenannt werden.

Wird das Verhalten der Komponenten A und B durch Formi&8pecund BSpecheschrieben, so be-
schreibtASpech BSpecdas Verhalten des Gesamtsystems. Zumindest bei zeit-asynchronen Systemen
(d.h. kein gemeinsamer Takt) ist hier wieder essenziell, dass, Biétterschritte” erlaubt.

Beispiel 118: Komposition zweier FIFO-Puffer

a2 q1

i T e T fes

Y

Der linke und rechte Pufferdnnen z.B. durch

SIQSpefm/o,q2/q)  und  SIQSpepy/i,as1/q]

beschrieben werden. Das System mit zwei hintereinandergeschalteten Pufidrgerdde die Formel
SIQSpefm/o,dz/q] A SIQSpepn/i, a1/

Die beiden Puffer werdeiaber die gemeinsame Schnittstethesynchronisiert.

Frage: Intuitiv stellt das Gesamtsystem wieder einen Puffer dasst sich das in TLA ausiicken?

Anwort: Zu erwarten ist die Gltigkeit der Formel
SIQSpefm/o,dz/q) A SIQSpepn/i, q1/d] = SIQSpef@ppendds, 4z)/d]
Allerdings setzSIQSpe®ine Modellierung mit Interleaving voraus, d.h. es gilt

SIQSpee=U[i' =iV o =0Jig
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wahrend die Komposition gleichzeitigenderungen von Ein- und Ausgabe erlaubt.
Die Interleaving-Annahme wurde zur Vereinfachung der Modellierung getroffen. Wird sie audref
Komposition angenommen, so ist die Implementierung eines Puffers durch zwei hintereinandergeschal-
tete Puffer beweisbar:
SIQSpefm/o,qz/d] A SIQSpef/i,au /o] A" =iV 0 =0lio
= SIQSpefappenday, dz)/q]
Der Beweis erfolgt mit den bekannten Regeln und verbleibtumg.

Die analoge Aussagéif die Modellierung ohne Interleaving-Annahme (For@BlQSpexberitigt kei-
ne Zusatzannahme. <

11.3 Kapselung

Die Kapselung von Zustandskomponenten dient wie bei algebraischen Spezifikationen und bei Z dazu,
interne Hilfsstrukturen nicht nach auf3en sichtbar zu machen. Logisch kann dies durch Existenzquantifi-
zierung ausgedickt werden; bereits in Z galt z.B.

[y:N; z:1..10 | y=2zxz]\(2) = [y:N | 3Jz:1..10ey=2zx7]

Analog wird Kapselung in TLA durch Existenzquantifizieruinger flexible Variablen ausgaifrkt.

Kapselung erraglicht, dass Spezifikationen nur das an der Schnittstelle sichtbare Verhalten beschreiben.
Daher verbleibt Freiheiifr die sgatere Implementierung der Komponente.

Beispiel 119: Spezifikation einer Speicherschnittstelle

op: gibt gewinschte Operation an und wird
nach Ausifihrung der Operation

zuriickgesetzt.
op
adr: Adresse der Speicherzelle, die gelesen adr
oder geschrieben werden soll. val

val: enthalt den zu schreibenden Wert bzw.
das Ergebnis der Lese-Operation.

Minit = op=-*“none” A me (Adr— Val)
MRegRd = op="none” A op =*“read” A adr' € AdrAm =m

MReqWr = op=“none” A op = “write” A adr’ € Adr Aval e ValAm =m
MDoRd = op=‘read” A o ="“none” Aval' =m(adr) Ani =m
MDoWr = op="“write’ A of ="“none” A M/ = ma {adr+ val}
MNext = MRegqRdv MReqWrv MDoRdV MDoWr
v = (op,adr,val,m)
MISpec = MiInit A OMNexi, A WF,(MDoRd) A WF,(MDoWr)
MSpec = dm: MISpec

Die FormelMISpecenthalt neben den Schnittstellenvariablem adr undval auch die interne Variable

m, die den aktuellen Speicherzustand Beygmtiert. Die FormeMSpecentsteht durch Quantifizierung
Ulbermund beschreibt daher das Verhalten der Schnittstelle, @magjidp von der konkreten Realisierung
des Speichers—wie wir in Beispig#R0auf Seitel67 sehen werden. <
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11.3.1 Erweiterung von TLA um Quantoren

Wir erweitern Definition56 wie folgt:

e Ist F temporale Formel ung € X; rigide Variable, so ist auchx: F eine temporale Formel.

e IstF temporale Formel ung € X flexible Variable, so ist aucHx: F eine temporale Formel.

Allquantifizierung kann als Ablrzung definiert werden:

Vx:F=-3x:-F Vx:F=-3Ax:-F

Die Semantik von Quantoréiber rigide Variablen wird wiéiblich definiert:
[3x:F]ge =T gdw. [F]sn=T fureine Belegung mitn(y) = &(y) furalley € X \ {x}

Mit dieser Definition gelten diéblichen Quantorenregeln aus der klassisché&diRatenlogik:

F=G
(3-) F(t)=3Ix:F(x) (3-E) ——— (xnichtfreiinG)
(3x:F)=G
Bei (3-1) darf der Termt nur rigide Variablen enthalten.
Beispiele: Esgiltz.B.0(v=2) = 3x: O(v=x*x+1).

Dagegen ist es nicht korrekt zu folgert{v = v) = 3x: (v = x). Denn die rechte Seite besagt, dass ein
fester Wertx existiert, so dass immer= x gilt.

Beweis der Korrektheit von (3-E). SeiF = G giltig, d.h[F = G],¢ = T fir alleg, &.

Zu zeigen ist, dass audlidx: F) = G],¢ = T fir allec und¢ gilt. Seien alsa, & beliebig und gelte
[3x:Floe=T.

Also existiert eine Belegung mit n(y) = &(y) fur alley € X; \ {x}, so das§F]q, = T ist. Wegen der
Gultigkeit von F = G folgt daher aucGJq, = T, und weilx in G nicht frei vorkommt, folgt auch
[Gloe =T. Q.E.D.

Ferner gilt das Axiom

(3-0) O(IX:F)= (Ix:OF)

Die umgekehrte Implikation ist beweisbar:
1) F=3dx:F 3-n
(2) OF = O(3x:F) (T6)(1)
(3) (Ax:0F)=0(3x:F) (3-BE)(2)
Fur den Allguantor sind entsprechende Regeln beweisbar:

F=G
(V-) ——— (xnichtfreiinF)
F=Vx:G

(V-E) (Vx:F(x)) = F(t) (tenttalt nur rigide Variablen)
(v-0) OWx:F)< (vx:OF)
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11.3.2 Stotterinvarianz von TLA-Formeln

Die Semantik von Quantordiber flexible Variablen ist etwas komplizierter, was an derigeshten
Stotterinvarianz von (auch quantifizierten) TLA-Formeln liegt. Wir holenaaminst eine formale Defini-
tion dieses Begriffs nach.

Definition 59

1. Seio = 951%... eine Zustandsfolge. Eine Zustandsfotge s,S,S, ... (Mitig < i1 <i2 < ...)
heil3tstotterfreie Varianteono, geschrieben = (o), wenn gilt:

. ip=0,
o 5 =S5, furallejmitix <j < ik und
e S, =S,,, genau dann, wenn s s, fur alle j > i gilt.

2. Zwei Zustandsfolgea undt heiRenstotteaquivalent geschriebemw ~ 1, wenng(o) = (1) gilt.

Bemerkung:

e Intuitiv ist j(o) diejenige Zustandsfolge, die sich amsladurch ergibt, dass maximale endliche
Teilfolgen gleicher Zugtndes durch ein einziges Vorkommen varersetzt werden.

e Zu gegebeneruist die stotterfreie Variantg o) eindeutig bestimmt (aber nicht die Foligei, .. .,
falls o mit unendlicher Zustandswiederholung endet). Daher ist die Schreibyweisg(o)" ge-
rechtfertigt. Es gilt

S . . falls sp = s fur allei > 0 gilt }

W0 ) = { (s0) 0 f(SkS+1-..) Tfallsk der kleinste Index mig # sp ist

e Gilto~T1(flro=%5;... undt =totz...), so folgt:
So=to und furallei € N gibtesjec Nmitaoli..] ~T1[j.]
Der folgende Satz besagt, dass TLA-Formeln &aist ohne Quantordiber flexible Variablen) zwi-
schen stottéquivalenten Zustandsfolgen nicht unterscheid@mien, alsqstotterinvariant* sind. Nach

Lamport ist die Stotterinvarianz eindwschenswerte Eigenschaft temporale Logiken: sie efiglicht,
Verfeinerung durch Implikation und Komposition durch Konjunktion ausiokien.

Satz 60 Sei F temporale Formel ohne Teilformelx : G und seiero ~ T stotteAquivalente Zustands-
folgen. Dann ist

[[F]]O,E =T gdW IIF]]T,E =T.

Beweis. Seieno = ... undt = tpt; ... Zustandsfolgen mit ~ 1. Der Beweis der Aussage erfolgt
durch Induktioniber den Aufbau der Formeél.

e IstF Zustandsformel, so gilt die Aussage weger- to (vgl. Bemerkung nach DefinitioR9).

e Fir aussagenlogische Kombinationen und Quantdisar rigide Variablen folgt die Aussage un-
mittelbar aus der Induktionsvoraussetzung.
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° [[DG]]QE =T
= [Glgji.je=T furallei e N [Def. [OG]g¢]
= [Glyj e =T furallejeN [mit Ind.vor., denn f.aj e Nex.i e Nmit tj..] ~ a[i..]]
= [OGe=T [Def. [OG]¢]
Die umgekehrte Implikation wird genauso bewiesen.

e SeiF =[A,. Es geiligt zu zeigenfF[s s = [F;0)¢; S€i alsdi(0) = S8, - - -

Gilt [F]ge =T, so folgt[F],q) ¢ =T, da jederUbergang(sk,skH) in §(o) auch alsUbergang
(Ski1-1,Si.,) in 0 vorkommt.

Ist umgekehrt{F];) ¢ = T, so folgt auch[F]s¢ = T: Ist § = 51, so folgt offenbar]v]s : =
[V]s,,.¢ und daher aucliAl\]s s,, ¢ = T. Ansonsten is§1 = s, flr eink € N, und es folgt
§ =S Damitist[[Al]s 5., e = ﬂ[A]v]]swsmi =T. Q.E.D.

11.3.3 Semantik von Quantoreriiber flexible Variablen
Es ware naheliegend, die Semantik vARr : F folgendermaf3en zu definieren:

[AX:Floe =T gdw.
[Fl.e =T fur eine Zustandsfolgemit t =x o (d.h.Ti(y) = gi(y) fur alley € X¢ \ {x},i € N)

Diese Definition vilirde jedoch die Stotterinvarianz verletzen: die Formel
F = x=0A0Ox=1]y

verlangt, dass sickandert, bevor sicl andert. Daher folgt:

Y

erfullt die Formel3Ax: F.

Y

erfullt die Formeldx : F nicht.

Die beiden Zustandsfolgen sind aber stdittgrivalent.

Die Semantik vordx : F wird daher explizit so definiert, dass sie unter Stotterinvarianz abgeschlossen
ist, indem neben deknderung der Werte vor zusatzliche Stotterschritte eingjt werden drfen:

[Ax:Flge =T gdw.
es gibt Zustandsfolgem, 1, sodass gilt: a~p, p=x1 und [Fl =T

e Beide oben gezeigte Zustandsformelriiein die Formel 3Ix:x=0AO[x= 1]y.
Tatsachlich ist diese Formel allgemeiiigg.

e Im Uhr-Beispiel (Bsp116) gilt Clock=- dsec: Clock2.

Intuitiv.: Jede Uhr mit Stunden- und Minutenanzeiginkte so implementiert sein, dass intern
Sekunden gexhlt werden.
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Obwohl die Semantik komplizierter ist, gelten diklichen Beweisregeln:

(3-) F(t)= 3Ix: F(x)

F=G
(FE) —— (xnicht frei inG)
(Ix:F)=G

3-0) (Ax:0F) < O(Ax:F)

Der Termt in (3-1) darf rigide und flexible Variablen enthalten.

Beispiel 120: Implementierung eines Speichers (vgl. B&p9)

Die Implementierung entit einen Hauptspeichenmund einen Cachec. Interne Operationen trans-
portieren Daten zwischen Hauptspeicher und Cache. Die Schnittstelle nach auf3en bledmderver
(Wir benutzen hier wieder Z-artige SchreibweisanDaten-Operationen.)

Clnit = op=-*“none” A mme (Adr— Val) Acc= (Aa:Adre L)
CRegRd = op="‘“none” A of =“read” A adr’ € Adr A mnmi = mmA ccd =cc
CRegWr = op=‘“none” A of = “write” A adr’ € Adr A val' € Val A mn{ = mmA cc = cc

CDoRd = op="“read” A cc(adr) # L A op =*“none” A val' = cc(adr) A mmf = mmA cd = cc
CDoWr = op="write” A op =“none” A cc = cca {adr — val} A mn{ =mm

CLoada) = cc(a)= 1 Acd =ccd{a— mma)} A UNCHANGED(op, adr,val, mm)

CFlusha) = cc(a)# L A (op=‘read” = a+# adr) A mnm = mma {a— cc(a)}

A cd =ccd{a— L} A UNCHANGED(op,adr,val)
CNext = CRegRd/ CReqWry CDoRdVv CDoWrV Ja € Adr: CLoada) v CFlush(a)
w = (op,adr,val,mmcc)
CISpec = Cinit A O[CNextw A WF,(CDoRd A WF,(CDoWI)
A WFy(CLoadadr) A op= “read”)
CSpec = dmmecc: ClSpec

11.3.4 Verfeinerungsabbildungen (refinement mappings)
Um die Implementierung des Speichers mit einem Cache aus Bel&fials korrekte Verfeinerung der
urpsiinglichen Spezifikation nachzuweisen, muss
(Immecc: CISpeg¢ = (Im: MISpeq
bewiesen werden. Geifl Regel#l-E) kann dies auf den Beweis von
ClISpec= dm: MISpec

zuriickgefihrt werden, danmundccin (Im: MISpeq nicht frei vorkommen.
Um die Regel @-1) anwenden zu énnen, ist

ClISpec= MISpe¢t/m|
fur einen geeigneten Tertzu zeigen.

Ein solcher Ternt ,berechnet* passende Werte der internen Variabieter Spezifikation aus den Va-
riablen der Implementierung. Er wirdblicherweise ald/erfeinerungsabbildun@refinement mapping)
bezeichnet.
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Beispiel 121: Verfeinerungsabbildungif das Speicherbeispiel
Wir setzen

t =gef Aa:Adreif cc(a) = L thenmm(a) elsecc(a)

Im folgenden sel ¢ Val vorausgesetzt. Der Beweis v@itSpec=- MISpedt/m] erfolgt mit deniiblichen
Verifikationsregeln.

1. CISpec= U(op = “write” = val € Val) : Anwendung von (INV1).
2. Clnit = Minit[t/m| : offensichtlich.
3. Inv A [CNextw = ([MNexty)[t/m]
e CRegRd= MRegRdt/m|, CReqWr= MReqWit/m] : unmittelbar aus Definition der Ak-
tionen und vort

e CDoRd=- MDoRdt/m| : die Definition vort impliziert insbesondereal’ = t(adr) undt’ =t.

e (op="“write” = val € Val) A CDoWr=- MDoWTr]t/m| : aus der Invariante und der Annahme
1 ¢ Valfolgtt' = t® {adr — val}.

e ac Adr A CLoada) = UNCHANGED(0op, adr,val,t) : unmittelbar aus der Definition von
CLoada) und vont.

e ac Adr A CFlushia) = UNCHANGED(op, adr, val,t) : unmittelbar aus der Definition von
CFlush(a) und vont.

e UNCHANGEDW =- UNCHANGED(0p, adr,val,t) : trivial.
4. CISpec= (WF,(MDoRd) A WF,(MDoWr))[t/m] : Anwendung von (WF2), dabei garantiert ins-
besondere die Fairnessbedingung an die Ak@madadr) A op = “read”, dasscc(adr) # L

irgendwann wahr wird. Die Definition voBFlush(a) garantiert, dass dies bis zur Alikfung von
CDoRderhalten bleibt. |

Unvollstandigkeit von refinement mappings

In manchen Situationen existiert keine geeignete Verfeinerungsabbildung, weil die Implementierung
nicht gerigend Details entit.

Beispiele:

e Die FormelClock=- dsec: Clock? ist giltig, aber nicht mit @-1) beweisbar: der Wert der Sekun-
denanzeige kann nicht aus der Stunden- und Minutenanzeige berechnet werden.

e Ahnlich gilt MISpec= Imm cc: CISpedd.h. jeder Speicherdnnte mit einem Cache implemen-
tiert worden sein), obwohl dies mi#lfl) nicht bewiesen werden kann.

Fur solche Rlle existieren zuazliche Beweisregeln, z.B.

| = 3h:HI N = VYh3h' :HN
| AO[N]y = 3h:HI AD[N A HNJyp,

(3-H)

erlaubt die,induktive Definition* einer Hilfsvariablei.
Der folgende Artikel entélt weitere Regeln und gibt Bedingungeém tleren Vollsandigkeit an:

M. Abadi, L. Lamport:The Existence of Refinement Mappings
Theoretical Computer Science 81(2), S. 253-284 (1991).
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11.4 Zusammenfassung

e Verfeinerung und Strukturierung werden in TLA durch logische Operatoren alisdgedr

e Dabei entspricht die Verfeinerung der Implikation, die parallele Komposition der Konjunktion
und die Kapselung der Existenzquantifiziertiriger flexible Variable. Umbenennung kann durch
Ersetzung flexibler Variablen ausgédkt werden.

e Eine wesentliche Voraussetzung diaist die Stotterinvarianz von TLA-Formeln. Diese wird syn-
taktisch dadurch garantiert, dass Aktionen nur in der Fai#), (bzw. ¢(A)y) in temporalen
Formeln vorkommenirfen.

¢ Verfeinerungsbeweiséif Spezifikationen mit internen Variablen
Impl= 3Ax: Spec
basieren auf Verfeinerungsabbildungen, d.h. man beweist
Impl = Spedt/x]

fur einen geeigneten Termder angibt, wie die gekapselten Variablemus den Variablen der
Implementierung berechnet werdedrien.

12 Analyse von Transitionssystemen durch Modelchecking

Die bisher vorgestellten Regeln zur Verifikation reaktiver Systeme in Tanken durch Theorembewei-

ser maschinell unteristzt werden. Der hohe Aufwand deduktiver Verifikation und diedtigten Spe-
zialkenntnisse rechtfertigen derzeit allerdings einen praktischen Einsatz nur in Ausabidimdreite
Akzeptanz finden dagegen sogenannte Modelchecking-Verfahren zur automatischen Analyse zustand-
sendlicher Modelle, die als Debugging-Techniken verwendet werdiendq.

Ziele

Algorithmen zurUberpfifung von Invarianten und temporaler Formeln verstehen.

Grundbegriffe der Theorie endlicher Automaten auf unendlichént§vh kennenlernen.

,On-the-fly*-Modelchecking

Abstraktionsverfahren zur Analyse (evtl. unendlich) grof3er Zustandse.

12.1 Uberprifung von Invarianten

Ein Transitionssystern erfillt die InvarianteC1P, wenn fir jeden Ablaufo = 5 o, St R S...vonl
alle Zustindes die Zustandsformd? erfullen. Anders ausgetckt: P ist in jedem erreichbaren Zustand
vonT erfillt. (Ein Zustands heil3t erreichbar, wenn es einen Ablags; ... vonT gibt mits=s fir ein
ieN.)

Semantisch éinnen Invarianten also durch Mengen von aunsten beschrieben werden. Das Transiti-
onssystent = (Z,1,4,0) erfullt die Invariantelnv C Z, wenn jeder erreichbare Zustand viorin Inv
liegt.
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Set seen = new Set(); Stack trace = new Stack();

void dfs(State s) {
if (! seen.contains(s)) {
seen.insert (s); trace.push(s);
if (! s.satisfies(inv)) {
throw new InvariantViolatedException();

}

Enumeration succs = getSuccessorStates(s);
while (succs.hasMoreElements()) {
dfs (succs.getNextElement ());

}
trace.pop();

b

Enumeration inits = getInitialStates();
while (inits.hasMoreElements()) {
try { dfs(inits.getNextElement()); }
catch(InvariantViolatedException e) {
// Gegenbeispiel aus Stack-Inhalt ablesen

b
Abbildung 16: Basis-Algorithmus zwberpiifung von Invarianten.

Ist die Zustandsmengéendlich (undd effektiv gegeben), sodanen Invarianten durch Audihlung der
Menge der erreichbaren Zastdeliberpiift werden. Der in Abbildund.6 gezeigte Algorithmus erzeugt
systematisch durch Tiefensuche alle erreichbarerdfidst und bricht mit einer Fehlermeldung ab, falls

ein Zustand die Invariante verletzt. In diesem Fall @itder Stack eine Folge der Zasde, die zur
Verletzung der Invariantelihrt; diese kann dem Benutzer als Gegenbeispiel ausgegeben werden und
damit Hinweise zum Debugging geben.

Beispiel 122: Needham-Schroeder-Protokoll
1 <A7 NA>B

T

2. {Na,N
A e (Na,NB)A °

3. (Ns)s

¢ einfaches Authentifizierungsprotokoll

e Ziel: Agenten A(lice) und B(ob) vereinbaren gemeinsames GeheifiNys\g), bestehend aus
einem Paar von Zufallszahlegnponces*)Na undNg.

e Die Kommunikation erfolgtiber ein unsicheres (d.bffentlich abldrbares) Netz mit asymmetri-
scher (public-key) Verschkselung.

Ablauf:

1. A generiertNa und sendetA,Na) an B, verschisselt mit B’soffentlichem Schissel.
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2. B generiert ZufallszahNg und antwortet mitNa, Ng).

3. A ist Uberzeugt, dass die Nachricht von B stamp&uthentiziét*), weil nur B die NonceNa
kennen konnte, und sendég an B zufick.

4. B akzeptiert die Nachricht aus Schritt 3. Beide Agenten betracfitenNg) als gemeinsames
Geheimnis.

Annahmen:

e Der Verschlisselungsalgorithmus sei nicht (bzw. nicht mit vertretbarem Aufwand) zu brechen, d.h.
ein Angreifer kann eine Nachricht nur entsitsgeln, wenn er den zugifigen privaten Sclilssel
kennt.

e Nonces Bnnen nicht (mit vertretbarem Aufwand) erraten werden.

e Die Schlissel von A und B seien nicht kompromittiert.

Frage: Ist das Protokoll sicher?

Darstellung als endliches Transitionssystem

Um das Protokoll durch ein endliches Transitionssystem darstellen und mit Hilfe von Modelchecking
analysieren zu@nnen, werden vereinfachende Annahmen getroffen:

e Beschankung auf drei Agenten A(lice), B(ob) und I(ntruder)

e A und B nehmen an genau einem Ablauf des Protokolls teil (nicht unbedingt miteinander). Dabei
beginnt A einen Protokollablauf,&hrend B antwortet.

e Agent | kann maximal eine Nachricht lokal zwischenspeichern und maximal eine Zufallszahl ge-
nerieren.

Aus diesen Annahmen folgt, dass maximal drei verschiedene ZufallsZdg|&s undN; vorkommen.
Diese lonnen dahefvorberechnet* und durch symbolische Konstanten dargestellt werden.

Diese Vereinfachungen bedeuten, dass komplexere Fehlersituationen nicht erkannt werdé&wmnz.B.
fusion" bei mehreren verscainkten Protokollatdiufen. Allgemein ist Modelchecking eher eine Technik
zur Fehlersuche als zur Verifikation.

Modellierung in PROMELA  (einer ModellierungssprachafKommunikationsprotokolle)

PROMELA ist die Eingabesprachérfden Modelchecker@N, der vor allem iir die Analyse von Proto-
kollen optimiert ist. Sie hat eine @hnliche Syntax.

Zunachst deklarieren wir Konstanteiarfdie Typen der Nachrichten, die Namen der beteiligten Agenten,
ihre Nonces und Schsel. (Diese werden ebenfalls durch symbolische Konstanten dargestellt, Ver- und
Entschiisselung von Nachrichten wird durch Record-Konstruktion und pattern matching modelliert.)

mtype = {msgl, msg2, msg3, alice, bob, intruder,
nonceA, nonceB, noncel, keyA, keyB, keyI, ok, fail};

Der ,verschiisselte Teil* einer Nachricht wird durch einen Record modelliert, der eineruSs#ilund
zwei Datenfelder entt.
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typedef Crypt {
mtype key, dl, d2;
}

Das Kommunikationsnetz wird durch einen globalen Datenkanal modelliert. Jede Nachricht auf diesem
Kanal hat einen Typ, einen (intendierten) Epder und einegverschiisselten” Inhalt. Um den Zu-
standsraum des Modells zu verkleinern, nehmen wir hier synchrone Kommunikation (Kanakktapazit

an; dies hat keinen Einfluss auf das Analyseergebnis.

chan network = [0] of {mtype, /* msg# */
mtype, /* receiver */
Crypt};

Die folgenden Variablen geben die (vermeintlichen) Kommunikationspartner von A und B sowie ihren
Fortschritt im Protokoll an. Sie sind global deklariert, weil siétgp in der Korrektheitsaussage des
Protokolls benutzt werden.

mtype partnerA, partnerB;
mtype statusA, statusB = fail;

Ziel des Angreifers wird es sein, die Nonces von A und B zu eniissieln. Die folgenden Variablen
geben an, inwiefern ihm dies gelungen ist.

bool knowNA, knowNB = false;

Das folgende Codefragment beschreibt das Verhalten von Agent A (die Modellierung von Agent B ist
symmetrisch}.

active proctype Alice() {
mtype partner_key, partner_nonce;
Crypt data;

if /* nichtdeterministische Auswahl des Partners */
:: partnerA = bob; partner_key = keyB;

:: partnerA = intruder; partner_key = keyI;

fi,;

/* Versand der ersten Nachricht */
data.key = partner_key;

data.dl = alice;

data.d2 = nonced;

network ! msgl (partnerA, data);

/* auf Antwort warten */

network ? msg2(alice, data);

/* sicherstellen, dass Schlissel und Nonce korrekt sind */
(data.key == keyA) && (data.dl == noncel);

partner_nonce = data.d2;

2PROMELA kennt ein Konstruktif ... fi zur nichtdeterministischen Auswahl zwischen mehreren Alternativen; die-
se werden jeweils durch: eingeleitet. Das Konstrukio ... od beschreibt eine Endlosschleife, deren Rumpf ebenfalls
mehrere Alternativen enthalten kann. Faligig, wird so lange gewartet, bis eine der Alternativen é@bdfar ist.
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/* dritte Nachricht verschicken und Protokoll beenden */
data.key = partner_key;

data.dl partner_nonce;

data.d2 = 0;

network ! msg3(partnerA, data);

statusA = ok;

Interessanter ist die Modellierung des Angreifers, da dieser kein festgelegtes Protokoll befolgt. Die Struk-
tur des folgenden Codefragments ist eine Endlosschleife, deren Alternativen augglexmem Aktionen
des Angreifers (Empfangen bzw. Abfangen einer Nachricht oder Versenden) bestehen.

active proctype Intruder() ({
mtype msg;
Crypt data, intercepted;
mtype icp_type; /* Typ der abgefangenen Nachricht */

do
:: /* 1. Alternative: Empfangen oder Abfangen einer Nachricht */
network ? msg (_, data) ->
if /* evtl. zwischenspeichern, um sie spdter zu versenden */
:: intercepted.key = data.key;

intercepted.dl = data.dl;

intercepted.d2 = data.d2;

icp_type = msg;

1t skip;
fi;
/* Nachricht entschliisseln, falls mdglich und Nonces merken */
if
(data.key == keyI) —>
if
(data.dl == nonceA || data.d2 == noncelA) -> knowNA = true;
: else -> skip;
fi;
if
(data.dl == nonceB || data.d2 == nonceB) -> knowNB = true;
11 else -> skip;
fi,;
:: else -> skip;
fi;

/* 2. Alternative: Versenden von Nachricht 1 an B */
if /* zuvor abgefangene Nachricht versenden oder neu aufbauen */
i1 icp_type == msgl -> network ! msgl (bob, intercepted);
:: data.key = keyB;
if /* eigene Identitdt benutzen oder als Alice ausgeben */
:: data.dl = alice;
:: data.dl = intruder;
fi;
if /* bekannte Nonces kdnnen verwendet werden */
: knowNA -> data.d2 = noncel;
:: knowNB -> data.d2 = nonceB;
:: data.d2 = noncel;
fi;
network ! msgl (bob, data);
fi;
/* lbrige Alternativen zum Versenden von Nachrichten analog */
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Alice:0
8
1! megl,intru . | ,alice, nonceA
I ntruder: 2
9
23
1lreglbob, keyk, al i ce, nondeA
Bob: 1
24
32
1! ngg2, al i ce, K , nonceA, nohceB
33
39

1! nsg2, al i ce —=fronceA, nonceB

|, nonceB, 0

! n8g3, bob

Abbildung 17: Gegenbeispiel zur Sicherheit des Needham-Schroeder-Protokolls.

od;

Analyse des Modells. Die Sicherheit des Protokolls kann durch folgende Invarianten auscjddver-
den:

(partnerA= bob) = — knowNA
(partnerB= alice) = — knowNB
(statusA= ok A statusB= ok) = (partnerA= bob <> partnerB= alice)
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Der Modelchecker 8IN findet in weniger als 1 Sekunde ein Gegenbeispiel und stellt es in dem in Ab-
bildung 17 gezeigten Sequenzdiagramm dar. Dieser Ablauf kann wie folgt beschrieben werden:

1. A startet einen Lauf des Protokolls mit I. (Das ist durchaus sinnvoll: A wird i.a. nicht wissen,
dass | ein Angreifer ist. Dieser kann sich z.B. als interessante Website tarnen und dadurch ehrliche
Agenten veranlassen, mit ihm Kontakt aufzunehmen.)

2. Der Angreifer | benutzt die Nonce aus A's Nachricht, um seinerseits einen Protokollablauf mit B
Zu starten, wobei er sich als A ausgibt.

3. B antwortet an A. Diese Nachricht wird von | abgefangen und A wieder vorgespielt. (Das ist
nicht unbedingt notwendig, solange keine vertrauéngigen Absenderangaben benutzt werden.)
Beachten Sie, dass | die Nachricht nicht entésbéln kann und daher die Nonce von Agent B
nicht erfhrt.

4. A findet seine Nonce aus Nachricht 1 und antwortet, indem er die zweite Nonce seinem Partner,
Agent |, schickt. Damit ist der ProtokollablauirfA erfolgreich beendet.

5. Nun ertalt | die Nonce aus B’s Antwort in einer Form, die er entssiskeln kann. Er kennt damit
alle Nonces und sendet B's Nonce an Bimk.

6. Auch B kann damit seinen Protokollablauf erfolgreich abschlieRen.

Das Ergebnis dieses Ablaufs ist, dass A (korrekt) glaubt, seinen Partner | authentifiziert zu haben,
wahrend B &lschlicherweise davaiberzeugt ist, ein gemeinsames Geheimnis mit A zu haben. Der Ab-
lauf fuhrt auch zur erfolgreichen Korrektur des Protokolls: die zweite Nachricht sollte dBrdia, Ng)

ersetzt werden. Denn dann bemerkt Agent A, dass die Nachricht von B statt seinem Partner | kommt und
bricht das Protokoll ab.

Dieser Fehler war 17 Jahre lang unentdeckt geblieben, obwohl das Protokoll sehr einfach ist und in allen
Kryptographie-Lehrtichern beschrieben war. <

12.2 Bichi-Automaten

Zur Analyse komplexerer temporallogische Formeln sind Grundbegriffe der Theorie endlicher Automa-
tenliber unendlichen \&ttern rutzlich.

Definition 61

1. Ein Buchi-AutomatB = (Q,1,0,F) Uiber einem Alphabé ist gegeben durch

¢ eine endliche Menge Q von (Automaten-)Zuasen,

eine nichtleere Menged Q von Anfangszushden,

eineUbergangsrelatiord C Q x X x Q und
eine Menge FC Q von akzeptierenden Zéasiden.

2. Ein AblaufvonB Uiber einenw-Wort w= apa;a; ... € Z? ist eine unendliche Folge = qoq102.- . -
von Zusénden g€ Q mit ¢p € | und (q;,a;,qi+1) € dfur alle i € N. Der Ablaufp heil3takzeptie-
rend wenn ¢ € F gilt fur unendlich viele i.

3. Die SpracheL(‘B) von B ist definiert durch

L(B)={we Z?® | es existiert ein akzeptierender Ablauf vBriiber w}
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Bemerkung:

e Die Struktur eines Bchi-Automaten entspricht der eines géwmlichen NFA.

e Die Akzeptanz durch Endzustand wird ersetzt durch die Bedingung, unendlich oft einen akzeptie-
renden Zustand zu erreichen.

Beispiel 123: Bichi-Automaten

Der folgende deterministischaiBhi-Automatiber dem Alphabef'a’, ‘b’ } akzeptiert genau die @'ter,
die unendlich oft ‘b’ enthalten. Bchi-Automaten knnen graphisch genau wie NFAs dargestellt werden
(akzeptierende Zudhde sind doppelt umrandet).

Ahnlich definiert der folgende nichtdeterministischiadBi-Automat die Sprache dera#ter, die unend-
lich oft ‘ab’ enthalten.

Schlief3lich folgt hier ein Automat, der genau digd¥tér akzeptiert, die nur endlich oft ‘a’ enthalten.
Dazu,rat’ der Automat, ab welchem Zeitpunkt kein ‘a’ mehr kommt, geht dann in den akzeptierenden
Zustandiber und,verifiziert*, dass nur noch ‘b’ vorkommt. Man kann zeigen, dass es keinen determini-
stischen Bichi-Automaten gibt, der die selbe Sprache definiert.

<

Eine ritzliche Verallgemeinerung voniBhi-Automaten erlaubt mehrere Mengen von akzeptierenden
Zustnden.

Definition 62 Ein verallgemeinerter Bchi-Automat B = (Q,1,9,{F1,...,Fm}) ist gegeben wie ein
Biichi-Automat, entilt aber mehrere Mengen von Akzeptanzuden.

Ein Ablauf q102. .. heil3t akzeptierend, wenn jede Akzeptanzmengedndlich viele Zusinde g des
Ablaufs entAlt.

Satz 63 Fur jeden verallgemeinerteniBhi-AutomaterB gibt es einen (nicht verallgemeinerten)dhi-
Automatend, der dieselbe Sprache definiert.
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Beweis (Idee). EsseiB = (Q,1,8,{Fy,...,Fn}). Die Zustinde vona sind Paare der Forrty,k) mit
g€ Qundk € {1,...,m}. Die Ubergangsrelatiod von 4 erlaubtUbergange((q,k),a, (qd,k’)) genau
dann, wenn gilt:

e (g,a,q) € 3, d.h.Ubergange vona simulierenUbergange vona,

Y (kmodm)+1 fallsqe Fg
[ ] prnd
k sonst

Das heif3t, der ghleranteil wird genau dann inkrementiert, wenn ein Zustand in der betreffenden
Akzeptanzmenge besucht wurde.

Die akzeptierenden Zustde von4 sind alle Zusinde(q, 1) mit g € F;.

Die Idee dieser Konstruktion ist, dagsgenau dann einen akzeptierenden Ablabér einem Wortv
hat, wenn dies aucliif B gilt, da unendlich hufige Besuche in Zugden(qg,1) mit g € F; erzwingen,
dass alle anderen Meng€&n ebenfalls unendlich oft besucht werden. Q.E.D.

Die Theorie von Bichi-Automaten ist sehihnlich zu der von nichtdeterministischen endlichen
Automaten—mit der Ausnahme, dass deterministischehBAutomaten echt schicher sind als nicht-
deterministische (vgl. Beispiel23). Fur das Modelchecking ist besonders die Entscheidbarkeit der
Sprach-Leerheit wichtig. Geaf® Satz63 gilt dies auch fir verallgemeinerte Bchi-Automaten.

Satz 64 SeiB ein Buchi-Automat. Es ist entscheidbar, alfB) = 0 gilt.

Beweis. DaQ endlich ist, istZ(B) # 0 genau dann, wenn Zustdeqp € | undgs € F
sowie endliche Wirterx € * undy € " existieren mit

Qo == O und o == g

Dies ist genau dann der Fall, wenn der Graph ®eine starke Zusammenhangskomponenteadith
die einen akzeptierenden Zustand étitind von einem Anfangszustand aus erreichbar ist. Letzteres ist
(z.B. mithilfe des Tarjan-Algorithmus) mit Zeitkomple&itO(| Q |) entscheidbar. Q.E.D.

Ist B verallgemeinerter Bchi-Automat, muss ein Zyklug =X O gesucht werden, der mindestens einen
Zustand aus jeder Akzeptanzmenge éatith

Bichi-Automaten und temporale Logik

SeiF eine quantorenfreie temporale Formel (ohne rigide Variablemntralt eine endliche Mengé’
von atomaren (Zustands-)Formeln; diese definiert ein AlphabetP(7’). Jede Zustandsfolge kann als
unendliches Wort € Z® aufgefasst werden, urieicharakterisiert die Sprache

LE =(ef {O’G >0 | [[F]]g :T}

Unter diesem Blickwinkel sind temporale Formeln unidicBi-Automaten vergleichbar, und es ist inter-
essant, ihre Ausdrucksske zu vergleichen.

Wahrend temporallogische Formeln Eigenschaften von reaktiven Systeeidarativ' beschreiben las-
sen, eignen sich Automaten besser zur algorithmis€hmnpiifung, da sie endliche Objekte und damit
besser handhabbar sind. Die Automaten aus Beidfliélegen nahe, dass sich typische temporale Ei-
genschaften durchighi-Automaten ausécken lassen.
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Idee der Automaten-Konstruktion: F ~ B¢

e Automaten-Zusinde vonBe entsprechen maximal konsistenten Mengen von TeilformelnRzon
Ein Zustandq ,verspricht*, dass ein akzeptierender Ablauf ausgehendgvalte Formeln ing
erfullt.

e Anfangszusinde sind genau die Zéstde dig~= enthalten.

o Die Ubergangsrelation stellt sicher, dass giktueller Anteil sofort erfillt wird, und eine,Rest-
verpflichtung” in den Folgezustaritbertragen wird. Zum Beispiel mus8rfdas Zutreffen einer
Formeldp sowohlp im aktuellen Zustand gelten als auclp ab dem folgenden Zustand @it
sein.

e Akzeptierende Zuginde stellen sicher, dass Formélmirgendwann eiillt werden.

Komplexitat dieser Konstruktion: Die Zustinde entsprechen Mengen von Teilformeln der Ausgangs-
formel. Daher ist die Anzahl der Zustde i.a. exponentiell in derdnge der Formel.

Beispiel 124: Konstruktion eines Bchi-Automaten zur Formél(p = 0q)

Im ersten Schritt konstruieren wir ein sogenanpfeleau” zur gegebenen Formel. Dabei werden kom-
plexe Formeln zerlegt und ggf. mehrere Nachfolgeknoten eingefz.B. kann eine Formét = G
dadurch eiillt werden, dass entwederF oderG erfullt wird. Knoten, die nur noch Formeln enthalten,
die bereits zerlegt wurden oder nicht weiter zerlegt werdiamkn, sind die sogenanntgstates* des
Tableaus (die Knotegq, g, undgs der Abbildung). Ihre Nachfolger ergeben sich durch Bestimmung der
~Restverpflichtung” tir den weiteren Ablauf:

e eine FormellF erzeugtF als Restverpflichtung,

¢ eine FormelF erzeugtOF als Restverpflichtung, falls der Knoten auslir entralt.

=<9
p= <q
Hp=><q
p=><Cq
<q
q, q;
Jp=<q || L=<
p=<q pP=Cq
oq q ¢q  —q

Aus dem Tableau kann ein verallgemeinertécBi-Automat auf folgende Art abgelesen werden: Jeder
.State" des Tableaus entspricht einem Knoten diégshBAutomaten. Anfangszustde sind die Auto-
matenzusinde, die die Ausgangsformel enthalten (im Beispiel sind das alléZdis}. DieUbergange
ergeben sich durch Verfolgung der Pfade zwischen den states im Tableau; sie werden mit den atomaren
Formelnp (bzw. — p) beschriftet, die im Ausgangs-state enthalten sind (bzw. deren Negation enthalten
ist). Fur jede Formel der FornpF, die im Tableau vorkommt, wird eine Menge von akzeptierenden
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Zustanden eingefhrt, und zwar ist ein Zustand akzeptierend b2dt, wenn der entsprechende state im
Tableau entwededF nicht entlalt oderF enthalt. Im Beispiel gibt es eine Akzeptanzmenge, die der
Formel{q entspricht. Sie endit die Zuséndeq; undqy, aber nichis.

—p

—p q
m S
e
—q

Der entstehendei&hi-Automat akzeptiert genau die Alife, die die Ausgangsformel aften. <

12.3 Automatenbasiertes Modelchecking

Die Theorie der (verallgemeinerten}ihi-Automaten liefert ein Modelchecking-Verfahren, um zu ent-
scheiden, ob alle ABlufe eines gegebenen Transitionssystems eine temporallogische Foiitheh erf

Gegeben. Transitionssysterf, temporale Formef.
Aufgabe. Entscheide, olf fur alle Ablaufe vonl erfullt ist.

Losung. Betrachtd™ als Blichi-Automaten mit trivialer Akzeptanzmenge = Z.

F gilt fur jeden Ablauf vori”
gdw.
kein Ablauf vonl™ erfullt - F
gdw.
LINNL(B-g) =L xB.g)=0

Formal: Seil = (Zr,Ir,4,0r) ein Transitionssystem un@d = (Z3,13,03,Fz) ein Buchi-Automat,
der die Negation der zilberpiifenden Formel charakterisiert.

Der Produktautomaf” x B = (Z,1,8,F) ist folgendermaf3en definiert:

e Z =17 x Zg ist die Menge von Paaren aus Zastlen vori- und 3.

e | =Ir x Iz, d.h. ein Paarzustand ist genau dann Anfangszustand, wenn seine Komponenten jeweils

Anfangszusinde des Transitionssystems bzw. #sind.
i (Za q) - (Zlaq/) gdW
- (zA/Z) € or fureinAe 4und
- (q7 Z(q/)vq/) € 623

Ubergange des Produktautomaten synchronisieren als@&Jbergange vonl und B, wobei als

Eingabe iir B gerade die Belegung der atomaren Formeln durch den aktuellen Zustand des Tran-

sitionssystems genommen werden.
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void dfs(StatePair s, boolean search_cycle ) |
Pair current = new Pair(s, search_cycle);

if (! seen.contains(current)) {
seen.insert (current); trace.push(s);
if (search_cycle && (s == seed) ) |

throw new CycleFoundException();

}

Enumeration succs = getSuccessorStatePairs(s);
while (succs.hasMoreElements()) {
dfs (succs.getNextElement (), search_cycle);

}
if (! search_cycle && s.isAccepting()) {
seed = s; dfs(s, true);

}

trace.pop();

Abbildung 18:,,0n-the-fly*-Algorithmus zum Modelchecking.

e F =7Zr xFg, d.h. ein Paafz q) ist akzeptierend, wenqin B akzeptierender Zustand ist. (ISt
ein Transitionssystem mit Fairness, so muss diese Definition entsprechend angepasst werden.)

Dann gilt:[" x B akzeptiert genau die Aaufe vonl™, welche die zuiberpiifende Formel verletzen. Da-
herist£(I" x B) = 0 genau dann, wenn es keine solchendifé gibt, alsd” die untersuchte Eigenschaft
besitzt.

Der in Abbildung18 gezeigt Algorithmus ist eine Variante der Tiefensuchprozedur aus AbbiléiGng

(die Abweichungen sind kursiv gedruckt). Die Prozedur arbeitet in ziedi“, je nach Wert des Boo-
leschen Parametesgarch_cycle. Im normalen Suchmodusdarch_cycle == false) wird ein ak-
zeptierendes Paar gesucht. Daraufhin wechselt die Suche in den Schleifensuch-Modus und untersucht,
ob es einen nichttrivialen Zyklus Zick zu diesem Paar gibt. Falls ja, existiert ein akzeptierender Ablauf

des Produktautomaten, und es kann ein Ablaufiveekonstruiert werden, der die Eigenschaft verletzt.

Der Algorithmus vermeidet die volldhdige Berechnung des Produktautomaten, indem das Erzeu-
gen der Zustandspaare mit der Suche nach einem Akzeptanzzyklus kombiniert, avirtheg-fly"-
Modelchecking). Er findet mindestens einen akzeptierenden Zyklus, falls ein solcher existiert. (Dies
ist nicht ganz offensichtlich, da die Mengeen der bereits besuchten Paare auch nach einer erfolglosen
Schleifensuche nicht gischt wird.) Seine Komplext ist im schlechtesten Fall linear in derdBe von

I und exponentiell in der &nge vorf.

C. Courcoubetis, M. Vardi, P. Wolper, M. Yannakakidemory-efficient algorithms for the
verification of temporal properties:ormal Methods in System Desidn275-288 (1992)

Beispiel 125: Analyse des Alternating-Bit-Protokolls mitP8\

Die Aufgabe beim Alternating-Bit-Protokoll besteht darin, einen Strom von Daten von einem Sender zu
einem Empé&ngeriiber ein unsicheres Medium @bermitteln. Bei detUbertragung &nnen Nachrichten
verloren gehen, aber nicht vatécht oder umgeordnet werden. Die bereits 1969 vorgeschlagsuad,

K.A. Bartlett, R.A. Scantlebury, P.T. Wilkinso# note on reliable full-duplex transmission
over half-duplex linesCommunications of the ACM, 1969, vol. 12(5), S. 260-265.
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fuhrt ein Sequenzbit ein, anhand dessen der Bng#r feststellen kann, ob die aktugdertragene Nach-
richt frisch ist. Dieses Sequenzbit wird als Acknowledgement an den Sendexkgeschickt, der da-
durchiiber den erfolgreichen Empfang informiert wird. Bithder Sender kein Acknowledgement, ver-
sendet er die zuletzt gesandte Nachricht nochmals. Dabei wird angenommen, dasskétanB ebenso
unzuverassig ist.

(msgb)
L

Sender Empfanger
‘\_/

ack

Um das Protokoll mithilfe von Modelchecking analysieren Zniken, muss es als zustandsendliches
Transitionssystem modelliert werden. Dazu nehmen wir eine biskter Kapazétcy_ren derUbertra-
gungskadle und eine endliche (durehxvsc gegebene) Menge potenziell @bertragender Nachrichten
an.

#define MAXMSG 3 /* Daten 0, 1, ..., MAXMSG-1 */
#define CH_LEN 2 /* Kapazitdt der Ubertragungskandle */

Die folgenden Variablendeklarationen modellieren digertragungskaile und die jeweils zuletzt ge-
sendete bzw. empfangene Nachricht.

chan snd = [ CH_LEN ] of { bit, byte };
chan ack = [ CH_LEN ] of { bit };

byte lastSent = 0;

byte lastRcvd = 0;

byte currMsg;

Der folgende Prozess modelliert den Sender. Hier nehmen wir zur Vereinfachung an, dass zyklisch
die Nachrichteno, ..., maxusc-1 versandt werden, sobald das aktuell verwendete Sequenzbit vom
Empfanger als Acknowledgement erhalten wurde. Die MarkanMsc undrcvack werden fir die For-
mulierung der Korrektheitseigenschaften verwendet.

active proctype Sender () {

bit sbit = 0; /* Sequenzbit fiir aktuelle Nachricht */
bit lack = sbit; /* zuletzt vom Empfdnger erhaltenes Sequenzbit */
do
i: if /* Nachricht senden */
:: lack == sbit -> /* neue Nachricht erzeugen */

lastSent = (lastSent + 1) % MAXMSG;
sbit = 1-sbit;
11 else —> skip
fi;
SENDMSG: snd ! (sbit, lastSent)
:: ack ? lack; RCVACK: skip  /* Acknowledgement empfangen */
od

Das Modell des Emjgingers istahnlich. Doppelt empfangene Nachrichten werden ignoriert. Als Ack-
nowledgement wird jeweils das zuletzt erhaltene Sequenzbit an den Serigtskgaschickt.

active proctype Receiver() ({
bit rbit = 0;
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bit old_rbit = 0;

do
:: snd ? (rbit, currMsg); RCVMSG: /* Nachricht empfangen */

if

:: rbit != old_rbit —>

RCVNEW: old_rbit = rbit; lastRcvd = currMsg
: else -> skip

fi
:: ack ! rbit; SNDACK: skip /* Acknowledgement verschicken */
od

}

Zur Modellierung von Nachrichtenverlustetinfren wir einen separaten Prozess ein, der die aktuellen
Nachrichten von den Kaiben entfernen kann.

active proctype LoseMsg() {
do
:osnd ? (_, _) /* Nachrichtenverlust auf Datenkanal */
::ack ? /* Nachrichtenverlust auf Rickkanal */
od
}
Frage 1. Kommen die Nachrichten in der richtigen Reihenfolge an?

Dies kann durch die Formel
[](Receiver@RCVNEW::>currMsg = (lastRcvd+1l) mod MAXMSG)

ausgedickt werden: das Rdikatreceiver@RCVNEW ist erfullt, wenn der Empiingerprozess an der Marke
RCVNEW Steht, also gerade eine neue Nachricht empfangen hat.

Spin besitigt, dass die Eigenschatft @lit ist. Die Laufzeit betagt ca. 0.5 Sekunden.

Frage 2. Kommen alle Nachrichten an?
Wir formulieren diese Eigenschaft zaiwhst als

O(sender@SNDMSG = QReceiver@RCVMSG)

SpPIN liefert nach kurzer Laufzeit (weniger als 0.1 Sekunden) das in Abbild9mtargestellte Gegenbei-
spiel, bei dem alle Nachrichten verlorengehen (alle gesandten Nachrichten werden vom Rrezess
empfangen).

Um solche Trivial&lle auszuschliel3en, formulieren wir die Eigenschaft um: wir nehmen an, dass immer
wieder Nachrichten empfangen werden und fragen (zum Beispiel), ob jedes Versenden der Nachricht
von einem Empfang von gefolgt wird.

OOReceiver@RCVMSG A JOSender@RCVACK =
O(sender@SNDMSG A lastSent=2 = ((Receiver@RCVMSG A lastRcvd=2))
Diesmal besitigt SPIN, dass die Eigenschatft zutrifft. Dazu sind ca. 170000 Zustandspaaberukifen,
die Laufzeit betagt ca. 2.5 Sekunden (plus ca. 1 Sekuridalfe Berechnung desiBhi-Automaten).

Frage 3: Werden immer wieder neue Nachrichten verschickt?
Wieder nehmen wir eine entsprechende Fairnessbedingung wie im vorigen Beispiel an und formulieren

OOReceiver@RCVMSG A O Sender@RCVACK = [0 lastSent=1 A OO lastSent=2

Die Eigenschatt trifft zu; 8IN Uberpiift ca. 1.8 Millionen Zustandspaare in ca. 33 Sekunden.
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Cycl e/ Wi ting

Sender : 0

Abbildung 19: Gegenbeispiel zu Frage 2 in Beisgizb.

Fazit: Die Eigenschaften sindif das beschriebene Modell @lit. Die Korrektheit des Protokolls ist
also plausibel. Allerdings sollte das Modell durch Simulatiéog validiert werden, um diese Aussage
zu untermauern. i eine tatachliche Verifikation des Alternating-Bit-Protokollsane ferner zu zeigen,
dass das vereinfachte Modelldahlich (fir die betrachteten Eigenschaftger@prasentativ* ist. Techni-
ken, die solche Aussagen erlauben, werden im folgenden Abschnitt kurz angedeutet. <

12.4 Abstraktionstechniken

Das Hauptproblem beim Modelchecking stellt die sogenayifistandsexplosion” dar: die Anzahl der
zu uiberpiifenden Zusinde vachst i.a. exponentiell mit der G8e des Systems (z.B. Anzahl der Prozes-
se, betrachtete Datenbereiche, Kagaaier Kaidle, .. .).

Modelchecking-Verfahren mit expliziter Berechnung der ZAnste wie in Abschniti2.3sind bis zu ca.
10’10 zu Uberpiifenden Zustandspaaren verwendbar. BéRgren Zustandsumen kann die Men-
geseen der bereitdiberpiiften Zustandspaare nicht mehr im Hauptspeicher gehalten werden; virtueller
Speicher ist hieifr aber praktisch wertlos. Um den Speicherbedarf zu reduzieren, kann statt der Infor-
mation Uber die tatachlich besuchten Zustde eine Tabelle von Hashcodes gehalten werden. Kommt
es zu einer Kollision, bedeutet dies, dassgiiche Fehler nicht entdeckt werden; trotzdem erreicht man
mit dieser Technik eine relativ gute Abdeckung des Zustandsraums, solange Kollisionen nighfigu h
werden.

Sogenanntsymbolischélodelchecking-Algorithmen basieren auf kompakten Datenstrukturen zur Dar-
stellung von Zustandsmengen und d#sergangsrelation. Sie berechnen in einem Schritt die Menge
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alle Nachfolger- bzw. Vorgngerzusinde einer Menge von Zistden. Falls diese Techniken anwendbar
sind (besonders im Bereich der Hardware-Verifikatiod)yiken Systeme im Bereich von®und mehr
potenziellen Zustndeniberpiift werden.

Far noch gbRere Systeme bzwiif Systeme mit unendlichem Zustandsraum sind Abstraktionstechni-
ken erfolgreich. Dabei wird die Korrektheit eines gro3en Systems (bzgl. einer bestimmten Eigenschaft)
auf die Korrektheit einer kleinen Abstraktion figkgefihrt, die durch Modelchecking verifiziert werden
kann. Um die Korrektheit der Abstraktion zu gélarleisten, geingt es in der Regel, einzelne Schritte des
Systems zu betrachten, es ist also kein temporallogisches Schlie3en notwendig. deteer kormale
pradikatenlogische Beweiser oder sogar automatische Techniken des Compiledbstisat interpre-
tation“) zum Einsatz kommen.

Wir deuten im folgenden die Technik sogenannter Boolescher Abstraktionen an. D&zeiiseiendliche
Menge von Zustandsformeln uri@leine Menge von fundierten Ordnungelir= € O bezeichne< den
reflexiven Abschluss vor; die MengeO~ erweitereO um die Ordnungerx.

Definition 65 Ein Boolesches TransitionssystéBiTS) ist gegeben als= (Z,1,4,,W, S 0) mit:

e (Z,1,4,5,W,S) ist ein markiertes FTS mit endlicher Menge von Zusien; jeder Zustand @ Z
ist eine Menge von Formeln A oder ihrer Negationen,

e es gelter ¢ 4; die Relationd, erweitered um Ubergange(n, T, n) fiir alle n€ Z,

e oisteine Abbildung, die jeder Kanta,A,m) € 4 eine endliche Mengg(t1, <1), ..., (tn,<n)} von
Paaren von Termen und Ordnungene O~ zuordnet,

Boolesche Transitionssysteme sind endliche Transitionssysteme mit Fairness, deren Knoten mit Zu-
standsformeln beschriftet sind. Die Kantetinken Annotationen tragen, um Informationger fun-
dierte Ordnungen darzustellen.

Im folgenden bezeichnen wir mitsowohl die Knoten eines BTS als auch die Konjunktion der Formeln
inn.
Definition 66 Seill = (Z,1,.4,6,W, S,0) ein Boolesches Transitionssystem.

Ein AblaufvonT Uber einer Zustandsfolge= 551%,.... hat die Form g Ho, ni S, n,..., so dass gilt:

o Mo 2% n; A4 n,. . ist ein Ablauf des FT&,1,2U{1},5.,W,S),

o [n]s =TfuralleieN,

o furalleic Nmit A € 4undalle(t,<) € o(ni,A;,nit1) gilt [t' <t]ss, =T,
o flralleie NmitA =tundalle(t, <) € o(ni,A,m) gilt [t' <t]ss,, =T.

I akzeptierio, falls ein Ablauf vori™ Uibero existiert.

Ablaufe eines BTS sind faire Ablife, die alle Knoten- und Kantenmarkierungerubeh. Dabei sind
auch (mitt markierte), Stottekiberginge" zugelassen.

Der Beweis einer Implikatiolspec=- Prop (fir TLA-FormelnSpecund Prop) mit Hilfe eines BTSI
erfolgt in zwei Schritten:

1. Jede Zustandsfolge, d&pecerfullt, wird von I akzeptiert (Korrektheit der Abstraktion).

2. Jede vorT akzeptierte Zustandsfolge @t Prop.
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Beispiel 126: Boolesches Transitionssysteiir fdining mathematicians*

Idee: Zwei Prozesse (mit Zudhden,thinking* und ,eating”) sichern den gegenseitigen Ausschluss
des Zustandseating® Uiber eine gemeinsame Integer-Variablde nachdem, obhgerade oder ungerade
ist, darf einer der Prozessessen".
Int = AneNANn#O0
ANC=“t"ANCL ="

Eay, = Aco=“t"Aever(n)
ANgp="e"Acp=Cc AN =n Co="t' c1="t’ Co="t cr ="t
. o neNat n#0 ne Nat n#0
Thly = Acg="e /\06: t ever(n) - ever(n)
AN =ndiv2Ac)=cCy
Eat = Aci=“t"A-ever(n)
ANCp="e"ANCy=C AN =n
Thikk = Acp="e"AC;="t"
, Co="e" Cp ="’ Co="t" Cp="e"
AN =3xn+1ACcH=Co neNat n#0 neNat n#0
Next = EaV Thky V Eat V Thk ever(n) ~ever(n)
v = (CpC1,N)
DM = Init A O[Nexi, A WF,(Next

Alle Kanten seien mitNext markiert, und es sei schwache FairnggsNextvorausgesetzt.

Intuitiv reprasentiert das rechts abgebildete BTS diedAibié der Spezifikatio®M. Zum Beispiel kann
im linken unteren Zustand nur die AktioFhlky ausgeiihrt werden. Nach der Division durch 2 kann
gerade oder ungerade sein, und daher sind die beiden oberéndeigierade die dglichen Nachfolge-
zustinde. |

Um die Korrektheit der Abstraktion gegélper einer SpezifikatioBpeczu beweisen, gibt der folgende
Satz hinreichende Beweisverpflichtungen an, die kein temporallogisches Schlie@&gdyen

Satz 67 Seill = (Z,1,4,0,W, S 0) ein Boolesches Transitionssystem und Spéuait A O[Nexiy A L
eine TLA-Spezifikation. Falls die folgenden Bedingungen zutreffen, akz&pjgeien Ablauf, der Spec
erfullt.

1. Elnit=\/n.

nel

2. Furallene Zgilt =naNexty=n'v \/ (AyAm.
{(Am):(n,Am)ed}

3. Furallenme Z, Ac 4 und alle(t, <) € o(n,A,m) gelten
@ EnA{AyAmM =t <t und
(b) EnA[Nexty AN =t <t
4. Fur jede Aktion A WUS:
(@) Ist Ae W, so gilt= Spec= WF,(A).
(b) Ist A€ S, so gilt= Spec= SK,(A).
(c) Furalle ne Z, in denen A aughrbar ist, gilt|=n=- ENABLED(A)y.
(d) Furallenme Z mit(n,Am) ¢ dgilt EnA (A)y=-m.



Seite 186 Grundlagen der Systementwicklung
12.5 Zusammenfassung M. Wirsing, S. Merz

Dagegen kann der Nachweis temporallogischer Eigenschaftgr{mit atomaren Formeln i®) fur alle
Ablaufe vonl' durch Modelchecking erfolgen. Die Ordnungsannotationen eines BTS werden dabei in
Annahmeriibersetzt, die besagen, dass ein Ablauf, der unendlich vielg,mit markierte Transitionen
enthalt, auch unendlich viele Transitionen enthalten muss, die wedeftmi) noch mit(t,<) mar-

kiert sind. Dadurch wird beispielsweise der Zyklus zwischen den beiden linkear#iest des BTS aus
Beispiel126 ausgeschlossen, und die folgenden Eigenschafiandn durch Modelchecking verifiziert
werden:

O(ne NatAn+0) O- (Co="e"ACL="e")
O0(co = “e”) 00 (cy ="e”)

Beispiel 127: BTS fir das Alternating-Bit-Protokoll (vgl. BeispiéR5)

Mit Hilfe Boolescher Abstraktionen kann die Korrektheit des Alternating-Bit-Protokolls ohne Ein-
schiankungen bzgl. der Kanalkapa#ibzw. der zu Grunde liegenden Nachrichtenmenge bewiesen wer-
den. Grundidee ist die Beobachtung, dass auf jedem Kanal eine Folgédsfosténs zwei verschiedenen
Nachrichten gleichzeitig enthalten sein kann: &eimst endlich oft digalte” Nachricht, die bereits emp-
fangen wurde und ignoriert werden kann, und danach endlich ofingéiee” Nachricht. Die genaue Be-
trachtung des Protokollsifirt zu folgendem BTS, dessen Korrektheit mithilfe von S&tmachgewiesen
werden kann.

LoseSndRcv, SndAckRcvAckLoseAck LoseSndResendSndAckRcvAckLoseAck (=spd) LoseSndSndAckRcvAckLoseAck (=sng)

rbit = sbit lack= sbit

rbit = shit lack= sbit rbit = sbit lack= sbit

LoseSnd

snde curr* snde prevecurr™ o snde prev*

ack e rbit* acke rbit* Rfs"d 5 ack e rbit*

lastRcvd= lastSent lastRcvd= lastSent y esen lastRcvd= lastSent 1
A
Rev  (<snd) Rev (<snd)

RcvAck Rcv
RcvAck (<ack) RcvAck (<ack)

rbit = shit lack= sbit rbit = shit lack= sbit rbit = shit lack= sbit
SndAck
snde curr* o snde curr* SndAck | snde curr*
acke rbit” o acke rbit “rbit+ acke rbit”
LoseAck
lastRcvd= lastSent gstRcvd: lastSent lastRcvd= lastSent
LoseSndResendRcy, LoseAck (=ack) LoseSndResendRcy, SndAckLoseAck (=ack) LoseSndResendRcv, RcvAckLoseAck

Dabei wurden folgende Alikzungen verwendet:

curr = shit, lastSeny

sbit, lastSent> 1)
#(snde {lastSen}), <)

#(acke {rbit}), <)

prev =
<snd Steht fir
<ack Stehtfir

N N N

Die Korrektheit des Protokolls kann durch Modelchecking dieses BTS bewiesen werden. <

12.5 Zusammenfassung

e Fur endliche Transitionssysteme existieren automatische Analyseverfahren.
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¢ Einfache Invariantengifer erlauben bereits den Nachweis interessanter Eigenschaften wie der par-
tiellen Korrektheit oder der Deadlock-Freiheit.

e Die Uberpiiifung allgemeiner temporallogischer Eigenschaften basiert auf automatentheoretischen
Zusammen@ngen und Algorithmen.

e Ist eine Eigenschaft nicht érft, berechnen Modelchecker ein Gegenbeispiel. Daher sind sie wert-
volle Debugging-Werkzeuge, die industriell mittlerweile weit verbreitet sind.

e Das Problem der Zustandsexplosion begrenzt die Anwendbarkeit des Modelchecking.

e Abstraktionstechniken versprechen auchiigre Systeme analysieren zZinken. Sie dokumen-
tieren aul3erdem anschaulich die Funktionsweise reaktiver Systeme.
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