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Spezifikation von
Transitionssystemen mit TLA




Ziele 2

Temporale Logiken zur Beschreibung reaktiver Systeme und ihrer Eigenschaften wurden seit
der 2. Halfte der 1970er Jahre entwickelt (erste Veroffentlichungen 1977 von A. Pnueli und

von F. Kroger).

Ab 1990 definierte L. Lamport die Temporal Logic of Actions (TLA), die sich durch folgende

Charakteristika auszeichnet:

e natlrliche Beschreibung von Transitionssystemen durch Formeln

e Charakterisierung von Begriffen wie (Parallel-)Komposition, Verfeinerung, Hiding durch
einen moglichst kleinen Satz logischer Operatoren

e weitgehende Reduktion temporallogischer Verifikationsbedingungen auf
pradikatenlogische Beweisverpflichtungen
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Die Logik TLA

Ziele

e TLA als Beschreibungssprache flr reaktive Systeme

e unterschiedliche Spezifikationsstile, z.B. asynchrone vs. synchrone Kommunikation,
Interleaving vs. echte Parallelitat

e grundlegende Regeln zur Systemverifikation in TLA
e Komposition, Verfeinerung und Hiding
e Implementierungsbeweise durch Verfeinerungsabbildungen
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Die Logik TLA

Example (Spezifikation einer Uhr mit Stunden- und Minutenanzeige):

ICIk
Min
Hr
Tick
Clock

hr € {0,...,23} A min € {0,...,59}

min < 59N min’ = min+1 A hr' = hr

min =59 A min’ =0 A hr' = (hr+ 1) mod 24
Min vV Hr

IClk A\ O[Tick|nr min N WF min( Tick)
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Ublicherweise haben Systemspezifikationen in TLA die Form

Init A O[Next|, N L

Dabel ist

[Init ;] eine pradikatenlogische Formel zur Beschreibung der Anfangszustande.

[Next ] eine Formel mit gestrichenen und ungestrichenen Variablen zur Beschreibung der
erlaubten Zustandsiibergange. Next hat meist die Form A1V ...V A,,, wobei die Formeln
A; die einzelnen Systemaktionen beschreiben.

[v :] ein Tupel aller Variablen, die vom System verandert werden konnen.

[L :] eine Konjunktion von Fairnessbedingungen WF,(A;) oder SF,(A4;).
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Man unterscheidet in TLA drei Klassen von Formeln:

e Zustandsformeln beschreiben Zustande,
e Aktionsformeln beschreiben Zustandstibergange,
e temporallogische Formeln beschreiben Ablaufe.
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Zustandsformeln (state predicates)
Im folgenden sei eine (z.B. algebraisch beschriebene) Signatur 2 vorausgesetzt.

Pradikatenlogische (Z-)Formeln heil3en in TLA Zustandsformeln.
Beispiele: n >0, g=empty, y=0&pcp="9", dk:n=m+k

Formal wird die Menge X der Variablen unterteilt in disjunkte Teilmengen

e X, von flexiblen (zustandsabhé&ngigen) Variablen und

e X, von rigiden (zustandsunabhangigen) Variablen.

Die rigiden Variablen entsprechen den tUblichen Variablen der Pradikatenlogik.

Die flexiblen Variablen modellieren Zustandskomponenten (z.B. Programmvariablen).

Die Syntax von Zustandsformeln entspricht der Definition von 2-Formeln in Abschnitt 2.2
von Teil Il der Vorlesung.
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Interpretation von Zustandsformeln
Vorausgesetzt sei eine gegebene 2-Algebra A.
Ein Zustand s ist eine (sortenrichtige) Belegung der flexiblen Variablen mit Werten.

Zustandsformeln werden interpretiert relativ zu einem Zustand s und einer Belegung ¢ der
rigiden Variablen.

Terme: [z]se = &(z) fur rigide Variablen z € X,
[v]se = s(v) fur flexible Variablen v € X}
[f (trs s ta)se = FA([0s g - -5 [Enll )
Formeln:
:p(tlv seey N)]]S,E =T gdw. (_[[t_l_]]s,ﬁa SRR [[tn]]s,ﬁ) S pA
- Pllse=T gdw. |[Pll;s=F
P A Q]]S,E =T gdw. :P::S,E =T und [[Q]]S,E =T
Jo: Pllse=T gdw. [Pllsn=T fureinnmitn(y) =¢(y) furalle y € X, \ {z}
JviPllse=T gdw. [P,z =T farein ¢t mitt(w) = s(w) furalle w € X;\ {v}

Fir eine gegebene Belegung & beschreiben Zustandsformeln also Mengen von Zustanden,
z.B. die moglichen Anfangszustande eines Transitionssystems.
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Aktionsformeln (actions, transition predicates)

Aktionsformeln sind pradikatenlogische Formeln, die gestrichene und ungestrichene
Variablen enthalten dtrfen.

Beispiele: n'=n+1, ¢ =cons(i,q), dz:n=z+m'

Formalsei X;={v' | ve€ X} eine Kopie von Xj.
Aktionsformeln sind pradikatenlogische (2-)Formeln mit Variablen aus X, U X; U Xf’.

Semantik.

Aktionsformeln werden interpretiert relativ zu einem Paar (s,t) von Zustanden und einer
Belegung & von X,.
Dabeiist [v]:z=s(v) furvelX;

[v]sie=t(v) forv' € X}

[2]se =8&(x) furz e X,

Wie bel Operationsschemata in Z werden gestrichene Variablen im Nachfolgerzustand
Interpretiert.

Fir eine gegebene Belegung & von X, beschreiben Aktionsformeln eine Menge von
Zustandspaaren, z.B. die erlaubten Ubergange eines Transitionssystems.
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Abkurzende Schreibweisen

e Fir einen Term ¢ bzw. eine Zustandsformel P bezeichnen ¢’ und P’ das Ergebnis der
Ersetzung der freien Variablen v € X; durch die entsprechenden Variablen v’ € Xjﬁ.
Dabei werden gebundene Variablen ggf. umbenannt, um Namenskonflikte zu vermeiden.

Beispiele: (v+1) v'+1
(Fz:n=x+m) dz:in' =z+m
(An' :n=n"+m) dnl:n'=nl+m’
e Fir eine Aktionsformel A und Terme t1, ..., t, (ohne gestrichene Variablen):

(Al AV (ti=tN...Nt, =1,
(Ao = AN (L=t A...NE =1,

Ein Paar (s, ) von Zustanden erfullt die Formel [A],, ., wenn es A erfullt oder

wenn die Werte aller Terme 14, ..., ¢, unverandert bleiben.

Ein Paar (s, t) von Zustanden erfullt die Formel (A),, .., wenn es A erfillt und
wenn sich der Wert mindestens eines Terms i1, ..., t, andert.

Es gilt: <A>t1,...,tn Sl A]tl,...,tn und [A] ety & (— A>t1,...,tn
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e FUr eine Aktionsformel A definieren wir

ENABLEDA = dug,...,u 1 A

wobei {vy,..., v, } die Menge der freien gestrichenen Variablen (€ X) ist.

Die Zustandsformel ENABLED A gilt in einem Zustand s genau dann, wenn es einen
Zustand ¢ gibt, so dass A im Zustandspaar (s, t) erfillt ist.

Example:

ENABLED(n'=n+1) = dn':n/=n+1

ENABLED(g =cons(o’,q¢")) = 30',¢': g=-cons(o’, q’)
ENABLED(J2 1w =1v"+2") = Fv, 2 tw=v"+7
(ENABLED(g =cons(0’,¢"))) = Fol,¢ql:q¢ =cons(ol,ql)

M. Wirsing: Reaktive Systeme, 13.12.2002

2
nn



12

Temporallogische Formeln (temporal formulas) werden (zunachst) induktiv
folgendermal3en definiert:

Definition:
e Jede Zustandsformel P ist eine temporale Formel.

e Ist A Aktionsformel und sind ty,...,t, Terme, soist O[A] temporale Formel.

11,5 tm
e Ist ' temporale Formel, soist OF (“always /') temporale Formel.
e Aussagenlogische Kombinationen temporaler Formeln sind temporale Formeln.

Semantik temporaler Formeln  definiert Gber Folgen G = sps1... von Zustanden

[Plog=T gdw. [Pl,e=T (P Zustandsformel)
O[A]oe=T gdw. [[A]¢]s,s,.,.e=T furallen € N
[OF|ge=T gdw. [Flg, 1e=T furallencN
[~ Flog=T gdw. [Flog=F
[FAGlog=T gdw. [Flog=T und [Glloe=T

Dabei bezeichnet a|n..] den Suffix s,s,.1... von 0.
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Abkulrzende Schreibweisen fiir temporale Formeln
e Ist I’ temporale Formel, so steht OF (“eventually F, “finally /) fur die Formel

OF = 0O~ F

Esist [OF|ge=T gdw. [F]gp =T fureinn cN.
e Analog schreiben wir

Die Zustandsfolge o erfillt &(A),, wenn mindestens ein Paar aufeinanderfolgender
Zustande die Formel A erfillt und ¢ verandert.

e Firtemporale Formeln F', G definieren wir F'~» G (“F' leadsto ") durch

F~ G O(F = OG)

Die Formel F' ~» G ist wahr in 0, wenn fur jeden Suffix a[n..], der F' erfillt, ein Suffix
a|m..] mit m > n existiert, der G erfillt.

e Klammerersparnis: O und < binden starker als binare aussagenlogische Operatoren.
ZB.steht OF AOG fur (OF) A (OG).
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Example (Semantik temporaler Formeln):

>
>

£ 00370110 2- ?mmer;éOg
Yy 11 0 0 0 0 340 - (mmer=20

Welche der folgenden Formeln gelten in diesem Ablauf?

O-(z=0Ay=0)
Oz =0=y" =0],,
Olr=7TNy=0)
O(y=0A1z2'=0),
0O (y #0)

OO(z =0=y #0)
Odlfalsg,
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“Unendlich oft” und “irgendwann immer”

Esgilt: [OCF]ge=T gdw. furalle m € Ngibtes n > m mit [Flg, 16 =T.
Die Formel OO F fordert also, dass F' in der Zustandsfolge 0 unendlich oft gilt.

Analog verlangt die Formel O (A) 4, dass die Aktion (A); unendlich oft ausgefihrt wird.

Dagegenist [OCOF[s:=T gdw. ein m € N existiert, so dass fiir alle n > m gilt:

[Flofn.1e=T.
Die Formel GO F fordert also, dass F' in 0 ab einem gewissen Zeitpunkt immer gilt.

Analog verlangt die Formel GO[ A4, dass schlieBlich nur noch die Aktion [A]; stattfindet.
Fur eine erfullbare Zustandsformel P sind OO P und <OP Lebendigkeitseigenschaften.

Umformungsregeln: Es gelten

- OCF & o0~ F OCOOF & OOF
- OOF & O0— F OCOF & OOF
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Fairness in TLA
Im Abschnitt Uber Fainess hatten wir definiert:

e Ein Ablauf ist schwach fair bezlglich A, falls gilt: Ist A ab einem gewissen Zeitpunkt
immer ausfuhrbar,
so wird A unendlich oft ausgefiihrt.

e Ein Ablauf ist stark fair beziglich A, falls gilt: Ist A unendlich oft ausfihrbar, so wird A
unendlich oft ausgeflhrt.

Fiur Aktionen der Form (A); kdnnen wir dies durch TLA-Formeln ausdriicken:

WF,(A) = <OEeNABLED(A); = OO(A),
SK(4) = OOENABLED(A); = OO(A);,

Aquivalente Formulierungen sind:
WF;(A) = OOC— ENABLED(A); vV OO(A);  SK(A)

= OO- ENABLED(A); V OO (A),
WF;(A) = OO(ENABLED(A); = O(A)y) SK(A)

OO(ENABLED(A); = O(A);)
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