| 1. Typen

1.1 Typsicherheit
1.2 Typprifung

Ein Typsystem ist ein praktikables, syntaktisches Verfahren, mit dem man die Abwesenheit
gewisser Laufzeit-Eigenschaften eines Programms beweisen kann, indem man Programm-
bestandteile danach klassifiziert, welche Art Werte sie berechnen.

Strenges Typisieren verhindert nicht nur Fehler, sondern trégt (bereits in der Entwurfsphase)
zur Klarheit der Software bei.

Typsysteme beschleunigen Programme, d.h. der Compiler kann Typinformationen benutzen,
um effizienten (d.h. spezialisierten) Code zu generieren.

Bei Entwurf und Anwendung eines Typsystems balanciert man zwischen
Ausdrucksstérke: alle ,sinnvollen* Funktionen, Datentypen, und Abstraktionen davon
sollen auch typisierbar sein (aber alle,,unsinnigen* nicht)
Effektivitét: wichtige Fragen (hat der Term x den Typ t?) sollen effektiv entscheidbar
sein.

1.1 Typsicher heit:

Jeder korrekte Programmausdruck hat einen Typ.
Der Typ eines Ausdrucks andert sich durch Auswertung nicht.
Ein wohlgetypter Ausdruck erzeugt keine unerwarteten Laufzeitfehler.

1.2 Typprufung:

Es gibt zwei Arten der Typprifung: die statische und die dynamische Typprifung.

Wird ein Programm auf syntaktische Korrektheit Uberpriift, bevor es ausgeftihrt wird, spricht
man von einer ,statischen Typprifung“. Programmiersprachen, die die ,statische
Typprufung* durchfihren sind u.a. SML, Haskel, C++ und Java.

Erfolgt die Typprifung zur Laufzeit, d.h. ein Programm wird ausgefihrt und die Ausdriicke
werden ausgewertet, dann spricht man von der sog. ,dynamischen Typprufung”. Dieses
System wird in folgenden Programmiersprachen angewendet: Lisp, Scheme, Pascal und Perl.



| 2. Einfihrung in Typen

2.1 Unterschied zwischen "numeric value" und "boolean”

2.2 Beispiele
t = Term
true Konstante true
false Konstante false
if tthentelset Konditional
0 Konstante
succ t Successor
pred t Predecessor
iszerot Zero Test

succ erhoht den Wert immer um eins und pred zieht immer eins des angegebenen Wertes ab.
Beispiel: succ(0) = 1, succ(succ(0)) =2

pred(succ(succ(0))) =1
Damit kann man die komplette Menge der naturlichen Zahlen ,Nat* darstellen.

2.1 Unter schied zwischen , numeric value' und , boolean”:

numeric value boolean

Typ: Nat Typ: Bool

z.B. pred, succ, iszero z.B.: true, false
2.2 Beigpiele:

Term tist Element von T (geschrieben: "t : T")
pred(succ(pred(succ0))) (Typ Nat)
if truethenfaseelsetrue  (Typ Bool)

Kein Typ:
true + 6



| 3. Typisierungsrelation

3.1 Regeln

3.1.1 Regeln fiir booleans:

3.1 Regeln
3.1.1 Regeln fur booleans
3.1.2 Regeln fur numbers

Regel
T:= Typ
Bool Typ boolean
true: Bool T-True
false: Bool T-Fase
t1:Bool to: T t3: T T-If
if tythent, elsets ;T
3.1.2 Regeln flr numbers:
Regel

Nat

0: Nat
tl:Nat

succtp : Nat
t; . Nat

pred t; : Nat
t; : Nat

iszero t; : Bool

Typ
Typ fur natirliche Zahlen

T-Zero
T-Succ

T-Pred

T-IsZero




| 4. Typ-System

4.1 Fortschritt
4.2 Typerhaltung

Satz von Pierce: "well-typed terms do not go wrong".
Ein Typsystem ist eine Programmiersprache zusammen mit einer Typisierungsrelation.

Damit ein Typ-System sicher ist, gelten folgende Regeln:

Regel
Sicherheit = Fortschritt + Typerhaltung
Fortschritt (Progress): Wenn ein Term kein Wert und wohlgetypt ist, dann
kann man auswerten.
Typerhaltung (Preservation): Wenn ein Term wohlgetypt ist, dann behalt er
nach der Auswertung auch noch den selben
Typ.
Lemma
1. Fallsv ein Wert vom Typ Bool ist, dann ergibt v entweder true oder false.
2. Fallsv ein Wert vom Typ Nat ist, dann ergibt v einen numerischen Wert.
4.1 Fortschritt (Progress):
Falst: T,dannt=vodert ® t’
Beweis: Induktion Uber t: T
Fall T-If
t=iftythent,elsets t1:Bool tb:T t3:T
Fall T-Succ
t=succt; t1: Nat
Fall T-Pred
t= pred 15} t1: Nat
Fall T-1sZero
t=liszeroty t; : Nat




4.2 Typerhaltung (Preservation):

Falst: Tundt ® t',dannt": T
Beweis: Induktion Uber t: T

Fall T-True
t=true T =Bool
Fal T-If
t=ift1thentzelset3 tliBOO| LT t3:T
Fall T-Zero
t=0 T = Nat
| 5. Einfach getypte Lambda-K alkiil
5.1 Typisierung
5.2 Beispiel
5.3 Fortschritt
5.4 Typerhaltung
5.1 Typisierung:
Typisierungsrelation: C—t: T
Regel
Variablenregel: x:TI G T-Va
C—x:T
Abstraktionsregel: C,X:TiFt: Ty T-Abs

CHIXTib:T1® T,

Anwendungsregel: C i+t Tuu® Too CrHt: Ty T-App
CHr t1to: To




5.2 Beispiel:

x:.BooII x.:BooIT_ Var
x:Bool x:Bool T — T-True

bs
| x:Bool.x : Bool ® Bool true: Bool T- App
(I x : Bool.x)true: Bool

Lemma

1. Fallsv ein Wert vom Typ Bool ist, dann ergibt v entweder true oder false.

2. FallsveinWertvom Typ T1® T, dannistv=1x:T,.t,

5.3 Fortschritt (Progress):

Angenommen t ist ein geschlossener, wohlgetypter Term (—t: T). Dannist t entweder ein
Wert oder esexistierteint” mitt® t'.

5.4 Typerhaltung_ (Preservation):

FalsC,x:S—t:Tund C+s:Sdann C —[x® gJt: T.
Beweis erfolgt durch Induktion tUber die Anweisung C, x: S-t: T.

Fall T-Var
t=z mitz:TI (Gx:9

Fall T-Abs
t=ly:T,t, T=T,® T, Cx:Sy:T,—t,:T,

Fall T-True
t=true T =Bool

Fall T-False

t=fase T =Bool




| 6. Curry —Howard Correspondance
I

Was Curry und Howard entdeckten, war das jeder Beweis ein stark rechenbetontes Gefuhl
hat. Dieswird in folgender Tabelle gezeigt:

Logik Programmiersprache
Propositionen Typen

Proposition PE Q Typ P® Q
Proposition PUQ TypP Q

Prifen der Proposition P Termtvom Typ P
Proposition P ist prifbar Typ Pist ,, bewohnt"



