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Ziele 2

Temporale Logiken zur Beschreibung reaktiver Systeme und ihrer Eigenschaften wurden seit
der 2. Halfte der 1970er Jahre entwickelt (erste Veroffentlichungen 1977 von A. Pnueli und
von F. Kroger).

Ab 1990 definierte L. Lamport die Temporal Logic of Actions (TLA), die sich durch folgende
Charakteristika auszeichnet:

e naturliche Beschreibung von Transitionssystemen durch Formeln

e Charakterisierung von Begriffen wie (Parallel-)Komposition, Verfeinerung, Hiding durch
einen moglichst kleinen Satz logischer Operatoren

e weitgehende Reduktion temporallogischer Verifikationsbedingungen auf
pradikatenlogische Beweisverpflichtungen
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Die Logik TLA 3

Ziele

TLA als Beschreibungssprache fir reaktive Systeme

unterschiedliche Spezifikationsstile, z.B. asynchrone vs. synchrone Kommunikation,
Interleaving vs. echte Parallelitat

grundlegende Regeln zur Systemverifikation in TLA

Komposition, Verfeinerung und Hiding

Implementierungsbeweise durch Verfeinerungsabbildungen
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Die Logik TLA

Example (Spezifikation einer Uhr mit Stunden- und Minutenanzeige):

ICk = hre{0,...,23} Amine{0,...,59)
Min = min <59 A min’ = min+ 1A hr' = hr
Hr = min=59Amin'=0Ahr'=(hr+1) mod 24
Tick = MinV Hr
Clock = IClk N\ O[Tick)pr min N WEnp min( Tick)

=
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Ublicherweise haben Systemspezifikationen in TLA die Form

Init A O[Next], N L

Dabei ist

[Init ;] eine pradikatenlogische Formel zur Beschreibung der Anfangszustande.

[Next :] eine Formel mit gestrichenen und ungestrichenen Variablen zur Beschreibung der
erlaubten Zustandslibergange. Next hat meist die Form A, V...V A,, wobei die Formeln
A; die einzelnen Systemaktionen beschreiben.

[v :] ein Tupel aller Variablen, die vom System verandert werden kénnen.

[L :] eine Konjunktion von Fairnessbedingungen WF,(4;) oder SF,(4,).
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Man unterscheidet in TLA drei Klassen von Formeln:

e Zustandsformeln beschreiben Zustande,
e Aktionsformeln beschreiben Zustandslbergange,
e temporallogische Formeln beschreiben Ablaufe.

M. Wirsing: Reaktive Systeme, 13.12.2002
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Zustandsformeln (state predicates)
Im folgenden sei eine (z.B. algebraisch beschriebene) Signatur X vorausgesetzt.

Pradikatenlogische (2-)Formeln heiBen in TLA Zustandsformeln.
Beispiele: n >0, g=empty, y=0<pc;="9", dk:n=m+k

Formal wird die Menge X der Variablen unterteilt in disjunkte Teilmengen

e X; von flexiblen (zustandsabh&ngigen) Variablen und

e X, von rigiden (zustandsunabhé&ngigen) Variablen.

Die rigiden Variablen entsprechen den tblichen Variablen der Pradikatenlogik.

Die flexiblen Variablen modellieren Zustandskomponenten (z.B. Programmvariablen).

Die Syntax von Zustandsformeln entspricht der Definition von 2-Formeln in Abschnitt 2.2
von Teil Il der Vorlesung.
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Interpretation von Zustandsformeln
Vorausgesetzt sei eine gegebene X-Algebra A.
Ein Zustand s ist eine (sortenrichtige) Belegung der flexiblen Variablen mit Werten.

Zustandsformeln werden interpretiert relativ zu einem Zustand s und einer Belegung & der
rigiden Variablen.

Terme: [2]lse =E&(x) fur rigide Variablen z € X,
[v]se = s(v) fur flexible Variablen v € X;
[f (tise s t) s = FA([Ds s - [ta]ls)

Formeln:

[p(ti,.. ., n)]]S,i =T gdw. ([t ]]S,E - [Ealls ,?;) S pA

[~ Plse=T gaw. [P]c—F

[PAQle=T gdw. [Plie=T und [Q],z=T

[Hz:Plye=T gdw. [Plsn=T fur einm mitn(y) =E&(y) furalle y € X, \ {z}
[Hv:Plse=T gdw. [Pll;e =T fiurein ¢t mit t{(w) = s(w) furalle w € Xy \ {v}

Fir eine gegebene Belegung & beschreiben Zustandsformeln also Mengen von Zustanden,
z.B. die moglichen Anfangszustande eines Transitionssystems.
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Aktionsformeln (actions, transition predicates)

Aktionsformeln sind pradikatenlogische Formeln, die gestrichene und ungestrichene
Variablen enthalten durfen.

Beispiele: n'=n+1, ¢ =cons(i,q), Jx:n=z+m

Formalsei X;={v' | v € X;} eine Kopie von X;.
Aktionsformeln sind pradikatenlogische (2-)Formeln mit Variablen aus X, U Xy U X}!.

Semantik.
Aktionsformeln werden interpretiert relativ zu einem Paar (s, t) von Zustanden und einer
Belegung & von X,.
Dabeiist  [v]; e =s(v) fiurve Xy
[v']s.0e=t(v) flrv' € XJZ
[[fr]]s,t,é =&(z) furxe X,

Wie bei Operationsschemata in Z werden gestrichene Variablen im Nachfolgerzustand
interpretiert.

Flr eine gegebene Belegung & von X, beschreiben Aktionsformeln eine Menge von
Zustandspaaren, z.B. die erlaubten Ubergénge eines Transitionssystems.
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Abkiirzende Schreibweisen
e Fir einen Term ¢ bzw. eine Zustandsformel P bezeichnen ¢’ und P’ das Ergebnis der
Ersetzung der freien Variablen v € X; durch die entsprechenden Variablen v’ & XJ!.
Dabei werden gebundene Variablen ggf. umbenannt, um Namenskonflikte zu vermeiden.
Beispiele: (v+1) v'+1
(Fz:n=xz+m) dz:n'=z+4+m
(dn':n=n"+m) dnl:n'=nl+m'

e FUr eine Aktionsformel A und Terme t,,...,t, (ohne gestrichene Variablen):
[Alyt, = AV(H=tAN.. Nt =1,
(Ay 1, = AN (H{=t A AL =1t,)

Ein Paar (s,t) von Zustanden erfillt die Formel [A];, . ;,, wenn es A erflllt oder
wenn die Werte aller Terme ty, ..., t, unverandert bleiben.

Ein Paar (s,t) von Zustanden erfillt die Formel (A);, . .., wenn es A erfillt und
wenn sich der Wert mindestens eines Terms ¢,...,{, andert.

Es g||t <A>t1’,,,’tn & [_' A] 115e5tn und [A]tla--wtn A <_| A>t1,...,t

n

=
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e FUr eine Aktionsformel A definieren wir

ENABLEDA = 3Fvj,...,v, : A

n

wobei {vf,..., v, } die Menge der freien gestrichenen Variablen (€ X;) ist.

Die Zustandsformel ENABLED A gilt in einem Zustand s genau dann, wenn es einen
Zustand t gibt, so dass A im Zustandspaar (s, t) erfullt ist.

Example:

ENABLED(n'=n+1) = In':n'=n+1

ENABLED(q =cons(0’,¢')) = 30',¢': ¢=cons(0’,¢)
ENABLED(JZ :w=v"+2") = 3v,2rw=v+7

(ENABLED(q =cons(0’,¢"))) = FJol,ql: ¢ =cons(ol,ql)

=
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Temporallogische Formeln (temporal formulas) werden (zunachst) induktiv
folgendermaf3en definiert:

Definition:

Jede Zustandsformel P ist eine temporale Formel.

Ist A Aktionsformel und sind ¢, ..., t,, Terme, so ist O[A] t,...tm t€mporale Formel.

Ist F' temporale Formel, so ist OF' (“always F") temporale Formel.

e Aussagenlogische Kombinationen temporaler Formeln sind temporale Formeln.
Semantik temporaler Formeln definiert Uber Folgen 6 = sys; ... von Zustédnden
[Plloe=T gdw. [Plsz= (P Zustandsformel)

[O[A]Jee =T gdw. [[4] ]]Sn oe=T firalle n € N
[OF]oe=T gdw. [Fs}. 1e=T firallen €N
[~ Floe=T gdw. [Flloz=
[F A G]]Gé =T gdw. [[F]]Gi =T und [[G]]o§ -

Dabei bezeichnet 6[n..| den Suffix s,$,.1... von o.

=
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Abkiirzende Schreibweisen fir temporale Formeln
e Ist F' temporale Formel, so steht CF' (“eventually £, “finally F™) far die Formel

OF = -0~ F

Esist [OF|oe=T gdw. [Flgp. =T fireinncN.
e Analog schreiben wir

S(Ayty = O Al ot

Die Zustandsfolge o erfiillt &(A);, wenn mindestens ein Paar aufeinanderfolgender
Zustande die Formel A erfillt und ¢ verandert.

e Fir temporale Formeln F', GG definieren wir F'~» G (“F' leadsto G”) durch

F~ G = D(F:><>G)

Die Formel F' ~» G ist wahr in 6, wenn flr jeden Suffix 6[n..], der F erfullt, ein Suffix
o[m..] mit m > n existiert, der G erfuillt.

e Klammerersparnis: O und < binden starker als binédre aussagenlogische Operatoren.
ZB.steht OF AOG fur (OF) A (CG).

=
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Example (Semantik temporaler Formeln):

00370110 2:-- (mmer 20
¥y1 10 0003 40 - (immer=0

Welche der folgenden Formeln gelten in diesem Ablauf?

O-(z=0Ay=0)
Oz=0=19"=0],,
Sx=TANy=0)
H(y=0An12"=0),
DO (y #0)
CO(x=0=y #0)
OO[false],

M. Wirsing: Reaktive Systeme, 13.12.2002
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“Unendlich oft” und “irgendwann immer”

Esgilt: [OCF]se=T gdw. firalle m € Ngibtes n > m mit [F]s, e =T.
Die Formel O F fordert also, dass F' in der Zustandsfolge ¢ unendlich oft gilt.

Analog verlangt die Formel O (A),, dass die Aktion (A); unendlich oft ausgefiihrt wird.

Dagegenist [OOF[se =T gdw. ein m € N existiert, so dass fir alle n > m gilt:

[Flsn.)e=T.
Die Formel GOF' fordert also, dass F' in ¢ ab einem gewissen Zeitpunkt immer gilt.

Analog verlangt die Formel GO[A]4, dass schlieBlich nur noch die Aktion [A]; stattfindet.
Far eine erflllbare Zustandsformel P sind OO P und $OP Lebendigkeitseigenschaften.

Umformungsregeln: Es gelten

- OCF & o0~ F OOCF < OOF
- OOF & O00= F OCOF & oOF

M. Wirsing: Reaktive Systeme, 13.12.2002
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Fairness in TLA
Im Abschnitt Gber Fainess hatten wir definiert:

e Ein Ablauf ist schwach fair bezliglich A, falls gilt: Ist A ab einem gewissen Zeitpunkt
immer ausfihrbar,
so wird A unendlich oft ausgefihrt.

e Ein Ablauf ist stark fair bezlglich A, falls gilt: Ist A unendlich oft ausfiihrbar, so wird A
unendlich oft ausgefuhrt.

Fur Aktionen der Form (A); kdnnen wir dies durch TLA-Formeln ausdriicken:

WF;(4) = <OOENABLED(A); = OO(A),
SF;(A) = OCENABLED(A); = OO(A);,

Aquivalente Formulierungen sind:
WF;(A) = 00— ENABLED(A); V OO(A);  SFi(A)
WF;(A) = OO(ENABLED(A); = O(A)}) SF.(A)

<&O- ENABLED(A), vV OO(A),
OO(ENABLED(A), = O(A))

M. Wirsing: Reaktive Systeme, 13.12.2002
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Spezifikationsstile in TLA

17

Proof 1 (fiir WF,(A)):

WF;(A) — OOENABLED(A); vV OO(A);

OO— ENABLED(A), vV OO (A),

OO— ENABLED(A), vV OOCO(A);,

OO (= ENABLED(A); vV O(A)y)
s

OO (ENABLED(A); = O(A),)

teote
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Spezifikationsstile in TLA

Ein reaktives System wird in TLA durch eine temporale Formel beschrieben, meist von der
Form

Init A O[Next], N L

was der Modellierung durch ein Transitionssystem entspricht.

Zustandskomponenten (z.B. Programmvariablen, Kanale) werden dabei durch flexible
Variablen modelliert.

Das Zusammenspiel zwischen Zustandskomponenten (inkl. Synchronisierung bzw.
Parallelitat von Aktionen) muss explizit durch geeignete Beschreibung der Aktionen codiert
werden.

Far unterschiedliche Arten von Systemen existieren jeweils typische Spezifikationsstile.

Die folgenden Beispiele zeigen exemplarisch verschiedene Modellierungen von
FIFO-Kanalen.

=
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Example (FIFO mit moéglichem Datenverlust):

LQInit = g=emptyAi=o0 Rl ey
LQEng = ¢ =append(q,(i'))No'=o

LQDeq = qFemptyA o =first(q) A ¢ =rest(q) Ni' =i

LQNext = LQFEngV LQDeq

LQLive = WF,,(LQDeq)

LQSpec = LQInit NO[LQNext],, N LQLive

e Variablen ¢ und o reprasentieren Sender- und Empfangerseite des Kanals, ¢ modelliert
den (hier unbeschrankten) Puffer.

e Aktionen L()Eng und L()Deq modellieren Eingabe bzw. Ausgabe eines Datenwertes
aus Sicht des Kanals. Sie schlieBen sich wechselseitig aus (“Interleaving-Modell”).

e Sperzifikation muss nicht auf Anderungen von i reagieren. Daher kénnen gesendete
Daten verloren gehen oder auch dupliziert werden.

e Fairnessbedingung fiir L()Deq garantiert, dass im Puffer gespeicherte Daten wieder
ausgegeben werden.

=
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Einfache Interleaving-Spezifikationen haben i.a. die Form
Init A O[Next], , N\ L

Dabei sind:

1,0, : die Eingabe-, Ausgabe- und internen Variablen der Spezifikation.

Next : ist aquivalent zu Env V Sys, wobei Sys reine Systemaktionen und Env Aktionen
der Umgebung einschlieBlich ihrer Wirkung auf die Systemvariablen beschreibt. Nur o
und v kommen im Index von O[Next], , vor, daher sind beliebige Anderungen an den
Eingabevariablen erlaubt, die o und v unverandert lassen (“Umgebungsaktionen”).

Umgekehrt sollte Sys = i’ = i gelten, d.h. die Umgebungsvariablen werden vom System
nicht verandert.
L : eine Konjunktion von Fairnessbedingungen der Form WF, ,(A) oder SF, ,(A).

In der Regel ist Next = Ay V ...V A,, und die Fairnessbedingungen betreffen einige der
A;.

=
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Example (Interleaving-Modell, synchrone Kommunikation):

SIQInit = g=emptyAi=o0 Rl ey
SIQEng = i # 1N q =append(q, (i) No' =o

SIQDeq = qF#empty Ao =first(q) A ¢ =rest(q) Ni' =i

SIQNext = SIQEnqV SIQDeq

SIQLive = WF,,,(5IQDeq)

SIQSpec = SIQInit N O[SIQNext]; , ., N SIQLive

e Da i im Index der Ubergangsrelation vorkommt, muss die Spezifikation auf Anderungen
von ¢ reagieren.

e Die Definitionen von SIQ)Eng und SI()Deq stellen sicher, dass der Kanal genau dann
eine Eingabeaktion ausfiihrt, wenn sich i andert. In diesem Sinne modelliert SIQSpec
synchrone Kommunikation zwischen Umgebung und Kanal.

e SIQFEnq und SIQ)Deq schlieBen sich wieder aus (Interleaving-Modellierung).

e Jeder Ablauf, der STQ)Spec erfillt, erfllt auch LQ)Spec.

=
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Interleaving-Spezifikationen mit synchroner Kommunikation koppeln Umgebungs- und
Systemaktionen. Sie sind typischerweise von der Form

Init A O[Next]; yo N L

Dabei gilt:

Next : ist aquivalent zu Env V Sys, wobei Sys reine Systemaktionen und Env Aktionen der
Umgebung, ggf. einschlieBlich ihrer Wirkungen auf die Systemvariablen beschreibt. Dabei
sollte gelten

Env=0=0 und Sys=1i =1

d.h. keine Aktion verandert sowohl die Eingabe- als auch die Ausgabevariablen. Die Ein-
gabevariablen i kommen im Index von O[Nezt]; ,, , vor, um sicherzustellen, dass die Spe-
zifikation auf Anderungen der Eingaben reagiert.

L : beschreibt Fairnessbedingungen an Systemaktionen.

=
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Example (Interleaving-Modell, asynchrone Kommunikation):

AQInit = g=emptyANi=o0ANsig=0

AQEnv = sig=0Asig=1N¢gd=qgqN0o =0 ﬁé L Lo
AQEng = sig=1Asig =0A ¢ =append(q,(i)) No'=oNi =i

AQDeq = qF#empty Ao =first(q) A ¢ =rest(q) A sig' = sig Ni' =i

AQNext = AQEnvvV AQEnqgV AQDeq

AQLive = WF,,;,,(AQEng) ANWEF, i, is(AQDeq)

AQSpec = AQInit NO[AQNext],; o sig N AQLive

e Zusatzliches Bit sig modelliert “Handshake-Protokoll” zwischen Sender und Kanal.

e “Umgebungsaktion” AQEnv erlaubt Senden eines neuen Werts, falls sig = 0 gilt.
“Systemaktion” A () Eng Ubernimmt gesendeten Wert und Ubergibt Kontrolle wieder an Sender.

e Fairnessbedingung an A (QQEng garantiert, dass jeder gesendete Wert vom Kanal ibernommen wird.
e Jeder Ablauf, der A(QSpec erflllt, erfullt auch LQSpec.

=
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Asynchrone Kommunikation muss explizit modelliert werden.
Dazu werden “Interface-Variablen” wie sig eingefuhrt, die sowohl von Umgebungs- wie von
Systemaktionen verandert werden.

Umgebungsaktionen A (wie das Senden einer Nachricht) zerfallen in zwei Aktionen A,
und Asys. Dabei modelliert A.,,, den eigentlichen Umgebungsschritt, es gilt daher

Ao =v"=vAN0' =0
Die Aktion A,,s modelliert die Reaktion des Systems auf den Umgebungsschritt, es gilt i.a.
Agys=1i=iN0 =0

Die Interface-Variablen stellen sicher, dass sich A.,, und A, abwechseln.

Fairnessbedingungen an A, garantieren, dass das System auf jeden Umgebungsschritt
reagiert.

=
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Example (Noninterleaving-Modell, synchrone Kommunikation):
SNQInit = qg=emptyAi=o0
di

if i/ =i then empty else (i’)

A Hrrm o

do = if o' = o then empty else (0’)

SNQEnqg = i # i/ append(q,di)=append(do,q’)

SNQDeq = q+#empty A o =first(q) A append(q, di) = append(do, q')
SNQLive = WF,(SNQDeq)

SNQSpec = SNQInit N O[SNQEng]|; N O[SNQEnq vV SNQDeq],

A DO[SNQDeq|, N SNQLive

e Spezifikation fordert eine Ubergangsrelation pro Variable (bzw. Menge zusammengehérender Variablen).

e Ein- und Ausgabe kénnen im selben Schritt stattfinden (“Noninterleaving-Modell”), falls der Puffer nicht leer
ist. Die dadurch bewirkten Anderungen werden iiber eine “Transitionsinvariante” zusammengefasst.

e Jeder Ablauf, der SIQSpec erflllt, erfullt auch SNQSpec: gleichzeitige Ein- und Ausgabe wird nicht
gefordert, aber zugelassen.

=
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Noninterleaving-Spezifikationen erlauben gleichzeitige Schritte von System und
Umgebung.
Sie kénnen in der Form

Init A O[Env); A O[Mod], A O[Out], A\ L

geschrieben werden.

Env, Mod, Out : modellieren Eingabe-, interne und Ausgabeaktionen. Die Indizes 7, v und
o garantieren, dass alle Anderungen an den betreffenden Systemkomponenten diesen
Aktionen entsprechen.

Diese Aktionen konnen miteinander Uber gemeinsame Variablen synchronisiert werden.

Bedingungen wie Env = o’ = o werden nicht verlangt, daher sind gleichzeitige Aktionen
von System und Umgebung erlaubt.

L : enthélt Fairnessbedingungen an Teilaktionen von Mod oder Out.

M. Wirsing: Reaktive Systeme, 13.12.2002
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Verifikationsregeln 27

Zusammenfassung

e TLA erlaubt Beschreibung von Systemen auf unterschiedliche Weise.
Modellierungskonzepte (z.B. Kommunikation tber gemeinsame Variablen oder durch
Nachrichtenaustausch) werden nicht fest vorgegeben, sondern missen explizit codiert
werden.

e FUr Ubliche Klassen von Systemen existieren Spezifikationsstile, die Anhaltspunkte zum
Schreiben eigener Spezifikationen bieten.

e Interleaving-Spezifikationen sind in der Regel einfacher zu schreiben.

Noninterleaving-Spezifikationen spiegeln manchmal besser die Realitat wider und haben
bessere Kompositionalitat (vgl. spater).

M. Wirsing: Reaktive Systeme, 13.12.2002
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Verifikationsregeln
In TLA kdnnen reaktive Systeme nicht nur spezifiziert, sondern auch deren Eigenschaften
formuliert und bewiesen werden.

Ein durch die Formel Spec beschriebenes (faires) Transitionssystem erflillt die durch Prop
beschriebene Eigenschaft genau dann, wenn

[Spec = Proploe =T
gilt fiir alle Zustandsfolgen ¢ und alle Belegungen & (liber der zu Grunde liegenden Klasse

von Algebren).

Im folgenden Kapitel werden Beweisregeln zum Nachweis von in TLA formulierten
Sicherheits- und Lebendigkeitseigenschaften vorgestellt. Diese ermoéglichen Beweise von
Aussagen der Form

Spec = Prop

fur Systemspezifikationen Spec und typische Klassen von Eigenschaften Prop.

=
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Beweise von Invarianten
Invarianten sind Formeln der Gestalt 0P, wobei P eine Zustandsformel ist.

Ein Transitionssystem erfllt eine Invariante O P genau dann, wenn alle erreichbaren
Zustande P erflllen.

Invarianten sind die Basis fir alle weiteren Verifikationsschritte und driicken die intuitive
Korrektheitsidee des Algorithmus formal aus.

Die grundlegende Regel zum Beweis von Invarianten fir TLA-Spezifikationen ist

P A Next = P’ PAV=v=P

(INVA)
P A O[Next], = 0P

Eine nitzliche Verallgemeinerung ist

P N[Ny =P - P A [Nply, = P’
(INV1),,

P AO[N{y A ... ANO[Ny],, = OP

Um

=
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Korrektheit von INV1: Seien P A Next = P’ sowie P A v/ = v = P’ glltig.
D.h. fir alle Zustande (der gegebenen Klasse von Algebren) s, ¢ und alle Belegungen & gilt

[P A Next= P, ,e=T und [PANV=v=P1e=T
Sei 0 = 59 ... eine Zustandsfolge, £ Belegung von X, zu zeigen ist
[P ANO[Next], = OPJlge =T

Seialso [P A O[Neat],]loz =T,
dann ist zu zeigen: [P]l,,¢ =T furalle n € N.

n = 0 : Nach Annahme folgt [P],, ¢ =T.

n — n+ 1 : Nach Induktionsvoraussetzung gilt [P],, : = T. Ferner gilt nach Annahme
[[Next],]s, s,.,c = T. Gilt [ Next],, , . =T, sofolgt [P],, ., =T aus der Annahme
[P A Next = P'[, , . = T. Ansonsten gilt [v' = v] =T, und die Behauptung
folgtaus [P A v/ = v = P/]]sn,snﬂ,a =T.

5n75n+17é

=
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Example:
Im Puffer der synchronen Queue sind aufeinanderfolgende Elemente verschieden.
Sei Diff = ANVk:1<k<length(q) = qlk] # q[k +1]
A length(q) > 0= ¢[length(gq)] = ¢
(Dabei bezeichnet length(¢) die Lange der Folge ¢ und ¢[k] das Element an der k-ten
Position.)

Dann gelten

Diff N\ SIQEnqg = Diff’

Diff N SIQDeq = Diff’

Diff Ni' =i Nq =qA o = o= Diff’
Also folgt mit (INV1) auch

Diff N O[SIQNext); , , = ODiff

Wegen SIQInit = Diff
folgt daher SIQ)Spec = O Diff.

=
i
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Die Regel (INV1) erlaubt den Beweis induktiver Invarianten.
In der Regel muss eine zu beweisende Invariante P zuvor geeignet verstarkt werden.

Init = A [Next], = Q' = P
oy _i=Q QAN =@ Q

Init A O[Next], = OP

Das Finden induktiver Invarianten erfordert haufig Kreativitat.

Der eigentliche Beweis erfolgt dagegen schematisch und erfordert kein temporallogisches
Schlief3en.

Werden Systeme durch schrittweise Verfeinerung entwickelt, so wird die Invariante (fir den
jeweiligen Entwicklungsschritt) mit dokumentiert, vgl. Schema-Invarianten in Z.

Das nachtragliche Auffinden der Invariante wird so vermieden.

=
i
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Exkurs: schwachste Vorbedingung

Zu einer Aktionsformel A und einer Zustandsformel P bezeichne wp(P, A) die
Zustandsformel

wp(P,A) = Vu,...,v,: A= P’

wobei v{,..., v, alle in A und P’ frei vorkommenden gestrichenen Variablen seien.

wp(P, A) heiBt schwéchste Vorbedingung (weakest precondition) von P beziglich A.

Es ist [wp(P, A)]l;& = T genau dann, wenn fiir alle Zustande ¢ mit [A], ,: = T folgt, dass
[P]l;e =T ist. wp(P, A) charakterisiert also die Menge der Zustande, deren samtliche
A-Nachfolger die Formel P erfllen.

Beispiele:
wp(z=5,2"=2+1) = Vi':d/=z+1=2"=5
& =4
wp(y e S, 8"=SUT Ay =y) = Vy,5:8=SUTANy=y=yecf
& yeSvyeT
wp(z >0,2'=0) = Va':2'=0=2">0
& false

=
i
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Mit dieser Schreibweise kann (INV) umformuliert werden:

Init = @ Q = wp(Q,[Next],) Q=P

Init A O[Next], = OP

Eine nitzliche Heuristik zum Finden induktiver Invarianten ist folgende:
1. Start mit der zu beweisenden Invariante: () = P.

2. Versuche, Formeln Q; A A = Q! fur jede Teilaktion A von [Nezt], zu beweisen.
Schlagt der Beweis fehl, setze Q11 = Q; A wp(Q;, A).
3. Wiederhole Schritt 2, bis

o entweder alle Teilbeweise gelingen und auBerdem Init = (); gilt; dann ist (); eine induktive Invariante,
die P impliziert, oder

o @), nicht aus Init folgt; dann ist P keine Invariante des Systems.

M. Wirsing: Reaktive Systeme, 13.12.2002
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Lebendigkeit 1: Fairness
Fairnessbedingungen garantieren, dass Aktionen irgendwann ausgefuhrt werden.
Sie sind die Basis fur Lebendigkeitsbeweise.

Beispiel: Die schwache Fairnessbedingung an die Aktion SI()Deq garantiert, dass das
erste Element eines nichtleeren FIFO-Puffers irgendwann ausgegeben wird. Es gilt also

SIQSpec = ((q # empty Afirst(q) = z) ~ 0 = 1)

Dabei ist x eine rigide Variable. Die Aussage gilt fiir beliebige Belegungen von z (implizite
Allquantifizierung).

Diese Uberlegung (fiir Zustandsformeln P, Q) wird formalisiert durch folgende Regel:

P A [Next], = P'V Q'
P A (Next N Ay, = Q'

P = ENABLED(A),
(WF1)

O[Next], A WE,(A) = (P~ Q)

Die Pramissen von (WF1) sind wieder nicht-temporale Formeln.

M. Wirsing: Reaktive Systeme, 13.12.2002
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Korrektheit von (WF1)
Seien die Pramissen von (WF1) gultig, sei 6 = sys; ... eine Zustandsfolge und gelte

[O[Next], N\WF,(A)]oe =T

Zu zeigen ist
[P~ Qlog=T

Sei also n € N beliebig und gelte [P],, : = T. Angenommen, [Q];,, ¢ = F fir alle m > n.

Sm
1. Furalle m > nist [P, ¢=T.
Beweis durch Induktion nach m > n:
o Fir m = n gilt die Aussage nach Voraussetzung.

o Gelte [P],, ¢ = T. Nach Voraussetzung ist [[[ Next],] =T, also folgt mit Annahme

SmsSm+1 é

P N [Next],= P'V Q'

dass [P] =T oder [Q]] =T gilt. Mit der Widerspruchsannahme folgt [ P]] T.

Sm1,6 3m+l~§ Sm+1 R

=
i
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2. Furalle m > nist [ENABLED(A),]s, ¢ =T.
Dies folgt aus Aussage (1) und Pramisse P =- ENABLED(A),.

3. Firein m > n ist [[<A>v]]sm,sm+1,§ =T.
Gilt wegen Aussage (2) und Fairnessannahme  [WF,(A)];: =T.

4. Fur jedes m > n mit [[<A>v]]sm,sm+1,§ =T folgt [[Q]]Serl,& =T.

Dennes gilt [P A [Next], A (A),] T, und mit der Pramisse

5m757n+17&_, _

P A (Next N A), = Q'

folgt die Behauptung.

5. Widerspruch, also folgt  [Q],,,c =T firein m > n.

=
i
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Example (zur Anwendung von (WF1)):
Fir die Spezifikation SI(Q)Spec aus Beispiel 4 zeigen wir
SIQSpec = ((q # empty Afirst(q) = z) ~ 0 = z)

~——
P Q

1a) P A SIQEng= P’

1b) P A SIQDeq = Q'

1c) PAi'=iNgd=qNo=0=P
2)

3)

P A <S]QN€$t A SIQD€q>i,q,o = Q/
P = ENABLED(SIQDeq); 4.

(
(
(
(
(
Mit (WF1) folgt

O[SIQNext]; 4.0 N WF; , ,(SIQDeq) = (P ~ Q)

und damit die Aussage.

M. Wirsing: Reaktive Systeme, 13.12.2002
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Temporallogische Gesetze

Logische Gesetze dienen zur Umformulierung und Vereinfachung von
Beweisverpflichtungen.

Sie bereiten die Anwendung von Verifikationsregeln wie (INV1), (WF1) und (WFO) vor.
Temporallogische Basisregeln machen Aussagen Gber O und <& (“simple temporal
logic”).

(STL1) alle Instanzen giiltiger Zustandsformeln (STL2) OF = F
(STL3) OF = OOF (STL4) O(F = G) = (OF = 0OG)
(STLs) O(F A G)< OF ANDOG (sTLe) COF AOOG & OO(F A G)
F F F=a
(GEN) (MP)
oF G
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Bemerkungen:

e (STL1) erlaubt die Verwendung gultiger “Daten”-Formeln und von Tautologien wie

OF NOG = 0OF.

e Aus (STL1) und (MP) folgt, dass beliebige aussagenlogische Schlisse in

TLA-Herleitungen zulassig sind.

e (GEN) muss als Regel formuliert werden: die Formel F' = OF' ist nicht gultig.

Aus diesen Basisregeln sind viele weitere Gesetze beweisbar.

Beispiel: Herleitungvon OF AOG = O(F A G)

1) FA-(FANG)=-G (STL1)

2 OFA-(FAG)=-G) (GEN)(1)

@ OFA-(FANG)=-G)=0OFAN-(FANG)=0-G) (STLY)

4 OFA-(FAG)=0O-G (MP)(2)(3)

(6) OFANO-(FAG)=0FAN-(FANG) (STL5)

6) OFAO-(FAG) =0-G (prop)(4)(5)

(7) OFANOG=O(FAG) (prop)(6)
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Abgeleitete temporallogische Gesetze (Auswahl)

(T1) ~OF & O~ F (T2) ~OF & 0O-F

(T3) F=OF (T4) OOF = OF

F=G F=G
(T5) (T6)
OF=0G OF = OG

(T7) O(FVG)& OFVOG (T8) OCFVOCGE < OO(FVGE)
(T9) OFASG=<(0OFAG) (T10) OFASG=O(FAG)

(T11) ©OOOF & OOF (T12) OOOF < OOF

(T13) COF = 0OOF (T14) OCF ACOG = 0OO(FAG)
(T15) OWF,(A) & WF,(4) (T16) OSF,(A) < SF,(A)

F=a F~G G~H
(mz) — — — (T18)
F~ G F~H
(T9) (FVG)~H)& (F~H)N(G~ H) (T20) (FAO-G)~ G)& (F~ G)

I NP A [Next],= P'V Q'
INPA(Next\NA),= Q

I N P = ENABLED(A),
(WF1-Inv)

O A O[Next], NWE,(4) = (P~ Q)
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Bemerkung: In der Praxis missen temporallogische Gesetze nicht aus den Regeln
hergeleitet werden, da die Giiltigkeit von Formeln der temporalen Aussagenlogik
entscheidbar ist.

Implementierung: ptl
(http://www.ics.ele.tue.nl/es/research/fv/research/research_ptl.html)

Beispiel:
> ptl
PTL V4.2 Copyright (C) 1994-97 G. Janssen, Eindhoven University.

([J(F & []1!G —> <>G)) <> []1(F —> <>6);
True

[J](F > <>G) & []1(F —> <>H) —> [1(F —> <>(G & H));
False

SIF & [1<06 —> [1<>(F & G);
True

Warnung: ptl basiert nicht auf TLA-Syntax und kennt keine Formeln wie O[A],.

=
i
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TLA-spezifische Gesetze kombinieren Aktionen und temporale Formeln
P A [A], = [Bly

(TLA1) OP & P AO[P = P’y p) (TLA2)
OP AO[A], = 0O[B],

(INv2) OP AD[A], = O[AA P A P, (TLa3) O[A], A O[B], < O[[A], A [B],]

(P Zustandsformel, A, B Aktionsformeln, v, w Tupel von Termen, vars(P) freie Variablen in P)

Diese Gesetze ermoglichen “Simulationsbeweise”, z.B. gilt  SIQ)Spec = LQSpec.
Beweis:

(1) SIQInit = LQInit (prop)

(2) SIQEnqg= LQFEnq (prop)

(8) SIQDeq = LQDeq (prop)

(4) [SIQNext); 4, = [LQNext],, (prop)(2)(3)

(6) O[SIQNext]; ,, = O[LQNext],, (TLA2)(4)

6) (SIQDeq)i .0 (LQDeq),., (data)

(7)  WF,,,(SIQDeq) < WF, ,(LQDeq)  (6)(TLA2)(STL)
(8)  SIQSpec = LQ)Spec (prop)(1)(5)(7)

=
i
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Summary

e Die Logik TLA erweitert klassische Pradikatenlogik um gestrichene Variablen und
temporale Operatoren.
Man unterscheidet Zustands-, Aktions- und temporallogische Formeln, die tUber
Zustanden, Zustandspaaren und unendlichen Zustandsfolgen interpretiert werden.
e Temporale Formeln enthalten Aktionsformeln nur in Teilformeln O[A], bzw. $(A),.

e Spezifikationen und Eigenschaften reaktiver Systeme werden durch TLA-Formeln
ausgedrickt. Systemspezifikationen sind i.a. von der Form

Init A O[Next], N\ L

wobei L eine Konjunktion von Fairnessbedingungen ist. Flexible Variablen reprasentieren

Zustandskomponenten des Systems.
e Ein System Spec erflllt eine Eigenschaft Prop, wenn die Formel

Spec = Prop

gultig ist.
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e Zum Beweis von Eigenschaften dienen logische Beweisregeln. Typische
Verifikationsregeln reduzieren temporallogische Aussagen auf nicht-temporale
Beweisverpflichtungen. Temporallogische Gesetze dienen zur Vereinfachung und
Umformung von Aussagen.

MMISS: Kurztitel, 22. Januar 2003
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