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Aufgabe 4-1 Binomialkoeffizienten (keine Abgabe)
: n n! s, (n—1 n—1\ __ n—1)! n—1)! _ (n—Dlkl+(n-1)!(n—k) _
Es gilt () = Gpyrm- Damit: (377) + (") = (n—(k)!-(lz—l)! + (nEk—l))!Jc! = {=l) (n—(k:)!k? et =
(n=1)!-(k+n—k) __ n! _(n
=Bk (n—k)Tk (x)

a) () kann durch (Zj) + (ngl) berechnet werden und es gilt: () =1 bzw. () = 1.

nueberk = function(n : nat, k£ : nat) nat :
if k=0Vn==Fkthenl
else nueberk(n — 1,k — 1) + nueberk(n — 1, k)

b) Seien A={(n,k) e NxN|n>k>0}, M =N, <=<und sei h: A — M definiert durch
h(n,k) =n+ k.

1. Fall: n =k vV k = 0: Es gibt keine rekursiven Aufrufe, nueberk terminiert.

2. Fall: k < nAk > 0: In diesem Fall finden zwei rekursive Aufrufe statt: nueberk(n—1,k—1)
und nueberk(n — 1, k).

Es gilt zu zeigen:
l.(n—1,k—1) € Abzw. (n—1,k) € A
2. h(n—1,k—1) < h(n, k) bzw. h(n —1,k) < h(n, k).
Zu 1:
¢ k>0 = k—1>0undn>k = (n—1)> (k—1) damit gilt: (n — 1,k —1) € A.
e n>k = n—12>kdamit gilt: (n —1,k) € A.
Zu 2:
e hin—1,k—1)=n+k—-2<n+k=nh(nk).
e h(in—1,k)=n+k—1<n+k=h(nk).

Deshalb gilt: nueberk terminiert.

Aufgabe 4-2 Binomialverteilung (4 Punkte)

a) Die Funktion binom an, die die Wahrscheinlichkeit fiir genau k Lose in der Lostrommel
bestimmt, ist eine einfache Ubersetzung der angegeben Formel in Pseudocode:

binom = funtion(n : nat, p : real, k : nat) nat :
nueberk(n, k) x pF * (1 — p)"=F

b) Die Funtion vert berechnet nun fiir alle k (I < k < m) die Einzelwahrscheinlichkeiten und
addiert diese:

vert = function(n : nat, p : real, [ : nat, m : nat) nat :
if | = m then binom(n,p,l)
else binom(n, p, 1) + vert(n, p, L+ 1, m)

c) Seien A ={(n,p,l,m) E NXxXRXNXxN|0<I<m<n0<p<1}, M =N, <=<und
h:A— M mit h(n,p,l,m) =m — . 1. Fall: | = m. Es gibt keine rekursiven Aufrufe und
vert terminiert.

2. Fall: | < m. Zu zeigen:



L. (n,p,l+1,m)e A

2. h(n,p,l +1,m) < h(n,p,l,m).
Zul:l <m = [+ 1 < m. Zusammen mit der Voraussetzung, dass (n,p,l,m) € A
enthalten ist, gilt damit (n,p,l + 1,m) € A.
Zu 2: h(n,p,l+1,m)=m—(I+1)=m—-1—1<m—1=h(n,p,l,m)

Damit gilt: vert terminiert.

Aufgabe 4-3 Terminierung (4 Punkte)

a)

Seien A={neZ|n>0}, M =N, <=<, h: A— M mit h(n) =n.
1. Fall: n < 2. Es finden keine rekursiven Aufrufe von f statt.

2. Fall: n > 2. Es findet ein rekursiver Aufruf statt: f(n — 3). Es zu zeigen, dass:

1. n—-3€A

2. h(n —3) < h(n)
Zul:n>2 = n—32>0. Damit gilt: n — 3 € A.
Zu2:h(n)=n>n—-3=h(n-3)
Also terminiert f.

Die Funktion fy terminiert genau dann nicht, wenn das Abbruchkriterium n = 0 nie zutrifft.
Der einfachste Aufruf ohne Terminierung ist daher: f(2) = f(-1) = f(-4)...

Laut Skript (2.4, Abstiegsfunktion), muss fiir jeden induzierten Funktionsaufruf u.a. gelten,
dass die Parameter in A liegen, falls die Parameter des induzierenden Aufrufs in A liegen.

Die Fallunterscheidung aus Teilaufgabe a) 1dft sich hier nicht mehr anwenden; die Abbruch-
bedingung ist so gedndert, dass nur noch fiir n = 0 keine rekursiven Aufrufe durchgefiihrt
werden.

Fiir den 2. Fall gilt dann: n > 0. Zu zeigen wire: n — 3 € A (kann wiederlegt werden durch
Beispiel: fiir n = 1 ist dann n — 3 = —2 nicht mehr in A.

Die Terminierung l&ft sich zeigen, falls man den Definitionsbereich der Funktion auf positive,
durch 3 teilbare Zahlen einschrénkt:

Seien A={ne€Z|n>0Anmod3 =0}, M=N,h:A— M mit h(n) =n, <=<.

1. Fall: n = 0. Keine rekursiven Aufrufe, also terminiert f.

2. Fall: n > 0. Zu zeigen: n — 3 € A. n ist durch 3 teilbar falls gilt: 3k € N.k -3 = n. Aus
n >0 folgt k>0. Esgilt: n—3=%k-3-3=(k—1)-3.

Jetzt noch zu zeigen: h(n — 3) < h(n). Beweis analog zu Teilaufgabe a).

Aufgabe 4-4 Berechnung der Fibonacci Zahlen (4 Punkte)

a)

Seien A = M =N, h : x — x die Identitéitsfunktion, < die natiirliche Ordnung <. Sei T,
die Anzah der zur Berechnung von fib(n) ausgewerteten Funktionsaufrufe.

Induktionsvoraussetzung: Fiir alle m < n gilt T,,, > fib(m).
Induktionsschluss: Aus der Induktionsvoraussetzung folgt T;, > fib(m).

1. Fall: n =0 oder n = 1. In diesem Fall gibt der Aufruf von fib(0) oder fib(1) unmittelbar
einen Wert zuriick. Somit gilt Tp =71 = 1.

2. Fall: n > 1. Hier werden fib(n — 1) und fib(n — 2) aufgerufen, somit gilt:

Tn =1+ Tn—l + Tn—2
> 1+ fib(n—1)+ fib(n —2)
=1+ fib(n)



b)

Sei T'(n, p, q) die Anzahl der zur Auswertung von fier(n,p, q) bendtigten Funktionsaufrufe.
Wir zeigen: T'(n,p,q) < n+ 1.

Seien A = N x N x N, M = N mit fundierter Relation <, h : A — M die Projektion
h(n,p,q) = n.

Induktionsvoraussetzung: Fiir alle n', p/, ¢ mit h(n/,p,¢) < h(n,p,q) gilt:
T/, p,q) <+ 1.

1. Fall: n = 0,1. In diesem Fall gibt fi, sofort das Ergebnis zuriick. Somit gilt 77(0) =
T'1) =1

2. Fall: n > 1 In diesem Fall ruft fi,(n,p, q) als einzigen induzierten Aufruf fie,(n—1,p,q)
auf. Da h(n —1,p,q) < h(n,p, q) gilt

Tl(”aP?Q) = 1+T/(n_ 17p7q)
<l4+(n-1)+1
=n+1

Wenn man versucht direkt zu zeigen, dass gilt fib(n) = fiter(n,1,1) kommt man auf das
Problem, dass gilt
fiter(na 1, 1) = fiter(n —-1,2 1)

und dass man aus dieser Gleichung nicht direkt eine Aussage iiber den Wert von fier(n, 1, 1)
erhilt, den man auf fi.(n—1,1,1) (oder allgemeiner fie-(n',1,1) mit n’ < n) zuriickfithren
kann.

Wenn man diese Uberlegung aber (fiir geniigend grofe Werte von n) fortfiihrt erkennt man,
dass folgende Gesetzmibigkeit gilt:

fiter(n7 1, 1) = fiter(naﬁb(1>vﬁb<0))
= fiter(n — 1, fib(1) + fib(0), fib(1)) = fiter(n — 1, fib(2), fib(1))
= fiter(n — 2, fib(2) + fib(1), fib(2)) = fiter(n — 2, fib(3), fib(2))
= fiter(n — 3, fib(3) + fib(2), fib(3)) = fiter(n — 3, fib(4), fib(3))
fiter(n — 4, fib(4) + fib(3), fib(4)) = fiter(n — 4, fib(5), fib(4))

Zum Beweis ist es allerdings vorteilhafter, die Aussage noch etwas zu verallgemeinern,
da man dadurch eine stérkere Induktionsvoraussetzung und einen leichter angebbaren
Induktionsschluss erhélt: Man erkennt sofort, dass die Gesetzméfigkeit nicht nur fiir
fiter(n, fib(1), fib(0)) gilt, sondern allgemeiner fiir fie,(n, fib(k), fib(k — 1)), fiir alle k € N,
k>1.

Wir zeigen deshalb die allgemeinere Aussage fiter(n, fib(k), fib(k — 1)) = fib(n + k — 1).

Sei firn € N, 1 <n, k€ N, 1 <k die Funktion f definiert durch
f(n, k) = fiter(n, fib(k), fib(k — 1))

Offensichtlich gilt fiter(n, fib(k), fib(k — 1)) = fib(n + k — 1) genau dann, wenn gilt f(n, k) =
fib(n+k—1). Wir zeigen f(n,k) = fib(n+k — 1) durch Induktion. Sei A = {(n,k) € NxN|
1 <k}.Seien M =Nund h: A — M die Funktion h(n, k) = n. Seien n,k € N mit n,k > 1.
Induktionsvoraussetzung: Fiir alle (n/, k') € A mit h(n/, k") < h(n,k) gilt f(n',k') =
fib(n + K —1).

Induktionsschluss: Aus der Induktionsvoraussetzung folgt f(n, k) = fib(n + k — 1).

1. Fall: n = 1. In diesem Fall gibt es keinen induzierten Aufruf und es gilt

f(n, k) = fiter(n, fib(k), fib(k — 1))
= fib(k)
= fib(n +k — 1)



2. Fall: n > 1. Dann gilt

f(n’ k) = fiter(naﬁb(k)vﬁb(k - 1))
= fite?"(n - 17ﬁb(k) +ﬁb(k - 1)7ﬁb(k))

und da nach Definition fib(k) + fib(k — 1) = fib(k + 1)
= fiter(n — 1, fib(k + 1), fib(k))
wegenn > 1list n—1,k+ 1€ Aund wegen h(n —1,k+ 1) =n—1 <n = h(n, k) gilt also

=V fibn — 1+ (k+1)—1)
= fib(n+k—1)

Wir haben bis jetzt also gezeigt, dass fiir n > 1 gilt
fiter(n, 1,1) = f(n,1) = fib(n).
Fiir n = 0 gilt aber
fiter(0,1,1) = 1 = fib(0).
Somit gilt fiir alle n € N:

fit'(n) = fiter(n,1,1) = fib(n).



