Vertauschbarkeit von Suprema

Lemma Seien P ein Prabereich und (py,.) mn)enxn Elemente in
P Mit pyyn Ep pw r, falls m < m' und n < n'. Dann existiert das
Supremum der Menge {p,,» | m,n € N} und es gilt

Lp{pmn | m,n e N} =
Lp{Up{pmn | n € N} [ m € N} =
Lp{Up{pmn | m € N} [ n € N} =
Llp{pnn | neN}.
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Monotone und stetige Funktionen auf Prabereichen

Definition Seien P und Q Prabereiche.
Eine Funktion f : P — Q hei3t monoton, falls fir alle p, p’ € P mit

p Cpp gilt,daB f(p) Co f(p') ist.
Eine Funktion f : P — Q heif3t stetig, falls fir alle w-Ketten

Po Cpp1 Epp2 Ep ... in Pilt:

f(Up{pn | n € N}) :l_lQ{f(P’l) |n€N}.

Lemma Seien P, Q Prabereiche und f : P — Q eine monotone
Funktion. Dann ist f genau dann stetig, wenn fiir alle w-Ketten

po Epp1 Cppa Cp ... in Pilt:

f(Upipn | n € N}) Eg Lpi{f(pn) [ n € N} .
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Funktionsbereiche

Definition Seien P, Q Prabereiche. Dann bezeichnet [P — Q] die
partiell geordnete Menge der stetigen Funktionen von P nach Q mit
der punktweisen Ordnung:

fEpog g <= VYpeP.f(p)Egp)

Lemma Seien P, Q Prabereiche. Dann ist [P — Q] ein
Prabereich und das Supremum einer w-Kette
fo Epp—g fi Ejp—g) 2 Ep—g) --- In [P — Q] ist gegeben durch

Ugp—grfe |7 € N)(p) = L {falp) | n € N}

Ist O ein Bereich, so ist [P — Q] ein Bereich mit dem kleinsten
Element Lp_ ) definiert durch Lp_ g (p) = Lo firalle p € P.
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Stetige Funktionen

Sind P und Q Prébereiche und P diskret, soist [P — Q] = P — Q.

Ist P ein diskreter Prébereich, soist [P — P, ] = P — P.

P, O, R Prabereiche

1.
2.
3.

Jede konstante Funktion f : P — Q ist stetig.

Die Identitatsfunktion id : P — P ist stetig.

Sindf:P— Qundg:Q — Rstetig,dannistgof: P — R
stetig.

Istf : P — Q eine stetige Funktion, dann ist

—of:]Q — R] — [P — R] stetig.

Ist g : O — R eine stetige Funktion, dann ist
go—:[P— Q] — [P — R] stetig.
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Fallunterscheidung

Sei P ein Prabereich und D ein Bereich. Sei
ite : [P — B] — [P — D] — [P — D] — (P — D) definiert durch:

. ) f(p), fallsb(p) =1
ite(b,f,8)(p) = {g(p% falls b(p) — ff

Dann ist ite(b,f, g) flr alle b € [P — B, f,g € [P — D] eine stetige
Funktion von P nach D.
Weiter sind flir b € [P — B und f, g € [P — D]

ite(b,—,g) : [P — D] — [P — D]
ite(b,f,—) : [P — D] — [P — D]

stetige Funktionen.
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Strikte Funktionen

Definition Seien D und D’ Bereiche. Eine Funktionf : D — D'
heif3t strikt, falls f(Lp) = Lp.

Definition Seien P, Q Prabereiche und f : P — Q. Dann ist die
strikte Hebung f| : P, — Q. definiert durch

) lo,, fallsx=lp,
file) = {f(x), sonst '

Definition Seien P ein Prabereich, D ein Bereichund f : P — D.
Dann ist die strikte Quellhebung f, : P, — D definiert durch

1 falls x = L
fm):{l” alsx= e

f(x), sonst
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Fixpunktsatz von Kleene

Satz Seien D ein Bereich und f : D — D stetig. Dann ist

Yof = [p{f"(Lp) [ n € N}

der kleinste Fixpunkt von f.
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IMP: Denotationelle Semantik von Anweisungen

Semantische Funktion S[—]:Stm — [¥ — X,]

S[skip] =id

Slx :=a] = Ao .o[x — Ald] o]

S[S1; S2] = S[S2] , o S[S1]

S[if b then S| else ;] = ite(B[p], S[S1], S[S2])
S[[while b do S]] = Y[EHZL}()‘f 1te(B[[b]],fJ_L o S[[S]], ld))
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