
Zulässige Eigenschaften und Scott-Induktion

Definition Sei P ein Präbereich. Eine Menge X ⊆ P heißt
zulässig (in P), falls

⊔
P Y ∈ X für alle ω-Ketten Y in X.

Satz Seien P und Q Präbereiche und f , g ∈ [P→ Q].
1. Die Menge {p ∈ P | f p vQ g p} ist zulässig in P.
2. Sind X und X′ zulässig in P, so auch X ∩ X′.

Satz Seien D ein Bereich, f ∈ [D→ D] und X zulässig in D. Gilt
⊥D ∈ X und f (d) ∈ X, falls d ∈ X, so auch YD f ∈ X.
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Vollständige Verbände

Definition Sei (P,v) eine partielle Ordnung und sei X ⊆ P. Ein
p ∈ P heißt untere Schranke von X, falls p v q für alle q ∈ X. Ein
p ∈ P heißt größte untere Schranke (oder Infimum) von X, falls p
eine untere Schranke von X ist und für alle unteren Schranken p′

von X gilt: p′ v p.

Schreibweisen:
d

X größte untere Schranke von X, falls existent
d
{p1, . . . , pn} = p1 u · · · u pn

Definition Eine partielle Ordnung (L,v) heißt vollständiger
Verband, wenn jede Teilmenge von L eine größte untere Schranke
besitzt.
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Fixpunktsatz von Knaster und Tarski

Definition Sei (P,v) eine partielle Ordnung und f : P→ P. Ein
Element p ∈ P heißt Präfixpunkt von f , falls f (p) v p; ein Element
p ∈ P heißt Postfixpunkt von f , falls p v f (p).

Satz Seien (L,v) ein vollständiger Verband und f : L→ L
monoton. Setze

m =
d
{x ∈ L | f (x) v x} ,

M =
⊔
{x ∈ L | x v f (x)} .

Dann sind m und M Fixpunkte von f ; m ist der kleinste Präfixpunkt
von f , M der größte Postfixpunkt von f .
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IMP: Variablendeklarationen

S ∈ Stm ::= . . . | newvar x := a in S

Denotationelle Semantik

SJnewvar x := a in SKσ =
(λσ′ ∈ Σ . σ′[x 7→ σ(x)])⊥⊥(SJSK(σ[x 7→ AJaKσ]))

Freie Variablen

fvar(newvar x := a in S) = (fvar(S) \ {x}) ∪ fvar(a)

Freie änderbare Variablen

fvarL(newvar x := a in S) = fvarL(S) \ {x}
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IMP: Koinzidenz- und Umbenennungslemmata

Lemma Seien S ∈ Stm und σ, σ′ ∈ Σ.

1. Gilt σx = σ′x für alle x ∈ fvar(S), dann ist entweder
SJSKσ = ⊥ = SJSKσ′ oder es gilt (SJSKσ)x = (SJSKσ′)x für alle
x ∈ fvar(S).

2. Ist SJSKσ 6= ⊥, dann ist (SJSKσ)x = σx für alle x 6∈ fvarL(S).

Lemma Seien S ∈ Stm, σ, σ′ ∈ Σ, δ eine Variablenumbenennung
und V ⊆ Var mit fvar(S) ⊆ V und δ(x) 6= δ(x′) für x 6= x′ ∈ V.

Gilt σ(x) = σ′(δ(x)) für alle x ∈ V, dann ist entweder
SJS/δKσ′ = ⊥ = SJSKσ oder es gilt (SJS/δKσ′)(δ(x)) = (SJSKσ)x für
alle x ∈ V.
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IMP: Abbruch
S ∈ Stm ::= . . . | newvar x := a in S | abort

Erweiterter semantischer Bereich Σ̂ = Σ ∪ {abort} × Σ

Erweiterte denotationelle Semantik SJ−K : Stm→ [Σ→ Σ̂⊥]

Funktionserweiterungen für f : Σ→ Σ̂⊥
f∗ : Σ̂⊥ → Σ̂⊥ f∗⊥ = ⊥, f∗σ = fσ, f∗(abort, σ) = (abort, σ)

f† : Σ̂⊥ → Σ̂⊥ f†⊥ = ⊥, f†σ = fσ, f†(abort, σ) = (abort, fσ)

SJabortK = λσ . (abort, σ)
SJS1 ; S2K = SJS2K∗ ◦ SJS1K
SJwhile b do SK = Y[Σ→Σ̂⊥](λf . ite(BJbK, f∗ ◦ SJSK, id))

SJnewvar x := a in SK =
λσ . (λσ′ ∈ Σ . σ′[x 7→ σ(x)])†(SJSK(σ[x 7→ AJaKσ]))
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IMP: Ausgaben

S ∈ Stm ::= . . . | newvar x := a in S | abort | out a

Erweiterter semantischer Bereich

Ω = Z∗ ∪ (Z∗ × Σ̂) ∪ Z∞

ω v ω′ ⇐⇒ ∃ω′′ ∈ Ω . ω ◦ ω′′ = ω′

Injektionen
ι⊥ : {〈〉} → Ω ι⊥〈〉 = 〈〉 = ⊥Ω

ιterm : Σ→ Ω ιtermσ = 〈σ〉
ιabort : Σ→ Ω ιabortσ = 〈(abort, σ)〉

ιout : Z× Ω→ Ω ιout(n, ω) = 〈n〉 ◦ ω
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IMP: Ausgaben

Funktionserweiterung f : Σ→ Ω zu f∗ : Ω→ Ω

f∗〈n0, . . . , nk−1〉 = 〈n0, . . . , nk−1〉
f∗〈n0, . . . , nk−1, σ〉 = 〈n0, . . . , nk−1〉 ◦ (f σ)

f∗〈n0, . . . , nk−1, (abort, σ)〉 = 〈n0, . . . , nk−1, (abort, σ)〉
f∗〈n0, n1, . . . 〉 = 〈n0, n1, . . . 〉

Funktionserweiterung f : Σ→ Σ zu f† : Ω→ Ω

f† 〈n0, . . . , nk−1〉 = 〈n0, . . . , nk−1〉
f† 〈n0, . . . , nk−1, σ〉 = 〈n0, . . . , nk−1, f σ〉

f† 〈n0, . . . , nk−1, (abort, σ)〉 = 〈n0, . . . , nk−1, (abort, f σ)〉
f† 〈n0, n1, . . . 〉 = 〈n0, n1, . . . 〉
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IMP: Ausgaben

S ∈ Stm ::= . . . | newvar x := a in S | abort | out a

Semantische Funktion SJ−K : Stm→ [Σ→ Ω]

SJskipK = ιterm

SJx := aK = λσ . ιtermσ[x 7→ AJaKσ]
SJS1 ; S2K = SJS2K∗ ◦ SJS1K
SJif b then S1 else S2K = ite(BJbK,SJS1K,SJS2K)
SJwhile b do SK = Y[Σ→Ω](λf . ite(BJbK, f∗ ◦ SJSK, ιterm))

SJnewvar x := a in SK =
λσ . (λσ′ ∈ Σ . σ′[x 7→ σ(x)])†(SJSK(σ[x 7→ AJaKσ]))

SJout aK = λσ . ιout(AJaKσ, ιtermσ)
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