Zulassige Eigenschaften und Scott-Induktion
Definition Sei P ein Prabereich. Eine Menge X C P heif3t
zulassig (in P), falls | |, Y € X fir alle w-Ketten Y in X.

Satz Seien P und Q Prabereiche und f,g € [P — Q.
1. Die Menge {p € P |fp Cp gp} ist zuldssig in P.
2. Sind X und X’ zulassig in P, so auch X N X’.

Satz Seien D ein Bereich, f € [D — D] und X zuléssig in D. Gilt
1lpeXundf(d) € X, fallsd € X, soauch Ypf € X.
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Vollstandige Verbande

Definition Sei (P, C) eine partielle Ordnung und sei X C P. Ein
p € P heiB3t untere Schranke von X, falls p C ¢ fUr alle g € X. Ein

p € P heif3t groBte untere Schranke (oder Infimum) von X, falls p
eine untere Schranke von X ist und fir alle unteren Schranken p’
von X gilt: p' C p.

Schreibweisen: []X gréBte untere Schranke von X, falls existent
H{plv"')pn} =D1 M- |_|pn

Definition Eine partielle Ordnung (L, C) heiBt vollstandiger
Verband, wenn jede Teilmenge von L eine gréite untere Schranke
besitzt.
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Fixpunktsatz von Knaster und Tarski

Definition Sei (P,LC) eine partielle Ordnung und f : P — P. Ein
Element p € P heiBt Prafixpunkt von f, falls f(p) C p; ein Element
p € P heiBt Postfixpunkt von f, falls p C f(p).

Satz Seien (L, C) ein vollstandiger Verband und f : L — L
monoton. Setze

m=TxeL|f(x)Cx}.
M={J{reL|xCf)}.

Dann sind m und M Fixpunkte von f; m ist der kleinste Prafixpunkt
von f, M der gréBte Postfixpunkt von f.
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IMP: Variablendeklarationen

SeStm:=...|newvarx :=ain$

Denotationelle Semantik

S[newvarx :=ain Sjo =

(Ao’ € E.0'[x = o(x)]) w(S[S](o[x — Ala] 0]))
Freie Variablen

fvar(newvar x :=a in §) = (fvar(S) \ {x}) U fvar(a)

Freie &nderbare Variablen

fvar, (newvar x :=a in §) = fvar(S) \ {x}
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IMP: Koinzidenz- und Umbenennungslemmata

Lemma Seien S € Stm und 7,0’ € X.
1. Gilt ox = o’'x fUr alle x € fvar(S), dann ist entweder
S[S]o = L = S[S] ¢’ oder es gilt (S[S] o)x = (S[S] o’)x fUr alle
x € fvar(S).
2. Ist S[S] o # L, dann ist (S[S] o)x = ox fur alle x ¢ fvar(S).

Lemma Seien S € Stm, 0,0’ € X, § eine Variablenumbenennung
und V C Var mit fvar(S) C V und 6(x) # o(x') firx #x' € V.

Gilt o(x) = 0/(4(x)) fur alle x € V, dann ist entweder
S[S/d] o' = L = S[S] o oder es gilt (S[S/0] o')(d(x)) = (S[S] o)x flr
allexe V.
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IMP: Abbruch

SeStm:=...|newvarx :=ain S| abort

Erweiterter semantischer Bereich ¥ =Y U {abort} x ¥
Erweiterte denotationelle Semantik S[—] : Stm — [~ — 3 ]
Funktionserweiterungen fir f : & — 3,
fi:S =3, fil=1, fioc=fo, fi(abort,o)= (abort,o)
fi: TS ST fil=1, fioc=fo, fi(abort,o)= (abort,fo)
S[abort] = Ao . (abort,o)
S[S1 7 5] = S[$2], 0 S[S1]
S[while bdo S| =Yg g (- ite(B[b].f. o S[S]id))
S[newvarx :=a in §] =

Ao. (Ao’ € B.0'[x — o(x)])+(S[S](cx — Ala] o]))
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IMP: Ausgaben

SeStm:=...|newvarx :=ain S| abort | out a
Erweiterter semantischer Bereich

Q=7Z"U(Z* x £)UZ>®
WLow «—= W ecQ.uwod=u

Injektionen
v A{Q =02 () =0=1a
Lerm & 2 — §) lierm0 = (07)
Labort © 2 — €2 Laborto = ((abort, o))
bout : Z X 0 — Q tout(n,w) = (n) ow
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IMP: Ausgaben

Funktionserweiterung f: 20 zu f,:2—0Q

f*<n0,...,nk 1>:<n0,‘. ,I’lk_1>
f*<n0,... ng_1,0 > <n0,.. ,nk_1>o(fa)
felno, ... ,mk—1, (abort, o)) = (ng,...,nk_1, (abort, o))
0 =A

fu(no,ni, ..

no,ny, ... )

Funktionserweiterung  f:X =¥ zu f:Q—Q

= <n07 s ,nk71>

<I’l(), cee )nkflvf U>
(ng,...,nx—1, (abort,f o))
(

no,ny, ... )

i (no, - me—

frno, ... m—1,0
fi (no, ..., ng—1, (abort,o)) =
£ (nom ..
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IMP: Ausgaben

SeStm:=...|newvarx :=ain S| abort | out a

Semantische Funktion S[-]: Stm — [X — Q]

S[skip] = tterm
S[x :=a] = Ao . temo|x — Ala] o]
S[[Sl H SQ]] = S[[SQH*OS[[Sl]]
S[if b then S else S, = ite(B[b], S[S:1], S[S2])
S[while b do S| = Ym_q(Vf - ite(B[b], fi o S[S]; tterm))
S[newvarx :=a in §] =
Ao. (Ao’ € B.0'[x — o(x)])+(S[S](cx — Ala] o]))
S[out a] = Ao . tow(A[d] 7, tierm0)
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