
Direktes Produkt

P1, . . . ,Pn Präbereiche

Direktes Produkt P1 × · · · × Pn (
∏

1≤i≤n Pi)
I Elemente {(p1, . . . , pn) | ∀1 ≤ i ≤ n . pi ∈ Pi}
I Ordnung (p1, . . . , pn) vP1×···×Pn (p′1, . . . , p

′
n), falls pi vPi p′i für

alle 1 ≤ i ≤ n

Projektionen (stetig)
I πi : P1 × · · · × Pn → Pi, πi (p1, . . . , pn) = pi

Fortsetzung auf Funktionen f1 : Q→ P1, . . . , fn : Q→ Pn stetig
I (f1, . . . , fn) : Q→ P1 × · · · × Pn, (f1, . . . , fn) q = (f1 q, . . . , fn q)
I Universelle Eigenschaft πi ◦ (f1, . . . , fn) = fi
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Direktes Produkt

Lemma Seien Q, P1, . . . ,Pn Präbereiche und
f : Q→ P1 × · · · × Pn eine Funktion. Dann ist f genau dann stetig,
wenn für alle 1 ≤ i ≤ n die Funktionen πi ◦ f : Q→ Pi stetig sind.

Lemma Seien Q, P1, . . . ,Pn Präbereiche und
f : P1 × · · · × Pn → Q eine Funktion. Dann ist f genau dann stetig,
wenn f in jedem Argument stetig ist; d. h., wenn für alle 1 ≤ i ≤ n
und alle p1, . . . , pi−1, pi+1, . . . , pn die Funktionen Pi → Q mit
pi 7→ f (p1, . . . , pi−1, pi, pi+1, . . . , pn) stetig sind.

Semantik von Programmiersprachen



Direkte Summe

P1, . . . ,Pn Präbereiche

Direkte Summe P1 + · · ·+ Pn (
∑

1≤i≤n Pi)
I Elemente {(i, pi) | 1 ≤ i ≤ n ∧ pi ∈ Pi}
I Ordnung (i, pi) vP1+···+Pn (j, p′j), falls i = j und pi vPi p′j

Injektionen (stetig)
I ιi : Pi → P1 + · · ·+ Pn, ιi pi = (i, pi)

Fortsetzung auf Funktionen f1 : P1 → Q, . . . , fn : Pn → Q stetig
I [f1, . . . , fn] : P1 + · · ·+ Pn → Q, [f1, . . . , fn](i, pi) = fi pi

I Universelle Eigenschaft [f1, . . . , fn] ◦ ιi = fi
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Funktionenraum

P,Q Präbereiche

Funktionenraum [P→ Q]
I Elemente stetige Funktionen von P nach Q
I Ordnung f v[P→Q] g, falls ∀p ∈ P . f p vQ g p

Funktionsapplikation (stetig)
I apply : [P→ Q]× P→ Q, apply(f , p) = f p

Fortsetzung auf Funktionen (Currying) f : R× P→ Q stetig
I curry(f ) : R→ [P→ Q], curry(f ) r p = f (r, p)
I Universelle Eigenschaft apply(curry(f ) r, p) = f (r, p)

Semantik von Programmiersprachen



Hebung

P Präbereich

Hebung P⊥
I Elemente P ] {⊥}
I Ordnung p vP⊥ q, falls p vP q oder p = ⊥

Einbettung (stetig)
I b−c : P→ P⊥, bpc = p

Fortsetzung auf Funktionen f : P→ Q stetig für Q Bereich
I f⊥⊥ : P⊥ → Q, f⊥⊥(⊥) = ⊥Q, f⊥⊥(p) = f (p)
I Universelle Eigenschaft f⊥⊥ bpc = f p
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Isomorphie von Bereichen

Definition Zwei Bereiche D und E heißen isomorph, D∼= E, falls
es stetige Funktionen ϕ : D→ E und ψ : E → D gibt, sodaß gilt:
ψ ◦ ϕ = idD und ϕ ◦ ψ = idE.
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Striktes Produkt

D1, . . . ,Dn Bereiche

Striktes Produkt D1 ⊗ · · · ⊗ Dn (
⊗

1≤i≤n Di)
I Elemente
{(d1, . . . , dn) | ∀1 ≤ i ≤ n .⊥Di 6= di ∈ Di} ∪ {(⊥D1 , . . . ,⊥Dn)}

I Ordnung (d1, . . . , dn) vD1⊗···⊗Dn (d′1, . . . , d
′
n), falls di vDi d′i für

alle 1 ≤ i ≤ n

Projektionen (stetig, strikt)
I πi : D1 ⊗ · · · ⊗ Dn → Di, πi (d1, . . . , dn) = di
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Strikte Summe

D1, . . . ,Dn Bereiche

Strikte Summe D1 ⊕ · · · ⊕ Dn (
⊕

1≤i≤n Di)
I Elemente {(i, di) | 1 ≤ i ≤ n ∧ ⊥Di 6= di ∈ Di} ∪ {⊥}
I Ordnung (i, di) vD1⊕···⊕Dn (j, d′j), falls i = j und di vDi d′j,
⊥ vD1⊕···⊕Dn (i, di)

Injektionen (stetig, strikt)
I ιi : Di → D1 ⊕ · · · ⊕ Dn, ιi⊥Di = ⊥, ιi di = (i, di) (di 6= ⊥Di)
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Strikter Funktionenraum

D,E Bereiche

Strikter Funktionenraum [D→⊥ E]
I Elemente stetige, strikte Funktionen von D nach E
I Ordnung f v[D→⊥E] g, falls ∀d ∈ D . f d vE g d

Funktionsapplikation (stetig, strikt)
I apply : [D→⊥ E]⊗ D→ E, apply(f , d) = f d
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