Direktes Produkt

Py,...,P, Prabereiche

Direktes Produkt Py x -~ x Py ([Tj<ic, PY)
» Elemente {(p1,...,pn) |VI <i<n.p; € P}

> Ordnung (pl) cee 7pn) EP1><-~~><P,, (pllu s 7p},1)s falls pi EP,' pi far
alel1 <i<n

Projektionen (stetig)
>7r,-:P1><---><Pn—>Pi, TFi(Plv---aPn):Pi

Fortsetzung auf Funktionen f;: Q — Py,....f, : Q — P, stetig

> (flw";fn):Q*)PlX"'XPn! (fla"’vfn)qzoclqa"'afnq)
» Universelle Eigenschaft ;o (fi,...,fu) =f;
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Direktes Produkt

Lemma Seien Q, Py, ..., P, Prabereiche und

f: 0 — Py x---x P, eine Funktion. Dann ist f genau dann stetig,
wenn fir alle 1 <i < n die Funktionen ;o f : Q — P; stetig sind.

Lemma Seien Q, Py, ..., P, Prébereiche und

f: P x---x P, — Q eine Funktion. Dann ist f genau dann stetig,
wenn f in jedem Argument stetig ist; d. h., wenn firalle 1 <i<n

und alle py,...,pi—1,pi+1, - - -, pn die Funktionen P; — Q mit
pi = f(p1,- - Pi-1,Pi,Pit1, - - -, pu) Stetig sind.

Semantik von Programmiersprachen



Direkte Summe

Pi,...,P, Prabereiche

Direkte Summe Py +---+ P, (Zlgign P;)
» Elemente {(i,p;) |1 <i<nAp;€P;}
» Ordnung  (i,p:) Cpy+-+p, (j,P}), falls i = jund p; Cp, p;

Injektionen (stetig)
>Li:Pi_>Pl"’_""i_Pns Lipi:(i7pi)

Fortsetzung auf Funktionen f;: Py — Q,....f, : P, — Q stetig

> [fl?"'afn] P+ + Py — 0, [fla'-')fn](iapi) :ﬁpl
» Universelle Eigenschaft [fi,....fu] o =f;
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Funktionenraum

P, Q Prabereiche

Funktionenraum [P — Q)]
» Elemente stetige Funktionen von P nach Q
» Ordnung  f Cip_g g fallsVp e P.fpCp gp

Funktionsapplikation (stetig)
> apply : [P — Q] x P — Q, apply(f,p) =fp

Fortsetzung auf Funktionen (Currying) f: R x P — Q stetig

> curry(f) : R — [P — O], curry(f) rp =f(r,p)
» Universelle Eigenschaft apply(curry(f) r,p) =f(r,p)
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Hebung

P Prabereich

Hebung P,
» Elemente Puw{l}
» Ordnung pLCp, g, fallspCpgoderp=_1

Einbettung (stetig)
» |—]:P—=Py, |pl=p

Fortsetzung auf Funktionen f: P — Q stetig fir Q Bereich

> fu:PL— 0 fu(l)= Lo, fulp)=r([p)
» Universelle Eigenschaft fi |p| =fp
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Isomorphie von Bereichen

Definition Zwei Bereiche D und E heif3en isomorph, D= E, falls
es stetige Funktionen ¢ : D — E und ¢ : E — D gibt, sodaf3 gilt:
Yo =idp und ¢ o) = idg.
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Striktes Produkt

Dy,...,D, Bereiche

Striktes Produkt Dy ®@--- @D, (®)<i<, Di)

» Elemente
{(dla"'vdn) ‘VI SiSH-J—D,- #dl eDi}U{(J—Dla"wJ—Dn)}

» Ordnung (di,...,ds) Cp,e--en, (d|,....d}), falls d; Cp, d; flr
alel <i<n

Projektionen (stetig, strikt)
> 1 :D1®---®D, — Dy, ﬂi(dlw"adn) =di
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Strikte Summe

Dy, ...,D, Bereiche

Strikte Summe D @--- @D, (D,<;<,Di)
> Elemente {(i,d:)|1<i<nALlp #dieD}U{L)}
» Ordnung  (i,d:) Cp,e--ap, (j,d), fallsi =jund d; Cp, d,
L Eoie-op, (i,d)

Injektionen (stetig, strikt)
» ,,:D;—D;P---PD,, LiJ—Di =1,ud = (i,d,’) (d,’ 75 J_D,.)
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Strikter Funktionenraum

D, E Bereiche

Strikter Funktionenraum [D — E]
» Elemente stetige, strikte Funktionen von D nach E
» Ordnung fCip_, g g fallsVdeD.fdCggd

Funktionsapplikation (stetig, strikt)
» apply : [D — E]® D — E, apply(f,d) =fd

Semantik von Programmiersprachen



