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IMP: Syntaktische Kategorien

n ∈ Num
x ∈ Var

a ∈ AExp ::= n | x
| a1 + a2 | a1 - a2 | a1 * a2

b ∈ BExp ::= true | false
| a1 = a2 | a1 <= a2
| not b | b1 and b2

S ∈ Stm ::= skip
| x := a
| S1 ; S2
| if b then S1 else S2
| while b do S
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IMP: Semantische Kategorien

I Ganze Zahlen Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . . }
I Wert von n N JnK

I Wahrheitswerte B = {tt, ff}

I Zustände Σ Funktionen σ : Var→ Z
I Variablenzugriff σ(x)
I Variablenupdate σ[x 7→ v]

σ[x 7→ v](x′) =

{
v, falls x = x′

σ(x′), falls x 6= x′
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IMP: Kompositionale Semantik von Ausdrücken

Semantische Funktion AJ−K : AExp→ (Σ→ Z)

AJnKσ = N JnK
AJxKσ = σ(x)

AJa1 + a2Kσ = AJa1Kσ +AJa2Kσ
AJa1 - a2Kσ = AJa1Kσ −AJa2Kσ
AJa1 * a2Kσ = AJa1Kσ · AJa2Kσ
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IMP: Kompositionale Semantik von Ausdrücken

Semantische Funktion BJ−K : BExp→ (Σ→ B)

BJtrueKσ = tt

BJfalseKσ = ff

BJa1 = a2Kσ =

{
tt, falls AJa1Kσ = AJa2Kσ
ff , falls AJa1Kσ 6= AJa2Kσ

BJa1 <= a2Kσ =

{
tt, falls AJa1Kσ ≤ AJa2Kσ
ff , falls AJa1Kσ > AJa2Kσ

BJnot bKσ = ¬BJbKσ
BJb1 and b2Kσ = BJb1Kσ ∧ BJb2Kσ
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Transitionssysteme

(Γ,T,B)

I Menge der Konfigurationen Γ
I Menge der terminalen Konfigurationen T ⊆ Γ
I Transitionsrelation B ⊆ (Γ \ T)× Γ

I Deterministisches Transitionssystem
falls γ B γ′ und γ B γ′′, dann γ′ = γ′′

I Festgefahrene Konfiguration γ ∈ Γ \ T

es gibt kein γ′, sodaß γ B γ′
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IMP: Natürliche Semantik von Anweisungen

Konfigurationen 〈S, σ〉 ∈ Stm× Σ, σ ∈ Σ

Terminale Konfigurationen σ ∈ Σ

Transitionen 〈S, σ〉 → σ′

〈skip, σ〉 → σ(skipns)

〈x := a, σ〉 → σ[x 7→ AJaKσ](assignns)

〈S1, σ〉 → σ1 〈S2, σ1〉 → σ2

〈S1 ; S2, σ〉 → σ2
(seqns)
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IMP: Natürliche Semantik von Anweisungen

〈S1, σ〉 → σ1

〈if b then S1 else S2, σ〉 → σ1
, falls BJbKσ = tt(ifttns)

〈S2, σ〉 → σ2

〈if b then S1 else S2, σ〉 → σ2
, falls BJbKσ = ff(ifffns)

〈S, σ〉 → σ′ 〈while b do S, σ′〉 → σ′′

〈while b do S, σ〉 → σ′′
, falls BJbKσ = tt(whilett

ns)

〈while b do S, σ〉 → σ, falls BJbKσ = ff(whileff
ns)
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IMP: Semantische Äquivalenzen

Arithmetische Ausdrücke a, a′ ∈ AExp

a ∼ a′ gdw. ∀σ ∈ Σ . AJaKσ = AJa′Kσ

Boolesche Ausdrücke b, b′ ∈ BExp

b ∼ b′ gdw. ∀σ ∈ Σ . BJbKσ = BJb′Kσ

Anweisungen S, S′ ∈ Stm

S ∼ S′ gdw. ∀σ, σ′ ∈ Σ . 〈S, σ〉 → σ′ ⇔ 〈S′, σ〉 → σ′
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Wohlfundiertheit

Definition Eine binäre Relation ≺ auf einer Menge A heißt
wohlfundiert, wenn es keine unendliche absteigende Kette
a0 � a1 � a2 � · · · mit a0, a1, a2, . . . ∈ A gibt.

Definition Sei ≺ eine binäre Relation auf einer Menge A und sei
M ⊆ A. Ein Element m ∈ A heißt minimal in M, falls m ∈ M und für
alle m′ ∈ A mit m′ ≺ m gilt m′ 6∈ M.

Satz Sei ≺ eine binäre Relation auf einer Menge A. Die
Relation ≺ ist genau dann wohlfundiert, wenn jede Menge
∅ 6= M ⊆ A ein minimales Element besitzt.
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Noethersche Induktion

Satz Sei ≺ eine wohlfundierte Relation auf einer Menge A und
sei P eine Eigenschaft über A. Dann gilt

∀a ∈ A .P(a) ⇐⇒ ∀a ∈ A . (∀b ≺ a .P(b))⇒ P(a)

Beispiel Mathematische Induktion

m ≺ n, falls n = m + 1

Beispiel Strukturelle Induktion

s ≺ t, falls s direkter Teilterm von t
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IMP: Freie Variablen
fvar : AExp ∪ BExp ∪ Stm→ ℘(Var)

fvar(n) = ∅, für n ∈ Num

fvar(x) = {x}, für x ∈ Var

fvar(a1 bop a2) = fvar(a1) ∪ fvar(a2), für bop ∈ {+,-,*}

fvar(nop) = ∅, für nop ∈ {true,false}
fvar(a1 bop a2) = fvar(a1) ∪ fvar(a2), für bop ∈ {=,<=,and}
fvar(uop b) = fvar(b), für uop ∈ {not}

fvar(skip) = ∅
fvar(x := a) = {x} ∪ fvar(a)
fvar(S1 ; S2) = fvar(S1) ∪ fvar(S2)
fvar(if b then S1 else S2) = fvar(b) ∪ fvar(S1) ∪ fvar(S2)
fvar(while b do S) = fvar(b) ∪ fvar(S)
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Wohlfundierte Rekursion

Vorgängerrelation ≺ ⊆ A× A, a ∈ A

•≺({a}) = {a′ ∈ A | a′ ≺ a}

Funktionsrestriktion f �A′ : A′ → B für f : A→ B und A′ ⊆ A

f �A′ = {(a, f (a)) | a ∈ A′}

Satz Sei ≺ eine wohlfundierte Relation auf einer Menge A.
Gelte F(a, h) ∈ B für alle a ∈ A und alle Funktionen h : •≺({a})→ B.
Dann gibt es genau eine Funktion f : A→ B mit

∀a ∈ A . f (a) = F(a, f �•≺({a}))
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Induktive Definitionen
Menge von Regelinstanzen R (X/y), X endlich

I Prämissen X, Konklusion y

Definition Eine Menge Q ist R-abgeschlossen, falls für alle
(X/y) ∈ R gilt: X ⊆ Q⇒ y ∈ Q. Für eine Menge Q setze
R̂(Q) = {y | ∃X ⊆ Q . (X/y) ∈ R}.

Lemma Eine Menge Q ist genau dann R-abgeschlossen, wenn
R̂(Q) ⊆ Q.

Satz Setze A =
⋃

n∈N R̂n(∅). Dann gilt:
1. A ist R-abgeschlossen.
2. R̂(A) = A.
3. A ist die kleinste R-abgeschlossene Menge.
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Ableitungsinduktion

Menge von Regelinstanzen R

Induktive Definition von R-Ableitungen DR

(∅/y) ∈ DR, falls (∅/y) ∈ R

({(D1/x1), . . . , (Dn/xn)}/y) ∈ DR,

falls ({x1, . . . , xn}/y) ∈ R
und (D1/x1) ∈ DR, . . . , (Dn/xn) ∈ DR

I Direkte Teilableitung d ≺1 e, falls e = (D/y) und d ∈ D
I Teilableitung d ≺ e, falls d ≺+

1 e

d 
R y, falls d = (D/y) ∈ DR


R y, falls d 
R y für ein d ∈ DR
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IMP: Eigenschaften der natürlichen Semantik

Satz Seien S ∈ Stm und σ, σ′, σ′′ ∈ Σ. Gilt 〈S, σ〉 → σ′ und
〈S, σ〉 → σ′′, dann ist σ′ = σ′′.

Satz Seien S ∈ Stm und σ, σ′ ∈ Σ. Dann gilt
〈while true do S, σ〉 6→ σ′.
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Regelinduktion

Regelinstanzenmenge R IR = {x | 
R x}

Satz IR ist R-abgeschlossen; und ist Q eine R-abgeschlossene
Menge, dann ist IR ⊆ Q.

Satz Sei P eine Eigenschaft über IR. Dann gilt ∀x ∈ IR .P(x)
genau dann, wenn für alle Regelinstanzen (X/y) ∈ R mit X ⊆ IR gilt:
(∀x ∈ X .P(x))⇒ P(y).

Satz Sei Q eine Eigenschaft über A ⊆ IR. Dann gilt ∀a ∈ A .Q(a)
genau dann, wenn für alle Regelinstanzen (X/y) ∈ R mit X ⊆ IR und
y ∈ A gilt: (∀x ∈ X ∩ A .Q(x))⇒ Q(y).
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IMP: Regelinduktion für Anweisungen
Für eine Eigenschaft P über Stm× Σ× Σ gilt
∀S ∈ Stm, σ, σ′ ∈ Σ . 〈S, σ〉 → σ′ ⇒ P(S, σ, σ′) genau dann, wenn

∀σ ∈ Σ .P(skip, σ, σ)
∧ ∀x ∈ Var, a ∈ AExp, σ ∈ Σ .P(x := a, σ, σ[x 7→ AJaKσ])
∧ ∀S1, S2 ∈ Stm, σ, σ1, σ2 ∈ Σ .
〈S1, σ〉 → σ1 ∧ P(S1, σ, σ1) ∧ 〈S2, σ1〉 → σ2 ∧ P(S2, σ1, σ2)⇒ P(S1 ; S2, σ, σ2)

∧ ∀b ∈ BExp, S1, S2 ∈ Stm, σ, σ1 ∈ Σ .
BJbKσ = tt ∧ 〈S1, σ〉 → σ1 ∧ P(S1, σ, σ1)⇒ P(if b then S1 else S2, σ, σ1)

∧ ∀b ∈ BExp, S1, S2 ∈ Stm, σ, σ2 ∈ Σ .
BJbKσ = ff ∧ 〈S2, σ〉 → σ2 ∧ P(S2, σ, σ2)⇒ P(if b then S1 else S2, σ, σ2)

∧ ∀b ∈ BExp, S ∈ Stm, σ ∈ Σ . BJbKσ = ff ⇒ P(while b do S, σ, σ)
∧ ∀b ∈ BExp, S ∈ Stm, σ, σ′, σ′′ ∈ Σ .
BJbKσ = tt ∧ 〈S, σ〉 → σ′ ∧ P(S, σ, σ′) ∧
〈while b do S, σ′〉 → σ′′ ∧ P(while b do S, σ′, σ′′)⇒

P(while b do S, σ, σ′′)
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IMP: Freie änderbare Variablen

fvarL : Stm→ ℘Var

fvarL(skip) = ∅
fvarL(x := a) = {x}
fvarL(S1 ; S2) = fvarL(S1) ∪ fvarL(S2)
fvarL(if b then S1 else S2) = fvarL(S1) ∪ fvarL(S2)
fvarL(while b do S) = fvarL(S)
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IMP: Strukturell-operationale Semantik

Konfigurationen 〈S, σ〉 ∈ Stm× Σ, σ ∈ Σ

Terminale Konfigurationen σ ∈ Σ

Transitionen 〈S, σ〉 ⇒ 〈S′, σ′〉, 〈S, σ〉 ⇒ σ′

〈skip, σ〉 ⇒ σ(skipsos)

〈x := a, σ〉 ⇒ σ[x 7→ AJaKσ](assignsos)

〈S1, σ〉 ⇒ 〈S′1, σ′〉
〈S1 ; S2, σ〉 ⇒ 〈S′1 ; S2, σ

′〉
(seq1

sos)

〈S1, σ〉 ⇒ σ′

〈S1 ; S2, σ〉 ⇒ 〈S2, σ
′〉

(seq2
sos)
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IMP: Strukturell-operationale Semantik

〈if b then S1 else S2, σ〉 ⇒ 〈S1, σ〉, falls BJbKσ = tt(ifttsos)

〈if b then S1 else S2, σ〉 ⇒ 〈S2, σ〉, falls BJbKσ = ff(ifffsos)

〈while b do S, σ〉 ⇒ 〈S ; while b do S, σ〉, falls BJbKσ = tt(whilett
sos)

〈while b do S, σ〉 ⇒ σ, falls BJbKσ = ff(whileff
sos)
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IMP: Ableitungen in der strukturell-operationalen
Semantik

Endliche Ableitung γ0, γ1, . . . , γk γ0 ⇒∗ γk

I γi ⇒ γi+1 für 0 ≤ i < k und γk terminal oder festgefahren

Unendliche Ableitung γ0, γ1, . . . γ0↑
I γi ⇒ γi+1 für i ≥ 0

Semantische Äquivalenz für Anweisungen S, S′ ∈ Stm
I 〈S, σ〉 ⇒∗ γ ⇔ 〈S′, σ〉 ⇒∗ γ für alle σ ∈ Σ und terminale oder

festgefahrene γ;
I 〈S, σ〉↑ ⇔ 〈S′, σ〉↑ für alle σ ∈ Σ
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IMP: Äquivalenz von natürlicher und
strukturell-operationaler Semantik

Satz Seien S ∈ Stm und σ, σ′ ∈ Σ. Dann gilt

〈S, σ〉 → σ′ ⇐⇒ 〈S, σ〉 ⇒∗ σ′ .
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IMP: Abbruch

S ∈ Stm ::= . . . | abort

I Natürliche Semantik
Keine Erweiterung

I Strukturell-operationale Semantik
Keine Erweiterung
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IMP: Nichtdeterminismus

S ∈ Stm ::= . . . | S1 or S2

I Natürliche Semantik

〈S1, σ〉 → σ1

〈S1 or S2, σ〉 → σ1
(or1

ns)

〈S2, σ〉 → σ2

〈S1 or S2, σ〉 → σ2
(or2

ns)

I Strukturell-operationale Semantik

〈S1 or S2, σ〉 ⇒ 〈S1, σ〉(or1
sos)

〈S1 or S2, σ〉 ⇒ 〈S2, σ〉(or2
sos)
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IMP: Parallelität

S ∈ Stm ::= . . . | S1 par S2

I Strukturell-operationale Semantik

〈S1, σ〉 ⇒ 〈S′1, σ1〉
〈S1 par S2, σ〉 ⇒ 〈S′1 par S2, σ1〉

(par1
sos)

〈S1, σ〉 ⇒ σ1

〈S1 par S2, σ〉 ⇒ 〈S2, σ1〉
(par2

sos)

〈S2, σ〉 ⇒ 〈S′2, σ2〉
〈S1 par S2, σ〉 ⇒ 〈S1 par S′2, σ2〉

(par3
sos)

〈S2, σ〉 ⇒ σ2

〈S1 par S2, σ〉 ⇒ 〈S1, σ2〉
(par4

sos)
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IMP: Blöcke und Variablendeklarationen
V ∈ VarDecl ::= var x := a ; V | ε

S ∈ Stm ::= . . . | begin V S end

Deklarierte Variablen dvar : VarDecl→ ℘Var
dvar(ε) = ∅
dvar(var x := a ; V) = {x} ∪ dvar(V)

Variablendeklarationsupdate updV : VarDecl× Σ→ Σ
updV(ε, σ) = σ

updV(var x := a ; V, σ) = updV(V, σ[x 7→ AJaKσ])

Zustandsrücksetzung σ′[X 7→ σ](x) =

{
σ(x), falls x ∈ X
σ′(x), sonst

〈S, updV(V, σ)〉 → σ′

〈begin V S end, σ〉 → σ′[dvar(V) 7→ σ]
(blockns)
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IMP: Freie Variablen

fvar : AExp ∪ BExp ∪ Stm ∪ (VarDecl Stm)→ ℘(Var)

fvar(begin V S end) = fvar(V S)
fvar(ε S) = fvar(S)
fvar(var x := a ; V S) = fvar(a) ∪ (fvar(V S) \ {x})

fvarL : Stm ∪ (VarDecl Stm)→ ℘(Var)

fvarL(begin V S end) = fvarL(V S)
fvarL(ε S) = fvarL(S)
fvarL(var x := a ; V S) = fvarL(V S) \ {x}
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IMP: Variablenumbenennungen

Variablenumbenennung δ : Var→ Var

Für S ∈ Stm, V ∈ VarDecl sei xδ,V S ε Var \ {δ(x′) | x′ ∈ (fvar(V S)) \ {x}}.

(skip)δ = skip

(x := a)δ = δ x := aδ

(S1 ; S2)δ = S1δ ; S2δ

(if b then S1 else S2)δ = if bδ then S1δ else S2δ

(while b do S)δ = while bδ do Sδ

(begin V S end)δ = begin (V S)δ end
(ε S)δ = Sδ

((var x := a ; V) S)δ = (xδ,V S := aδ) ; (V S)δ[x 7→ xδ,V S]

(analog für arithmetische und boolesche Ausdrücke)
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IMP: Umbenennungslemma

Lemma Seien S ∈ Stm, σ, σ′ ∈ Σ, δ eine Variablenumbenennung
und X ⊆ Var mit fvar(S) ⊆ X und δ(x) 6= δ(x′) für x 6= x′ ∈ X.

Sei σ(x) = σ′(δ(x)) für alle x ∈ X. Dann gibt es für alle σ1 ∈ Σ mit
〈S, σ〉 → σ1, ein σ2 ∈ Σ mit 〈Sδ, σ′〉 → σ2, sodaß σ1(x) = σ2(δ(x)) für
alle x ∈ X, und umgekehrt.

Korollar Seien S ∈ Stm, σ ∈ Σ und x′ 6∈ fvar(S) \ {x}. Dann gilt

begin var x′ := a ; S[x 7→ x′] end ∼ begin var x := a ; S end
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IMP: Prozeduren mit dynamischer Bindung
p ∈ Proc

P ∈ ProcDecl ::= proc p S ; P | ε
S ∈ Stm ::= . . . | begin V P S end | call p

Semantische Kategorien
I Prozedurumgebungen PEnv = Proc ⇀ Stm
I Konfigurationen 〈S, π, σ〉 ∈ Stm× PEnv× Σ, σ ∈ Σ

Prozedurdeklarationsupdate updP : ProcDecl× PEnv→ PEnv
updP(ε, π) = π

updP(proc p S ; P, π) = updP(P, π[p 7→ S])

〈S, updP(P, π), updV(V, σ)〉 → σ′

〈begin V P S end, π, σ〉 → σ′[dvar(V) 7→ σ]
(blockns)

〈S, π, σ〉 → σ′

〈call p, π, σ〉 → σ′
, falls π(p) = S(callns)

Semantik von Programmiersprachen



IMP: Prozeduren mit statischer Bindung
p ∈ Proc

P ∈ ProcDecl ::= proc p S ; P | ε
S ∈ Stm ::= . . . | begin V P S end | call p

Semantische Kategorien
I Prozedurumgebungen PEnv = Proc ⇀ (Stm× PEnv)
I Konfigurationen 〈S, π, σ〉 ∈ Stm× PEnv× Σ, σ ∈ Σ

Prozedurdeklarationsupdate updP : ProcDecl× PEnv→ PEnv
updP(ε, π) = π

updP(proc p S ; P, π) = updP(P, π[p 7→ (S, π)])

〈S, updP(P, π), updV(V, σ)〉 → σ′

〈begin V P S end, π, σ〉 → σ′[dvar(V) 7→ σ]
(blockns)

〈S, πp[p 7→ (S, πp)], σ〉 → σ′

〈call p, π, σ〉 → σ′
, falls π(p) = (S, πp)(callns)
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IMP: Speicher

Semantische Kategorien
I Speicherzellen Loc
I Speicher Store = Loc→ Z
I Variablenumgebungen VEnv = Var→ Loc
I Konfigurationen 〈S, υ, ς〉 ∈ Stm× VEnv× Store, ς ∈ Store

Zustandsrekonstruktion state : VEnv→ Store→ Σ, state υ ς = ς ◦ η

〈x := a, υ, ς〉 → ς[υ x 7→ AJaK(state υ ς)](assignns)
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IMP: Deklarationen mit statischer Bindung

p ∈ Proc
V ∈ VarDecl ::= var x := a ; V | ε

P ∈ ProcDecl ::= proc p S ; P | ε
S ∈ Stm ::= . . . | begin V P S end | call p

Semantische Kategorien
I Loc = N, new : Loc→ Loc, new l = l + 1
I Store = (Loc→ Z)× ({next} → Loc)
I VEnv = Var→ Loc
I PEnv = Proc ⇀ (Stm× VEnv× PEnv)
I Konfigurationen 〈S, υ, π, ς〉 ∈ Stm× VEnv× PEnv× Store

Zustandsrekonstruktion state : VEnv→ Store→ Σ, state υ ς = (π1 ς) ◦ η
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IMP: Deklarationen mit statischer Bindung
Prozedurdeklarationsupdate

updP : ProcDecl× VEnv× PEnv→ PEnv

updP(ε, υ, π) = π

updP(proc p S ; P, υ, π) = updP(P, υ, π[p 7→ (S, υ, π)])

Variablendeklarationsupdate
updV : VarDecl× VEnv× Store→ VEnv× Store

updV(ε, υ, ς) = (υ, ς)
updV(var x := a ; V, υ, ς) =

updV(V, υ[x 7→ l], ς[l 7→ AJaK(state υ ς)][next 7→ new l]) mit l = ς next

〈S, υ′, updP(P, υ′, π), ς ′〉 → ς ′′

〈begin V P S end, υ, π, ς〉 → ς ′′
, falls updV(υ, ς) = (υ′, ς ′)(blockns)

〈S, υp, πp[p 7→ (S, υp, πp)], ς〉 → ς ′

〈call p, υ, π, ς〉 → ς ′
, falls π(p) = (S, υp, πp)(callns)
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IMP: Referenzen
r ∈ RefExp ::= x | &x | *r

a ∈ AExp ::= n | a1 + a2 | a1 - a2 | a1 * a2 | r
b ∈ BExp ::= . . . | r1 = r2

Semantische Kategorien
I Speicherzellen Loc
I Speicher Store = Loc→ Loc ] Z
I Variablenumgebungen VEnv = Var→ Loc

Semantische Funktionen
I RJ−K : RefExp→ VEnv→ Store→ (Loc ∪ Z ∪ {⊥})

RJxK υ ς = ς(υ(x))
RJ&xK υ ς = υ(x)

RJ*rK υ ς =

{
ς(RJrK υ ς), falls RJrK υ ς ∈ Loc
⊥, sonst
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IMP: Referenzen
I AJ−K : AExp→ VEnv→ Store→ (Z ∪ {⊥})

AJnK υ ς = N JnK
AJrK υ ς = RJrK υ ς

AJa1 bop a2K υ ς =


AJa1K υ ς JbopKAJa2K υ ς,

falls AJa1K υ ς,AJa2K υ ς ∈ Z
⊥, sonst

I BJ−K : BExp→ VEnv→ Store→ (B ∪ {⊥})

BJr1 = r2K υ ς =


(RJr1K υ ς = RJr2K υ ς),

falls RJr1K υ ς,RJr2K υ ς ∈ Loc ∨
RJr1K υ ς,RJr2K υ ς ∈ Z

⊥, sonst

Natürliche Semantik 〈S, υ, ς〉 ∈ Stm× VEnv× Store

〈x := a, υ, ς〉 → ς[υ x 7→ AJaK υ ς](assignns)
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IMP: Typen für Referenzen

τ ∈ Type ::= int | bool | void | &τ

Typumgebungen Γ = {x1 : τ1, . . . , xn : τn} mit ∀1 ≤ i 6= j ≤ n . xi 6= xj

I Zugriff Γ(x) = τi, falls x = xi

I Erweiterung Γ, x : τ = Γ ∪ {x : τ}, falls ∀1 ≤ i ≤ n . x 6= xi

(numtyp) Γ ` n : int

(vartyp) Γ, x : τ ` x : τ

(ref1typ) Γ, x : τ ` &x : &τ (ref2typ)
Γ ` r : &τ

Γ ` *r : τ

(arithtyp)
Γ ` a1 : int Γ ` a2 : int

Γ ` a1 bop a2 : int
mit bop ∈ {+,-,*}
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IMP: Typen für Referenzen

(bool1typ) Γ ` nop : bool mit nop ∈ {true,false}

(bool2typ)
Γ ` a1 : int Γ ` a2 : int

Γ ` a1 bop a2 : bool
mit bop ∈ {<=,=}

(bool3typ)
Γ ` b1 : bool Γ ` b2 : bool

Γ ` b1 and b2 : bool

(bool4typ)
Γ ` b : bool

Γ ` not b : bool
(bool5typ)

Γ ` r1 : τ Γ ` r2 : τ

Γ ` r1 = r2 : bool
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IMP: Typen für Referenzen

(skiptyp) Γ ` skip : void

(assigntyp)
Γ ` x : τ Γ ` a : τ

Γ ` x := a : void

(seqtyp)
Γ ` S1 : void Γ ` S2 : void

Γ ` S1 ; S2 : void

(iftyp)
Γ ` b : bool Γ ` S1 : void Γ ` S2 : void

Γ ` if b then S1 else S2 : void

(whiletyp)
Γ ` b : bool Γ ` S : void

Γ ` while b do S : void
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IMP: Subject Reduction für Referenzen
I Typisierung des Speichers

(intsto) ς ` v : int (refsto)
ς ` ς(l) : τ

ς ` l : &τ
I Kompatibilität Γ B (υ, ς)

ς ` υ(x) : &Γ(x), falls Γ(x) definiert

Lemma Gelte Γ B (υ, ς).
1. Γ ` r : τ ⇒ ς ` RJrK υ ς : τ .
2. Γ ` a : int⇒ AJaK υ ς ∈ Z.
3. Γ ` b : bool⇒ BJbK υ ς ∈ B.

Lemma Gelte ς ` l1 : &τ1 ∧ ς ` z : τ1.

∀l2 ∈ Loc . ς ` l2 : τ2 ⇒ ς[l1 7→ z] ` l2 : τ2 .

Satz Gelte Γ B (υ, ς).

Γ ` S : void ∧ 〈S, υ, ς〉 → ς ′ ⇒ Γ B (υ, ς ′) .
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IMP: Denotationelle Semantik von Anweisungen

Semantische Relation SJ−K : Stm→ ℘(Σ× Σ)

SJskipK = {(σ, σ) | σ ∈ Σ}
SJx := aK = {(σ, σ[x 7→ AJaKσ]) | σ ∈ Σ}
SJS1 ; S2K = SJS2K ◦ SJS1K
SJif b then S1 else S2K =

{(σ, σ′) | BJbKσ = tt ∧ (σ, σ′) ∈ SJS1K}
∪ {(σ, σ′) | BJbKσ = ff ∧ (σ, σ′) ∈ SJS2K}

SJwhile b do SK =
µ(λW . {(σ, σ′) | BJbKσ = tt ∧ (σ, σ′) ∈ W ◦ SJSK}

∪ {(σ, σ) | BJbKσ = ff})
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IMP: Äquivalenz von denotationeller und natürlicher
Semantik

Satz Für alle Anweisungen S ∈ Stm gilt

SJSK = {(σ, σ′) | 〈S, σ〉 → σ′} .

Korollar Für jedes S ∈ Stm ist SJSK eine partielle Funktion
Σ ⇀ Σ.
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ω-vollständige partielle Ordnungen

Definition Sei (P,v) eine partielle Ordnung und sei X ⊆ P. Ein
p ∈ P heißt obere Schranke von X, falls q v p für alle q ∈ X. Ein
p ∈ P heißt kleinste obere Schranke (oder Supremum) von X, falls p
eine obere Schranke von X ist und für alle oberen Schranken p′ von
X gilt: p v p′.

Schreibweisen:
⊔

X kleinste obere Schranke von X, falls existent⊔
{p1, . . . , pn} = p1 t · · · t pn

Definition Eine partielle Ordnung (P,v) heißt ω-vollständig,
wenn jede aufsteigende ω-Kette p0 v p1 v p2 v . . . eine kleinste
obere Schranke

⊔
{pn | n ∈ N} in P hat.
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Präbereiche und Bereiche

Definition Eine ω-vollständige partielle Ordnung heißt
Präbereich.
Ein Präbereich (D,v) heißt Bereich, wenn es ein Element ⊥D ∈ D
mit ⊥D v d für alle d ∈ D gibt.

Hebung eines Präbereichs P zu einem Bereich P⊥ durch Adjunktion
eines kleinsten Elements ⊥

Definition Ein Präbereich (P,v) heißt diskret (geordnet), falls
aus p v q folgt, daß p = q.
Ein Bereich (D,v) heißt flach, falls aus d v d′ folgt, daß d = ⊥D

oder d = d′.
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Vertauschbarkeit von Suprema

Lemma Seien P ein Präbereich und (pm,n)(m,n)∈N×N Elemente in
P mit pm,n vP pm′,n′ , falls m ≤ m′ und n ≤ n′. Dann existiert das
Supremum der Menge {pm,n | m, n ∈ N} und es gilt⊔

P{pm,n | m, n ∈ N} =⊔
P{

⊔
P{pm,n | n ∈ N} | m ∈ N} =⊔

P{
⊔

P{pm,n | m ∈ N} | n ∈ N} =⊔
P{pn,n | n ∈ N} .
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Monotone und stetige Funktionen auf Präbereichen

Definition Seien P und Q Präbereiche.
Eine Funktion f : P→ Q heißt monoton, falls für alle p, p′ ∈ P mit
p vP p′ gilt, daß f (p) vQ f (p′) ist.
Eine Funktion f : P→ Q heißt stetig, falls für alle ω-Ketten
p0 vP p1 vP p2 vP . . . in P gilt:

f (
⊔

P{pn | n ∈ N}) =
⊔

Q{f (pn) | n ∈ N} .

Lemma Seien P,Q Präbereiche und f : P→ Q eine monotone
Funktion. Dann ist f genau dann stetig, wenn für alle ω-Ketten
p0 vP p1 vP p2 vP . . . in P gilt:

f (
⊔

P{pn | n ∈ N}) vQ
⊔

Q{f (pn) | n ∈ N} .
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Funktionsbereiche

Definition Seien P,Q Präbereiche. Dann bezeichnet [P→ Q] die
partiell geordnete Menge der stetigen Funktionen von P nach Q mit
der punktweisen Ordnung:

f v[P→Q] g ⇐⇒ ∀p ∈ P . f (p) v g(p)

Lemma Seien P,Q Präbereiche. Dann ist [P→ Q] ein
Präbereich und das Supremum einer ω-Kette
f0 v[P→Q] f1 v[P→Q] f2 v[P→Q] . . . in [P→ Q] ist gegeben durch

(
⊔

[P→Q]{fn | n ∈ N})(p) =
⊔

Q{fn(p) | n ∈ N} .

Ist Q ein Bereich, so ist [P→ Q] ein Bereich mit dem kleinsten
Element ⊥[P→Q] definiert durch ⊥[P→Q](p) = ⊥Q für alle p ∈ P.
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Stetige Funktionen

Sind P und Q Präbereiche und P diskret, so ist [P→ Q] ∼= P→ Q.

Ist P ein diskreter Präbereich, so ist [P→ P⊥] ∼= P ⇀ P.

P,Q,R Präbereiche

1. Jede konstante Funktion f : P→ Q ist stetig.
2. Die Identitätsfunktion id : P→ P ist stetig.
3. Sind f : P→ Q und g : Q→ R stetig, dann ist g ◦ f : P→ R

stetig.
4. Ist f : P→ Q eine stetige Funktion, dann ist
− ◦ f : [Q→ R]→ [P→ R] stetig.

5. Ist g : Q→ R eine stetige Funktion, dann ist
g ◦ − : [P→ Q]→ [P→ R] stetig.
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Fallunterscheidung

Sei P ein Präbereich und D ein Bereich. Sei
ite : [P→ B]→ [P→ D]→ [P→ D]→ (P→ D) definiert durch:

ite(b, f , g)(p) =

{
f (p), falls b(p) = tt
g(p), falls b(p) = ff

Dann ist ite(b, f , g) für alle b ∈ [P→ B], f , g ∈ [P→ D] eine stetige
Funktion von P nach D.
Weiter sind für b ∈ [P→ B] und f , g ∈ [P→ D]

ite(b,−, g) : [P→ D]→ [P→ D]
ite(b, f ,−) : [P→ D]→ [P→ D]

stetige Funktionen.
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Strikte Funktionen

Definition Seien D und D′ Bereiche. Eine Funktion f : D→ D′

heißt strikt, falls f (⊥D) = ⊥D′ .

Definition Seien P,Q Präbereiche und f : P→ Q. Dann ist die
strikte Hebung f⊥ : P⊥ → Q⊥ definiert durch

f⊥(x) =

{
⊥Q⊥ , falls x = ⊥P⊥

f (x), sonst
.

Definition Seien P ein Präbereich, D ein Bereich und f : P→ D.
Dann ist die strikte Quellhebung f⊥⊥ : P⊥ → D definiert durch

f⊥⊥(x) =

{
⊥D, falls x = ⊥P⊥

f (x), sonst
.
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Fixpunktsatz von Kleene

Satz Seien D ein Bereich und f : D→ D stetig. Dann ist

YD f =
⊔

D{f n(⊥D) | n ∈ N}

der kleinste Fixpunkt von f .
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IMP: Denotationelle Semantik von Anweisungen

Semantische Funktion SJ−K : Stm→ [Σ→ Σ⊥]

SJskipK = id

SJx := aK = λσ . σ[x 7→ AJaKσ]
SJS1 ; S2K = SJS2K⊥⊥ ◦ SJS1K
SJif b then S1 else S2K = ite(BJbK,SJS1K,SJS2K)
SJwhile b do SK = Y[Σ→Σ⊥](λf . ite(BJbK, f⊥⊥ ◦ SJSK, id))
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Zulässige Eigenschaften und Scott-Induktion

Definition Sei P ein Präbereich. Eine Menge X ⊆ P heißt
zulässig (in P), falls

⊔
P Y ∈ X für alle ω-Ketten Y in X.

Satz Seien P und Q Präbereiche und f , g ∈ [P→ Q].
1. Die Menge {p ∈ P | f p vQ g p} ist zulässig in P.
2. Sind X und X′ zulässig in P, so auch X ∩ X′.

Satz Seien D ein Bereich, f ∈ [D→ D] und X zulässig in D. Gilt
⊥D ∈ X und f (d) ∈ X, falls d ∈ X, so auch YD f ∈ X.
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Vollständige Verbände

Definition Sei (P,v) eine partielle Ordnung und sei X ⊆ P. Ein
p ∈ P heißt untere Schranke von X, falls p v q für alle q ∈ X. Ein
p ∈ P heißt größte untere Schranke (oder Infimum) von X, falls p
eine untere Schranke von X ist und für alle unteren Schranken p′

von X gilt: p′ v p.

Schreibweisen:
d

X größte untere Schranke von X, falls existent
d
{p1, . . . , pn} = p1 u · · · u pn

Definition Eine partielle Ordnung (L,v) heißt vollständiger
Verband, wenn jede Teilmenge von L eine größte untere Schranke
besitzt.
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Fixpunktsatz von Knaster und Tarski

Definition Sei (P,v) eine partielle Ordnung und f : P→ P. Ein
Element p ∈ P heißt Präfixpunkt von f , falls f (p) v p; ein Element
p ∈ P heißt Postfixpunkt von f , falls p v f (p).

Satz Seien (L,v) ein vollständiger Verband und f : L→ L
monoton. Setze

m =
d
{x ∈ L | f (x) v x} ,

M =
⊔
{x ∈ L | x v f (x)} .

Dann sind m und M Fixpunkte von f ; m ist der kleinste Präfixpunkt
von f , M der größte Postfixpunkt von f .
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IMP: Variablendeklarationen

S ∈ Stm ::= . . . | newvar x := a in S

Denotationelle Semantik

SJnewvar x := a in SKσ =
(λσ′ ∈ Σ . σ′[x 7→ σ(x)])⊥⊥(SJSK(σ[x 7→ AJaKσ]))

Freie Variablen

fvar(newvar x := a in S) = (fvar(S) \ {x}) ∪ fvar(a)

Freie änderbare Variablen

fvarL(newvar x := a in S) = fvarL(S) \ {x}
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IMP: Koinzidenz- und Umbenennungslemmata

Lemma Seien S ∈ Stm und σ, σ′ ∈ Σ.

1. Gilt σx = σ′x für alle x ∈ fvar(S), dann ist entweder
SJSKσ = ⊥ = SJSKσ′ oder es gilt (SJSKσ)x = (SJSKσ′)x für alle
x ∈ fvar(S).

2. Ist SJSKσ 6= ⊥, dann ist (SJSKσ)x = σx für alle x 6∈ fvarL(S).

Lemma Seien S ∈ Stm, σ, σ′ ∈ Σ, δ eine Variablenumbenennung
und V ⊆ Var mit fvar(S) ⊆ V und δ(x) 6= δ(x′) für x 6= x′ ∈ V.

Gilt σ(x) = σ′(δ(x)) für alle x ∈ V, dann ist entweder
SJS/δKσ′ = ⊥ = SJSKσ oder es gilt (SJS/δKσ′)(δ(x)) = (SJSKσ)x für
alle x ∈ V.
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IMP: Abbruch
S ∈ Stm ::= . . . | newvar x := a in S | abort

Erweiterter semantischer Bereich Σ̂ = Σ ∪ {abort} × Σ

Erweiterte denotationelle Semantik SJ−K : Stm→ [Σ→ Σ̂⊥]

Funktionserweiterungen für f : Σ→ Σ̂⊥
f∗ : Σ̂⊥ → Σ̂⊥ f∗⊥ = ⊥, f∗σ = fσ, f∗(abort, σ) = (abort, σ)

f† : Σ̂⊥ → Σ̂⊥ f†⊥ = ⊥, f†σ = fσ, f†(abort, σ) = (abort, fσ)

SJabortK = λσ . (abort, σ)
SJS1 ; S2K = SJS2K∗ ◦ SJS1K
SJwhile b do SK = Y[Σ→Σ̂⊥](λf . ite(BJbK, f∗ ◦ SJSK, id))

SJnewvar x := a in SK =
λσ . (λσ′ ∈ Σ . σ′[x 7→ σ(x)])†(SJSK(σ[x 7→ AJaKσ]))
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IMP: Ausgaben

S ∈ Stm ::= . . . | newvar x := a in S | abort | out a

Erweiterter semantischer Bereich

Ω = Z∗ ∪ (Z∗ × Σ̂) ∪ Z∞

ω v ω′ ⇐⇒ ∃ω′′ ∈ Ω . ω ◦ ω′′ = ω′

Injektionen
ι⊥ : {〈〉} → Ω ι⊥〈〉 = 〈〉 = ⊥Ω

ιterm : Σ→ Ω ιtermσ = 〈σ〉
ιabort : Σ→ Ω ιabortσ = 〈(abort, σ)〉

ιout : Z× Ω→ Ω ιout(n, ω) = 〈n〉 ◦ ω
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IMP: Ausgaben

Funktionserweiterung f : Σ→ Ω zu f∗ : Ω→ Ω

f∗〈n0, . . . , nk−1〉 = 〈n0, . . . , nk−1〉
f∗〈n0, . . . , nk−1, σ〉 = 〈n0, . . . , nk−1〉 ◦ (f σ)

f∗〈n0, . . . , nk−1, (abort, σ)〉 = 〈n0, . . . , nk−1, (abort, σ)〉
f∗〈n0, n1, . . . 〉 = 〈n0, n1, . . . 〉

Funktionserweiterung f : Σ→ Σ zu f† : Ω→ Ω

f† 〈n0, . . . , nk−1〉 = 〈n0, . . . , nk−1〉
f† 〈n0, . . . , nk−1, σ〉 = 〈n0, . . . , nk−1, f σ〉

f† 〈n0, . . . , nk−1, (abort, σ)〉 = 〈n0, . . . , nk−1, (abort, f σ)〉
f† 〈n0, n1, . . . 〉 = 〈n0, n1, . . . 〉
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IMP: Ausgaben

S ∈ Stm ::= . . . | newvar x := a in S | abort | out a

Semantische Funktion SJ−K : Stm→ [Σ→ Ω]

SJskipK = ιterm

SJx := aK = λσ . ιtermσ[x 7→ AJaKσ]
SJS1 ; S2K = SJS2K∗ ◦ SJS1K
SJif b then S1 else S2K = ite(BJbK,SJS1K,SJS2K)
SJwhile b do SK = Y[Σ→Ω](λf . ite(BJbK, f∗ ◦ SJSK, ιterm))

SJnewvar x := a in SK =
λσ . (λσ′ ∈ Σ . σ′[x 7→ σ(x)])†(SJSK(σ[x 7→ AJaKσ]))

SJout aK = λσ . ιout(AJaKσ, ιtermσ)
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Direktes Produkt

P1, . . . ,Pn Präbereiche

Direktes Produkt P1 × · · · × Pn (
∏

1≤i≤n Pi)
I Elemente {(p1, . . . , pn) | ∀1 ≤ i ≤ n . pi ∈ Pi}
I Ordnung (p1, . . . , pn) vP1×···×Pn (p′1, . . . , p

′
n), falls pi vPi p′i für

alle 1 ≤ i ≤ n

Projektionen (stetig)
I πi : P1 × · · · × Pn → Pi, πi (p1, . . . , pn) = pi

Fortsetzung auf Funktionen f1 : Q→ P1, . . . , fn : Q→ Pn stetig
I (f1, . . . , fn) : Q→ P1 × · · · × Pn, (f1, . . . , fn) q = (f1 q, . . . , fn q)
I Universelle Eigenschaft πi ◦ (f1, . . . , fn) = fi
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Direktes Produkt

Lemma Seien Q, P1, . . . ,Pn Präbereiche und
f : Q→ P1 × · · · × Pn eine Funktion. Dann ist f genau dann stetig,
wenn für alle 1 ≤ i ≤ n die Funktionen πi ◦ f : Q→ Pi stetig sind.

Lemma Seien Q, P1, . . . ,Pn Präbereiche und
f : P1 × · · · × Pn → Q eine Funktion. Dann ist f genau dann stetig,
wenn f in jedem Argument stetig ist; d. h., wenn für alle 1 ≤ i ≤ n
und alle p1, . . . , pi−1, pi+1, . . . , pn die Funktionen Pi → Q mit
pi 7→ f (p1, . . . , pi−1, pi, pi+1, . . . , pn) stetig sind.
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Direkte Summe

P1, . . . ,Pn Präbereiche

Direkte Summe P1 + · · ·+ Pn (
∑

1≤i≤n Pi)
I Elemente {(i, pi) | 1 ≤ i ≤ n ∧ pi ∈ Pi}
I Ordnung (i, pi) vP1+···+Pn (j, p′j), falls i = j und pi vPi p′j

Injektionen (stetig)
I ιi : Pi → P1 + · · ·+ Pn, ιi pi = (i, pi)

Fortsetzung auf Funktionen f1 : P1 → Q, . . . , fn : Pn → Q stetig
I [f1, . . . , fn] : P1 + · · ·+ Pn → Q, [f1, . . . , fn](i, pi) = fi pi

I Universelle Eigenschaft [f1, . . . , fn] ◦ ιi = fi
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Funktionenraum

P,Q Präbereiche

Funktionenraum [P→ Q]
I Elemente stetige Funktionen von P nach Q
I Ordnung f v[P→Q] g, falls ∀p ∈ P . f p vQ g p

Funktionsapplikation (stetig)
I apply : [P→ Q]× P→ Q, apply(f , p) = f p

Fortsetzung auf Funktionen (Currying) f : R× P→ Q stetig
I curry(f ) : R→ [P→ Q], curry(f ) r p = f (r, p)
I Universelle Eigenschaft apply(curry(f ) r, p) = f (r, p)
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Hebung

P Präbereich

Hebung P⊥
I Elemente P ] {⊥}
I Ordnung p vP⊥ q, falls p vP q oder p = ⊥

Einbettung (stetig)
I b−c : P→ P⊥, bpc = p

Fortsetzung auf Funktionen f : P→ Q stetig für Q Bereich
I f⊥⊥ : P⊥ → Q, f⊥⊥(⊥) = ⊥Q, f⊥⊥(p) = f (p)
I Universelle Eigenschaft f⊥⊥ bpc = f p
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Isomorphie von Bereichen

Definition Zwei Bereiche D und E heißen isomorph, D∼= E, falls
es stetige Funktionen ϕ : D→ E und ψ : E → D gibt, sodaß gilt:
ψ ◦ ϕ = idD und ϕ ◦ ψ = idE.
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Striktes Produkt

D1, . . . ,Dn Bereiche

Striktes Produkt D1 ⊗ · · · ⊗ Dn (
⊗

1≤i≤n Di)
I Elemente
{(d1, . . . , dn) | ∀1 ≤ i ≤ n .⊥Di 6= di ∈ Di} ∪ {(⊥D1 , . . . ,⊥Dn)}

I Ordnung (d1, . . . , dn) vD1⊗···⊗Dn (d′1, . . . , d
′
n), falls di vDi d′i für

alle 1 ≤ i ≤ n

Projektionen (stetig, strikt)
I πi : D1 ⊗ · · · ⊗ Dn → Di, πi (d1, . . . , dn) = di
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Strikte Summe

D1, . . . ,Dn Bereiche

Strikte Summe D1 ⊕ · · · ⊕ Dn (
⊕

1≤i≤n Di)
I Elemente {(i, di) | 1 ≤ i ≤ n ∧ ⊥Di 6= di ∈ Di} ∪ {⊥}
I Ordnung (i, di) vD1⊕···⊕Dn (j, d′j), falls i = j und di vDi d′j,
⊥ vD1⊕···⊕Dn (i, di)

Injektionen (stetig, strikt)
I ιi : Di → D1 ⊕ · · · ⊕ Dn, ιi⊥Di = ⊥, ιi di = (i, di) (di 6= ⊥Di)
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Strikter Funktionenraum

D,E Bereiche

Strikter Funktionenraum [D→⊥ E]
I Elemente stetige, strikte Funktionen von D nach E
I Ordnung f v[D→⊥E] g, falls ∀d ∈ D . f d vE g d

Funktionsapplikation (stetig, strikt)
I apply : [D→⊥ E]⊗ D→ E, apply(f , d) = f d
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IMP: Eingaben
S ∈ Stm ::= . . . | newvar x := a in S | abort | out a | in x

Erweiterter, rekursiver semantischer Bereich

Ω ∼= (Σ̂ + (Z× Ω) + (Z→ Ω))⊥

Isomorphismus Ω
ϕ−−−→←−−−
ψ

(Σ̂ + (Z× Ω) + (Z→ Ω))⊥

Injektionen
ιnorm : Σ→ Σ̂ ιnormσ = σ

ιabnorm : Σ→ Σ̂ ιabnormσ = (abort, σ)
ψ ◦ b−c ◦ ι1 ◦ ιnorm = ιterm : Σ→ Ω

ψ ◦ b−c ◦ ι1 ◦ ιabnorm = ιabort : Σ→ Ω
ψ ◦ b−c ◦ ι2 = ιout : (Z× Ω)→ Ω
ψ ◦ b−c ◦ ι3 = ιin : (Z→ Ω)→ Ω
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IMP: Eingaben
Funktionserweiterung f : Σ→ Ω zu f∗ : Ω→ Ω

f∗⊥Ω = ⊥Ω

f∗(ιterm σ) = f σ

f∗(ιabort σ) = ιabortσ

f∗(ιout(n, ω)) = ιout(n, f∗ ω)
f∗(ιin g) = ιin(λv . f∗(g v))

Funktionserweiterung f : Σ→ Σ zu f† : Ω→ Ω

f†⊥Ω = ⊥Ω

f†(ιterm σ) = ιterm(f σ)
f†(ιabort σ) = ιabort(f σ)

f†(ιout(n, ω)) = ιout(n, f† ω)
f†(ιin g) = ιin(λv . f†(g v))
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IMP: Eingaben

S ∈ Stm ::= . . . | newvar x := a in S | abort | out a | in x

Semantische Funktion SJ−K : Stm→ [Σ→ Ω]

SJskipK = ιterm

SJx := aK = λσ . ιtermσ[x 7→ AJaKσ]
SJS1 ; S2K = SJS2K∗ ◦ SJS1K
SJif b then S1 else S2K = ite(BJbK,SJS1K,SJS2K)
SJwhile b do SK = Y[Σ→Ω](λf . ite(BJbK, f∗ ◦ SJSK, ιterm))

SJnewvar x := a in SK =
λσ . (λσ′ ∈ Σ . σ′[x 7→ σ(x)])†(SJSK(σ[x 7→ AJaKσ]))

SJout aK = λσ . ιout(AJaKσ, ιtermσ)
SJin xK = λσ . ιin(λv . ιterm(σ[x 7→ v]))
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IMP: Fortsetzungssemantik

S ∈ Stm ::= . . . | newvar x := a in S

Semantische Funktion CJ−K : Stm→ [Σ→ P]→ [Σ→ P]

CJskipKκ = κ

CJx := aKκ = λσ . κ σ[x 7→ AJaKσ]
CJS1 ; S2Kκ = CJS1K (CJS2Kκ)
CJif b then S1 else S2Kκ = ite(BJbK, CJS1Kκ, CJS2Kκ)
CJwhile b do SKκ = Y[Σ→P](λκ

′ . ite(BJbK, CJSKκ′, κ))

CJnewvar x := a in SKκ =
λσ . CJSK(λσ′ ∈ Σ . κ σ′[x 7→ σ(x)])(σ[x 7→ AJaKσ])

parametrisch in Bereich P

Für P = Σ⊥ CJSKκσ = κ⊥⊥(SJSKσ)
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IMP: Fortsetzungssemantik
S ∈ Stm ::= . . . | newvar x := a in S | abort | out a | in x

CJ−K : Stm→ [Σ→ Ω]→ [Σ→ Ω]→ [Σ→ Ω]

CJskipKκt κf = κt

CJx := aKκt κf = λσ . κt σ[x 7→ AJaKσ]
CJS1 ; S2Kκt κf = CJS1K (CJS2Kκt κf)κf

CJif b then S1 else S2Kκt κf = ite(BJbK, CJS1Kκt κf, CJS2Kκt κf)
CJwhile b do SKκt κf = Y[Σ→Ω](λκ

′ . ite(BJbK, CJSKκ′ κf, κt))

CJnewvar x := a in SKκt κf =
λσ . CJSK(λσ′ . κt σ

′[x 7→ σ(x)])
(λσ′ . κf σ

′[x 7→ σ(x)])(σ[x 7→ AJaKσ])
CJabortKκt κf = κf

CJout aKκt κf = λσ . ιout(AJaKσ, κt σ)
CJin xKκt κf = λσ . ιin(λv ∈ Z . κt σ[x 7→ v])
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IMP: Ausnahmen

e ∈ Exc

S ∈ Stm ::= . . . | begin S1 handle e: S2 | raise e

CJ−K : Stm→ (Exc→ [Σ→ P])→ [Σ→ P]→ [Σ→ P]

CJskipK η κ = λσ . κσ

CJx := aK η κ = λσ . κ(σ[x 7→ AJaKσ])
CJS1 ; S2K η κ = λσ . CJS1K η(λσ′ . CJS2K η κ σ′)σ
CJif b then S1 else S2K η κ = ite(BJbK, CJS1K η κ, CJS2K η κ)
CJwhile b do SK η κ = Y[Σ→P](λκ

′ . ite(BJbK, CJSK η κ′, κ))

CJbegin S1 handle e: S2K η κ = CJS1K(η[e 7→ CJS2K η κ])κ
CJraise eK η κ = ηe
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ASSN: Syntaktische Kategorien

n ∈ Num
x ∈ Var

X ∈ Log

t ∈ Term ::= n | x | X
| t1 + t2 | t1 − t2 | t1 · t2

A ∈ Frm ::= tt | ff
| t1 = t2 | t1 ≤ t2
| ¬ A | A1 ∧ A2 | A1 ∨ A2 | A1 ⇒ A2
| ∀ X . A | ∃ X . A
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ASSN: Freie logische Variablen

flog : Term ∪ Frm→ ℘Log

flog(n) = flog(x) = ∅
flog(X) = {X}
flog(t1 + t2) = flog(t1 − t2) = flog(t1 · t2) = flog(t1) ∪ flog(t2)

flog(tt) = flog(ff ) = ∅
flog(t1 = t2) = flog(t1 ≤ t2) = flog(t1) ∪ flog(t2)
flog(¬A) = flog(A)
flog(A1 ∧ A2) = flog(A1 ∨ A2) = flog(A1 ⇒ A2) = flog(A1) ∪ flog(A2)
flog(∀X .A) = flog(∃X .A) = flog(A) \ {X}
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ASSN: Substitutionen

Substitution ζ : Log→ Term

Für A ∈ Frm sei Xζ,A ε Log \
⋃
{flog(ζ(X′)) | X′ ∈ flog(A) \ {X}}.

nζ = n, xζ = x, Xζ = ζX

(t1 bop t2)ζ = (t1ζ) bop (t2ζ), für bop ∈ {+,−, ·}

(t1 bop t2)ζ = (t1ζ) bop (t2ζ), für bop ∈ {=,≤}
(¬A)ζ = ¬(Aζ)
(A1 bop A2)ζ = (A1ζ) bop (A2ζ), für bop ∈ {∧,∨,⇒}
(QX .A)ζ = QXA,ζ .A(ζ[X 7→ XA,ζ ]), für Q ∈ {∀,∃}

Analog für Substitutionen ζ : Var→ Term
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ASSN: Kompositionale Semantik von Termen

Semantischer Bereich
I Interpretationen Val = Log→ Z

Semantische Funktion T J−K : Term→ (Val→ Σ→ Z)

T JnK I σ = N JnK
T JxK I σ = σ(x)
T JXK I σ = I(x)

T Jt1 + t2K I σ = T Jt1K I σ + T Jt2K I σ

T Jt1 − t2K I σ = T Jt1K I σ − T Jt2K I σ

T Jt1 · t2K I σ = T Jt1K I σ · T Jt2K I σ

Einbettung von AExp in Term (+ 7→ +, - 7→ −, * 7→ ·)
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ASSN: Gültigkeit von Formeln
Semantische Relation |= ⊆ (Val× Σ)× Frm

I, σ |= tt

I, σ |= t1 = t2, falls T Jt1K I σ = T Jt2K I σ

I, σ |= t1 ≤ t2, falls T Jt1K I σ ≤ T Jt2K I σ

I, σ |= ¬A, falls I, σ 6|= A

I, σ |= A1 ∧ A2, falls I, σ |= A1 und I, σ |= A2

I, σ |= A1 ∨ A2, falls I, σ |= A1 oder I, σ |= A2

I, σ |= A1 ⇒ A2, falls I, σ 6|= A1 oder I, σ |= A2

I, σ |= ∀X .A, falls I[X 7→ v], σ |= A für alle v ∈ Z
I, σ |= ∃X .A, falls I[X 7→ v], σ |= A für ein v ∈ Z

I Erweiterung zu |=⊥⊥ ⊆ (Val× Σ⊥)× Frm mit I,⊥ |=⊥⊥ A
I I |= A ⇐⇒ ∀σ ∈ Σ . I, σ |= A
I |= A ⇐⇒ ∀I ∈ Val, σ ∈ Σ . I, σ |= A

Einbettung von BExp in Frm (true 7→ tt, false 7→ ff , = 7→ =, &c.)
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ASSN: Substitutionslemmata

Lemma Seien I ∈ Val, σ ∈ Σ, t, t′ ∈ Term, A ∈ Frm und X ∈ Log.
1. T Jt[X 7→ t′]K I σ = T JtK I[X 7→ T Jt′K I σ]σ;
2. I, σ |= A[X 7→ t] ⇐⇒ I[X 7→ T JtK I σ], σ |= A.

Lemma Seien I ∈ Val, σ ∈ Σ, t, t′ ∈ Term, A ∈ Frm und x ∈ Var.
1. T Jt[x 7→ t′]K I σ = T JtK I σ[x 7→ T Jt′K I σ];
2. I, σ |= A[x 7→ t] ⇐⇒ I, σ[x 7→ T JtK I σ] |= A.
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IMP/ASSN: Hoare-Tripel für partielle Korrektheit

Partielle Korrektheitsaussage {A} S {A′} mit A,A′ ∈ Frm, S ∈ Stm

Gültigkeitsrelation I ∈ Val, σ ∈ Σ, A,A′ ∈ Frm

I, σ |= {A} S {A′} ⇐⇒ (I, σ |= A ⇒ I,SJSKσ |=⊥⊥ A′)

I I |= {A} S {A′} ⇐⇒ ∀σ ∈ Σ . I, σ |= {A} S {A′}
I |= {A} S {A′} ⇐⇒ ∀I ∈ Val, σ ∈ Σ . I, σ |= {A} S {A′}

Ableitbarkeitsrelation
I ` gemäß Hoare-Kalkül für partielle Korrektheit
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IMP/ASSN: Hoare-Kalkül für partielle Korrektheit

{A}skip {A}(skiphp)

{A[x 7→ a]} x := a {A}(assignhp)

{A} S1 {A′} {A′} S2 {A′′}
{A} S1 ; S2 {A′′}

(seqhp)

{A ∧ b} S1 {A′} {A ∧ ¬b} S2 {A′}
{A}if b then S1 else S2 {A′}

(ifhp)

{A ∧ b} S {A}
{A}while b do S {A ∧ ¬b}

(whilehp)

{A′1} S {A′2}
{A1} S {A2}

, falls |= A1 ⇒ A′1, |= A′2 ⇒ A2(conshp)
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IMP/ASSN: Korrektheit des Hoare-Kalküls für partielle
Korrektheit

Satz Für eine partielle Korrektheitsaussage {A} S {A′} gilt

` {A} S {A′} ⇒ |= {A} S {A′} .
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IMP/ASSN: Schwächste liberale Vorbedingung

Extension A ∈ Frm

extI(A) = {σ ∈ Σ | I, σ |= A}

Lemma Seien I ∈ Val, A,A′ ∈ Frm. Dann gilt

I |= A⇒ A′ ⇐⇒ extI(A) ⊆ extI(A′) .

Schwächste liberale Vorbedingung S ∈ Stm, A ∈ Frm

wlpI(S,A) = {σ ∈ Σ | I,SJSKσ |=⊥⊥ A}

Lemma Seien I ∈ Val, A,A′ ∈ Frm und S ∈ Stm. Dann gilt

I |= {A} S {A′} ⇐⇒ extI(A) ⊆ wlpI(S,A′) .
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Gödels β-Prädikat

Sei X 6∈ flog(t) ∪ flog(t0) ∪ flog(t1).

t = t0 mod t1 ⇐⇒ 0 ≤ t0 ∧ 0 ≤ t1 ∧
∃X . 0 ≤ X ∧ X · t1 ≤ t0 ∧

¬((X + 1) · t1 ≤ t0) ∧ t = t0 − X · t1

F(t0, t) ⇐⇒ 0 ≤ t0 ∧ ∃X . 0 ≤ X ∧ ((t0 = 2 · X ⇒ t = X) ∧
(t0 = 2 · X + 1⇒ t = 0− X))

Gödels β-Prädikat für ganze Zahlen (X′ 6= X)

β(t0, t1, t2, t3) ⇐⇒ ∃X′ . (X′ = t0 mod (1 + (1 + t2) · t1)∧ F(X′, t3))

Lemma Sei 〈v0, . . . , vk〉 ∈ Z+. Dann existieren m, n ∈ N, sodaß
für alle 0 ≤ i ≤ k und alle x ∈ Z gilt: β(m, n, i, x)⇔ x = vi.
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IMP/ASSN: Ausdrucksstärke

Lemma Seien S ∈ Stm und A ∈ Frm. Dann existiert ein
w(S,A) ∈ Frm, sodaß gilt:

∀I ∈ Val . extI(w(S,A)) = wlpI(S,A) .

Lemma Seien S ∈ Stm, A ∈ Frm. Sei w(S,A) ∈ Frm, sodaß
extI(w(S,A)) = wlpI(S,A) für alle I ∈ Val. Dann gilt:

` {w(S,A)} S {A} .
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IMP/ASSN: Relative Vollständigkeit des Hoare-Kalküls
für partielle Korrektheit

Satz Für eine partielle Korrektheitsaussage {A} S {A′} gilt

|= {A} S {A′} ⇒ ` {A} S {A′} .

Korollar Die Menge {A ∈ Frm | |= A} ist nicht rekursiv
aufzählbar.

Semantik von Programmiersprachen



IMP/ASSN: Hoare-Tripel für totale Korrektheit

Totale Korrektheitsaussage [A] S [A′] mit A,A′ ∈ Frm, S ∈ Stm

Gültigkeitsrelation I ∈ Val, σ ∈ Σ, A,A′ ∈ Frm

I, σ |= [A] S [A′] ⇐⇒ (I, σ |= A ⇒ SJSKσ 6= ⊥∧ I,SJSKσ |=⊥⊥ A′)

I I |= [A] S [A′] ⇐⇒ ∀σ ∈ Σ . I, σ |= [A] S [A′]
I |= {A} S {A′} ⇐⇒ ∀I ∈ Val, σ ∈ Σ . I, σ |= [A] S [A′]

Ableitbarkeitsrelation
I ` gemäß Hoare-Kalkül für totale Korrektheit
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IMP/ASSN: Hoare-Kalkül für totale Korrektheit

Analog zu partieller Korrektheit

[A ∧ b ∧ X = t] S [A ∧ ¬(X ≤ t)]

[A]while b do S [A ∧ ¬b]
, falls |= A ∧ b⇒ 0 ≤ t(whileht)

wobei X /∈ flog(A) ∪ flog(t)
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IMP/ASSN: Bereichstheoretische Charakterisierung

Semantische Funktion FJ−K : Frm→ (Val→ Σ→ B)

FJAK I σ =

{
tt, falls I, σ |= A
ff , falls I, σ 6|= A

pf, pt : B→ {>}⊥

pf x =

{
⊥, falls x = tt
>, falls x = ff

pt x =

{
>, falls x = tt
⊥, falls x = ff

I |= {A} S {A′} ⇐⇒ (pf ◦FJA′K I)⊥⊥ ◦ SJSK v pf ◦FJAK I

I |= [A] S [A′] ⇐⇒ pt ◦FJAK I v (pt ◦FJA′K I)⊥⊥ ◦ SJSK
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Scott-Topologie

Definition Sei P ein Präbereich. Eine Menge X ⊆ P heißt
Scott-offen (in P), falls mit x ∈ X auch y ∈ X für x vP y; und falls⊔

P Y ∈ X für eine ω-Kette Y ⊆ P, so X ∩ Y 6= ∅.

Satz Sei (P,v) ein Präbereich und sei OP die Menge der
Scott-offenen Mengen von P. Dann ist OP eine Topologie über P.

Definition Die Menge OP der Scott-offenen Mengen von P heißt
Scott-Topologie von P.
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Sicherheitseigenschaften

Definition Sei P ein Präbereich. Eine Menge X ⊆ P heißt eine
Sicherheitseigenschaft (von P), falls mit x ∈ X auch y ∈ X für y vP x;
und, falls Y ⊆ X eine ω-Kette ist, auch

⊔
P Y ∈ X ist.

Satz Sei (P,v) ein Präbereich. Eine Menge X ⊆ P ist genau
dann eine Sicherheitseigenschaft, falls X eine abgeschlossene
Menge bzgl. der Scott-Topologie OP von P ist.
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Algebraische Bereiche

Definition Sei P ein Präbereich. Ein Element p ∈ P heißt
endlich, falls für jede ω-Kette (pn)n∈N in P gilt: Ist
p vP

⊔
P{pn | n ∈ N}, dann gibt es ein n ∈ N, sodaß p vP pn. Die

Menge der endlichen Elemente von P wird mit K (P) bezeichnet.

Definition Ein Präbereich P heißt algebraisch, falls für jedes
Element p ∈ P gilt: Es gibt eine ω-Kette (en)n∈N in K (P), sodaß
p =

⊔
P{en | n ∈ N}.
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IMP/ASSN: Sicherheitseigenschaften

Lemma Seien A,A′ ∈ Frm und I ∈ Val. Seien f = pf ◦FJA′K I und
g = pf ◦FJAK I. Dann ist

Z = {h ∈ [Σ→ Σ⊥] | f⊥⊥ ◦ h v[Σ→Σ⊥] g}

eine Sicherheitseigenschaft von [Σ→ Σ⊥].

Z algebraischer Präbereich, falls Σ abzählbar
I endliche Elemente h |{σ ∈ Σ | hσ 6= ⊥}| <∞
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Scott-Abschluß

Definition Sei P ein algebraischer Präbereich. Der
Scott-Abschluß einer Menge X ⊆ P ist gegeben durch die Menge
X = {p ∈ P | ∀e ∈ K (P) . e vP p⇒ ∃x ∈ X . e vP x}.

Lemma Sei P ein algebraischer Präbereich und X ⊆ P. Dann ist
der Scott-Abschluß X der Abschluß von X bzgl. der Scott-Topologie
OP von P.
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Lebendigkeitseigenschaften

Definition Sei P ein algebraischer Präbereich. Eine Menge
X ⊆ P heißt Lebendigkeitseigenschaft (von P), falls für alle
e ∈ K (P) ein x ∈ X existiert mit e vP x.

Satz Sei P ein algebraischer Präbereich. Eine Menge X ⊆ P ist
genau dann eine Lebendigkeitseigenschaft, falls X eine dichte
Menge bzgl. der Scott-Topologie OP von P ist.
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IMP/ASSN: Lebendigkeitseigenschaften

(A,A′) ∈ Frm× Frm total erfüllbar für I ∈ Val
I ∀σ ∈ Σ . FJAK I σ = ff ∨ ∃σ′ ∈ Σ . FJA′K I σ′ 6= ff

Lemma Seien A,A′ ∈ Frm und I ∈ Val und sei (A,A′) total
erfüllbar für I. Seien f = pf ◦FJA′K I, F = pt ◦FJAK I, g = pf ◦FJAK I
und G = pt ◦FJA′K I. Dann ist

L = {h ∈ [Σ→ Σ⊥] | F v[Σ→Σ⊥] G⊥⊥ ◦ h}

eine Lebendigkeitseigenschaft des Präbereichs
Z = {h ∈ [Σ→ Σ⊥] | f⊥⊥ ◦ h v[Σ→Σ⊥] g}.
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