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IMP: Syntaktische Kategorien

n € Num
Xx € Var

ac€ AExp:=n | x

lai+ay | a1 —ay | a1 > a»
b € BExp ::=true | false

\a1=a2 ‘ a) <=ap

| not b | by and by

S € Stm ::= skip
|x:=a
| S1; 82
| if bthen S| else S,
| while bdo S
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IMP: Semantische Kategorien

» Ganze Zahlen Z={...,-2,-1,0,1,2,...

» Wertvonn Nn]

» Wahrheitswerte B = {,[f}
» Zustande X Funktionen o : Var — Z

» Variablenzugriff o(x)
» Variablenupdate ofx — V]

ol () = v, falls x = x’'
o), fallsx#x
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IMP: Kompositionale Semantik von Ausdrticken

Semantische Funktion A[—] : AExp — (£ — Z)
Aln] o = Nn]
Alx] o = o(x)

Alay + ax] o = Ala1] o + Alaz] o
A[[a1 - ag]] g = A[[al]] o — .A[[az]] g
A[[a1 * ag]] g = .AIICZ]]] (O A[[az]] g
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IMP: Kompositionale Semantik von Ausdrticken

Semantische Funktion B[-] : BExp — (X — B)

Bltrue]o =u
B[false]o =ff

falls Afa;] o = Alaz] o

i,
Blor = ar] o = { . falls AJai] o # Alaws] o

falls .A[[al]] o< .A[[az]] g

Bla) <= ax] o = "
, falls Afa;] o > Afaz] o

Blnot b]o = - B[b] o
B[b1 and by] o = B[bi1] o A B[b2] o
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Transitionssysteme

(I, T,r>)
» Menge der Konfigurationen T'
» Menge der terminalen Konfigurationen
» Transitionsrelation ©> C (I'\7T) x I’

» Deterministisches Transitionssystem
falls v >+ und v > +”, dann o/ = "

» Festgefahrene Konfiguration y € '\ T
es gibt kein +/, sodaB v > v/
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IMP: Natlrliche Semantik von Anweisungen

Konfigurationen (S,0) e Stmx X, o€ X
Terminale Konfigurationen o € X

Transitionen (S,0) — o’

(skipns) (skip,0) — 0
(assignns) (x :=a,o) — olx — Afa] o]

(S1,0) — o1 (S2,01) — 02

Se
(590s) (815 S2,0) — o2
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IMP: Natlrliche Semantik von Anweisungen

" (51,0) = o1 )
(if%) . , falls B[p]o =n
(1f bthen S) else 8,0) — 0]
Sr,0) — o
(iffr) . (52,0) = 02 , falls B[b]o = ff
(1f bthen S) else $,0) — o
_ (S,0) — o' (whilebdoS,d') — o
(whilel,) , falls B[b] o =1t

(while b do S,0) — o”

(whilefly)  (while bdo S,0) — o, falls B[b]o =ff
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IMP: Semantische Aquivalenzen

Arithmetische Ausdriicke a,d’ € AExp
a~d gdw. VoeX. Ala]o = Ald] o

Boolesche Ausdriicke b,b" € BExp
b~b gdw. VYoeX.B[b]o=B[p]o

Anweisungen S,S’ € Stm

S~S8 gdw. Vo,0' €X.(S,0) — 0o < (§,0) — o
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Wohlfundiertheit

Definition Eine bindre Relation < auf einer Menge A heif3t
wohlfundiert, wenn es keine unendliche absteigende Kette
ag = ay = ap > --- Mitag,ay,a,... € A gibt.

Definition Sei < eine binare Relation auf einer Menge A und sei
M C A. Ein Element m € A hei3t minimal in M, falls m € M und fir
allem’ e Amitm’ < mgilt m’ ¢ M.

Satz Sei < eine binare Relation auf einer Menge A. Die
Relation < ist genau dann wohlfundiert, wenn jede Menge
) #M C A ein minimales Element besitzt.
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Noethersche Induktion

Satz Sei < eine wohlfundierte Relation auf einer Menge A und
sei P eine Eigenschaft Gber A. Dann gilt

VacA.Pla) < VacA.(Nb<a.P(b))= P(a)

Beispiel Mathematische Induktion

m=<n,fallsn=m+1

Beispiel Strukturelle Induktion
s < t, falls s direkter Teilterm von ¢
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IMP: Freie Variablen
fvar : AExp U BExp U Stm — ¢(Var)

fvar(n) = (), firn € Num
fvar(x) = {x}, furxe Var
fvar(a; bop ap) = fvar(a;) U fvar(ap), fUrbop € {+, -, «}

fvar(nop) = flr nop € {true, false}
tvar(a; bop az) = fvar(a;) U fvar(az), flrbop € {=, <=, and}

fvar(skip) =

fvar(x :=a) = {x} U fvar(a)

fvar(S; ; S2) = fvar(S;) U fvar(S,)

fvar(if b then S else ;) = fvar(b) U fvar(S;) U fvar(S;)

(n

(

(

(

(

fvar(uop b) = fvar(b), flruop € {not}
(

(x :

(

(

fvar(while b do S) = fvar(b) U fvar(S)
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Wohlfundierte Rekursion

Vorgangerrelation <CAxA,acA
*<({a})={d €A|d <a}
Funktionsrestriktion ~ f]A’: A’ - Bfirf:A— Bund A’ C A

f1A"={(a,f(a)) | a € A"}

Satz Sei < eine wohlfundierte Relation auf einer Menge A.
Gelte F(a,h) € B fur alle a € A und alle Funktionen £ : *<({a}) — B.
Dann gibt es genau eine Funktion f : A — B mit

Va € A.f(a) = F(a,f]*<({a}))
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Induktive Definitionen

Menge von Regelinstanzen R (X/y), X endlich
» Pramissen X, Konklusion vy

Definition Eine Menge Q ist R-abgeschlossen, falls fur alle
(X/y) € Rgilt: X C Q =y € Q. Fir eine Menge Q setze

A

R(Q)={y|3IXCQ.(X/y) €R}.

Lemma Eine Menge Q ist genau dann R-abgeschlossen, wenn
R(Q) € 0.

Satz  Setze A = J, .y R"(0). Dann gilt:
1. A ist R-abgeschlossen.
2. R(A) = A.
3. Aist die kleinste R-abgeschlossene Menge.
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Ableitungsinduktion
Menge von Regelinstanzen R
Induktive Definition von R-Ableitungen Dg

(0/y) € Dg, falls (0/y) €R

{(D1/x1);- - (Du/xa) }/y) € D,

falls ({x1,...,x:}/y) €R
und (Dl/xl) € Dg, ..., (Dn/xn) € Dg

» Direkte Teilableitung d=<yefallse=(D/y)undd e D
» Teilableitung  d < e, fallsd <] e

dlFry, fallsd = (D/y) € Dg
IFry, falls d Ik y flr ein d € Dg
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IMP: Eigenschaften der natirlichen Semantik

Satz  Seien S € Stmund 0,0’, 0" € 3. Gilt (S,0) — ¢’ und
(S,0) — o, dannist o’ = o”.

Satz Seien S € Stm und o, ¢’ € 3. Dann gilt
(while true do S,0) 4 o'
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Regelinduktion
Regelinstanzenmenge R Ig = {x| IFgx}

Satz I ist R-abgeschlossen; und ist Q eine R-abgeschlossene
Menge, dannist Iz C Q.

Satz Sei P eine Eigenschaft Gber Iz. Dann gilt Vx € Iz . P(x)
genau dann, wenn fir alle Regelinstanzen (X/y) € R mit X C I gilt:
(Vx € X.P(x)) = P(y).

Satz Sei Q eine Eigenschaft Gber A C Iz. Dann gilt Va € A. Q(a)
genau dann, wenn fir alle Regelinstanzen (X/y) € R mit X C I und
yeAgilt: Vxe XNA.Qx)) = Oy).
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IMP: Regelinduktion fur Anweisungen
Far eine Eigenschaft P Uber Stm x ¥ x ¥ gilt
VS € Stm, 0,0’ € £.(S,0) — ¢’ = P(S,0,0’) genau dann, wenn
Vo € ¥.. P(skip,0,0)

AVx € Var,a € AExp,0 € ¥.P(x :=a,0,0[x — Ala] o])
AVS1, S, € Stm, 0,071,072 € 2.

(S1,0) = o1 AP(S1,0,01) A (S2,01) — 02 AP(S2,01,02) = P(S1 ; S2,0,02)
AVb € BExp, 51,5, € Stm, 0,0, € X.

B[b]o =1t A{S),0) — o1 AP(S|,0,01) = P(if b then §; else $,,0,01)
AVb € BExp, S1,5, € Stm, 0,0, € 2.

B[b] o =ff A (S2,0) — 02 AP(S2,0,02) = P(if b then S else $,0,07)
AYb € BExp, S € Stm,0 € X. B[b] o = ff = P(while b do S,0,0)
AVb € BExp, S € Stm, 0,0’,0" € &.

B[b] o =1t N (S,0) — o AP(S,0,0") A

(while b do S,0') — o’ ANP(while b do S,0',0") =

P(while b do S,0,0")
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IMP: Freie anderbare Variablen

fvary : Stm — pVar

fvar, (skip) =0
fvar, (x :=a) = {x}

fvar,(S) ; Sa) = fvar(S;) U fvar,(Ss)

(1f bthen S) else Sy) = fvary(S)) U fvar,(S7)
(

fvar,(while b do S) = fvary(S)

fvary
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IMP: Strukturell-operationale Semantik

Konfigurationen (S,0) e Stmx ¥, o€ X
Terminale Konfigurationen o € X

Transitionen (S,0) = (§',0"), (S,0) = 0o’

(skipsos) (skip,0) =0
(assignses) (x :=a,o) = olx — Afd] o]

<S170> = <S/170/>
S1; $,0) = S ; SQ,OJ
1

(s8930s)

(S1,0) = o’
<Sl ’ 527J> = <S2,UI>

(5e05s)
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IMP: Strukturell-operationale Semantik

(it (if bthen S| else S,0) = (S1,0), falls B[b]o =1t
(ifff ) (if bthen S| else 8y,0) = (Sy,0), falls B[b]o =f
) (
) (

(whilell,s) (whilebdo S,0) = (S; while bdo S,0), falls B[b]o =1

(whilefl () (while bdo S,0) = o, falls B[b]o =
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IMP: Ableitungen in der strukturell-operationalen
Semantik

Endliche Ableitung  ~o,v1,---, % Yo =" Yk
> v = 741 fur 0 <i < kund , terminal oder festgefahren

Unendliche Ableitung  ~o, 71, - - - YT
> i = i fUri >0

Semantische Aquivalenz fir Anweisungen S,S’ € Stm

> (S,0) =" v (§,0) =* v fliralle o € ¥ und terminale oder
festgefahrene ~;

> (S,0)] & (S, o) firallec € &
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IMP: Aquivalenz von natiirlicher und
strukturell-operationaler Semantik

Satz Seien S € Stm und o, ¢’ € 3. Dann gilt

(S,0) =o' == (S,0)="0".
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IMP: Abbruch

S € Stm:=...|abort

» Natdrliche Semantik
Keine Erweiterung

» Strukturell-operationale Semantik
Keine Erweiterung
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IMP: Nichtdeterminismus
S e Stm:=... |S1 or §

» Natulrliche Semantik

o) Pno
ns (S1 or 8p,0) — 0y
<S27 U) — 02
(oras)

<S1 or S2,0‘> — 02

» Strukturell-operationale Semantik

(Ordes) (S or S2,0) = (S1,0)
(orgos) (S1 or Sp,0) = (Sy,0)
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IMP: Parallelitat

SeStm:=...|S par S

» Strukturell-operationale Semantik
<Sla U> = <S/1’0-1>

(Pardss)
5% (8 par 8§y, 0) = (8] par Sy,01)

(SI,U> = 01

ar2
(Parsos) (S1 par Sz,0) = (S2,01)

(82,0) = (83, 02)

(Pard,s)
$08 (S1 par $2,0) = (S par S, 02)

<52,0> = 07

ar?
(Parsos) (S1 par Sz,0) = (S1,02)
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IMP: Blocke und Variablendeklarationen

V € VarDecl :=varx :=a; V|¢
S e Stm:=...|beginV Send

Deklarierte Variablen dvar : VarDecl — pVar
dvar(e) =0
dvar(var x :=a; V)= {x} Udvar(V)
Variablendeklarationsupdate  upd,, : VarDecl x £ — %
updy(e,0) =0
updy(var x :=a; V,0) =upd,(V,o[x — Ald] o])

o(x), fallsxeX

Zustandsrlicksetzun X =
g oX ol {a/(x), sonst

(S,updy(V,0)) — o’

(blockns)
(begin V S end, o) — o'[dvar(V) — o]

Semantik von Programmiersprachen



IMP: Freie Variablen

fvar : AExp U BExp U Stm U (VarDecl Stm) — g(Var)

fvar(begin V § end) = fvar(V S)
fvar(e S) = fvar(S)
fvar(var x :=a ; V S) = fvar(a) U (fvar(V S) \ {x})

fvarz : Stm U (VarDecl Stm) — p(Var)

fvar, (begin V S end) = fvar,(V S)
fvarz (e S) = fvar,(S)
fvar,(var x :=a; VS) =fvar,(V S) \ {x}
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IMP: Variablenumbenennungen

Variablenumbenennung ¢ : Var — Var

Fur S € Stm, V € VarDecl sei x5,y s € Var \ {6(x) | x' € (fvar(V S)) \ {x}}.

(skip)d = skip

(x :=a)d =dx :=ad

(S1; )0 =510 ; S50

(1f bthen S) else $;)0 = 1if bd then S10 else S0
(while b do §)0 = while bd do SO

(begin V S end)d = begin (V ) end

(€8)0 =56

((varx:=a; V) S)o = (xsvs :=ad) ; (VS)o[x — xs5ys]

(analog fur arithmetische und boolesche Ausdriicke)
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IMP: Umbenennungslemma

Lemma Seien S € Stm, 0,0’ € X, § eine Variablenumbenennung
und X C Var mit fvar(S) C X und §(x) # §(x') firx # x’ € X.

Sei o(x) = ¢/(§(x)) fur alle x € X. Dann gibt es fir alle o1 € ¥ mit
(S,0) — o1, €in oy € X mit (84, 0") — 02, sodaB oy (x) = o2 (d(x)) flr
alle x € X, und umgekehrt.

Korollar ~ Seien S € Stm, o € ¥ und ¥’ ¢ fvar(S) \ {x}. Dann gilt

beginvarx :=a; Sx+— x]end ~ beginvarx:=a; Send
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IMP: Prozeduren mit dynamischer Bindung

p € Proc
P € ProcDecl ::=procpS; P|e
SeStm:=...|begin VPSend|callp

Semantische Kategorien
» Prozedurumgebungen PEnv = Proc — Stm
» Konfigurationen (S,m,0) € Stm x PEnv x ¥, o€ X

Prozedurdeklarationsupdate  upd, : ProcDecl x PEnv — PEnv
updp(e,m) =7
updp(proc p S ; P,m) = updp(P,7lp — S])

<S7 ude(Pa 7T)7updV(V7 U)> - 0/

(blockns)
(begin V P S end, 7, o) — o’[dvar(V) — o]

(S,m0) = 0o

(callns) falls 7(p) = §

(call p,m,0) — o
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IMP: Prozeduren mit statischer Bindung

p € Proc
P € ProcDecl ::=procpS; P|e
SeStm:=...|begin VPSend|callp

Semantische Kategorien
» Prozedurumgebungen PEnv = Proc — (Stm x PEnv)
» Konfigurationen (S,m,0) € Stm x PEnv x ¥, o€ X

Prozedurdeklarationsupdate  upd, : ProcDecl x PEnv — PEny
updp(e,m) =7
updp(proc p S ; P,m) = updp(P,w[p — (S,7)])

<S7 ude(Pa 7T)7updV(V7 U)> -0
(begin V P S end, 7, o) — o’[dvar(V) — o]
(S, mplp = (S, mp)], 0) — o

/ )

(blockns)

(callns) falls ©(p) = (S, )

(callp,m,0) >0
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IMP: Speicher

Semantische Kategorien
» Speicherzellen Loc
» Speicher Store = Loc — 7
» Variablenumgebungen VEnv = Var — Loc
» Konfigurationen (S,v,s) € Stm x VEnv x Store, ¢ € Store

Zustandsrekonstruktion state : VEnv — Store — X, statevs =gon

(assignns) (x :=a,v,s) — c[vx — Ala](state v )]
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IMP: Deklarationen mit statischer Bindung

p € Proc
V € VarDecl ::=varx :=a; V¢
P € ProcDecl ::= procpS; Ple
SeStm:=...|begin VP Send|callp
Semantische Kategorien
» Loc =N, new : Loc — Loc, newl=1+1
» Store = (Loc — 7Z) x ({next} — Loc)
» VEny = Var — Loc
» PEnv = Proc — (Stm x VEnv x PEnv)
» Konfigurationen (S,v,7,s) € Stm x VEnv x PEnv x Store

Zustandsrekonstruktion state : VEnv — Store — X, statevs = (m16) o
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IMP: Deklarationen mit statischer Bindung

Prozedurdeklarationsupdate
updp : ProcDecl x VEnv x PEnv — PEnv
updp(e,v,m) =m
updp(proc p S; P,v,m) = updp(P,v,w[p — (S,v,7)])

Variablendeklarationsupdate
updy, : VarDecl x VEny x Store — VEnv x Store
updV(Ev v, §) = (U7 §)
updy(var x :=a ; V,v,q) =

updy, (V,vx — 1),<[l — Alad](state v <)|[next — newl]) mitl= ¢ next

S, v updp(P, V', ),¢") — <"
(blockns) < D pl <) — falls updy (v,<) = (v/,¢)
(begin VP S end,v,m,¢) — ¢

S, v,, mlp — (S,v,,m,)],5) — ¢
(callns) (5,0 Tplp = (S, v ”)]f . falls 7(p) = (S, v, 7))
(call p,v,m,q) =<
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IMP: Referenzen
r € RefExp = x| &x | »r
acAExp:=n|aj+ay|a-ay|ay xay|r

beBExpu=...|ri=n

Semantische Kategorien
» Speicherzellen Loc
» Speicher Store = Loc — LocWZ
» Variablenumgebungen VEnv = Var — Loc

Semantische Funktionen
» R[—] : RefExp — VEnv — Store — (Loc UZ U {1})
Rl vs =<(v(x))
Rlsx]vs =v(x)

Rl*rjve = {C(RM] vs), falls R[r]v¢ € Loc
1, sonst
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IMP: Referenzen
» A[-] : AExp — VEnv — Store — (Z U {L})
Aln]vs = N|n]
Afrjvs =R[r]vs
Alar]vs [bop] Alaz] v,
Alay bop a;] vs = falls AJa1] v, Alax]vs € Z
1, sonst
» B[—] : BExp — VEnv — Store — (BU {_L})
(RInJve =R[r]ve),
falls R[ri]vs, R[rn]vs € Loc vV
Rlri]vs,R[rn]vs € Z
1, sonst

Blri =rn]vs=

Natirliche Semantik (S,v,5) € Stm X VEnv x Store
(aSSignnS) <x =a,v, §> - G[’UX = A[[a]] ’UC]
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IMP: Typen far Referenzen
T € Type ::= int | bool | void | &1

Typumgebungen T'={x;:7,..., %, 7} MitVI <i#j<n.x#x
» Zugriff T'(x) =7, falls x = x;
» Erweiterung T,x:7=TU{x:7},fallsVl <i<n.x#x

(numyp) T'n:int

(varyp) I'ix:7kx:7

FkEr:&r
Dox:7Fex: &7 (ref?

ref! -
( typ) 'k xr:7

typ)

(arithyo) I'tay:int TFap:int it b ( !
ari mit bop € {+, -,
P I'tay bop ay : int P
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IMP: Typen fur Referenzen

(bOOItlyp) I'F nop : bool mitnop € {true,false}
I'bay:int Tkhay:int )
(boolf,,) mit bop € {<=,=
T'Fa; bop ay : bool
b B ) I'E by :bool T F by:bool
00
P I' = by and b, : bool
' b: bool 5 I'tr:m T'kEr:7
(bool,) (booly,,,)
I'Fnot b: bool 'k ri=r:bool
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IMP: Typen fur Referenzen

(skipyp) I'F skip :void
I'kx:7 T'ka:r7
I'kx:=a:void
I'ES;:void TFS;:void

(assigniyp)

(Seqtyp) I'ES;; S :void
(fyo) I'Eb:bool TFSi:void TFS,:void
I'Fif bthen S; else S, : void
) I'Fb:bool T FS:void
(whileyyp)

I'Fwhile bdo S: void
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IMP: Subject Reduction flr Referenzen

» Typisierung des Speichers
(Ntea) < Fveint  (refe) o ST
viin -
sto) ¢ sto sHI: &7
» Kompatibilitdt T > (v,¢)

cFuo(x): &I'(x), falls I'(x) definiert

Lemma  Gelte I'> (v,9).
1.TFr:7=¢FR[r]vs:T.
2. T'Fa:int= Ala]vs € Z.
3. 'k b:bool = B[p]vs € B.
Lemma GelteckH1I : &y Ackz: 1.
Vi € Loc.stFL:m=cli—zlbL:m.
Satz Gelte I' > (v, ).
LFS:void A (S,v,5) = ¢ =T (v,¢).
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IMP: Denotationelle Semantik von Anweisungen

Semantische Relation S[—] : Stm — (X x X)

S[skip] = {(o,0) | 0 € £}
S[x :=a] = {(o,0/x — Afa] o]) | 0 € £}
S[S1; S2] = S[S2] o S[S1]
S[if bthen S else S =
{(o,0") | B[b] o =1t A (0,0") € S[S1]}

U{(0:0) | BIb]o = A (0,0") € S[S:1)
S[while b do §] =

p AW . {(o,0") | B[b]o =1t A (0,0") € Wo S[S]}

U{(o,0) | B[b]o = f})
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IMP: Aquivalenz von denotationeller und natrlicher
Semantik

Satz Far alle Anweisungen S € Stm gilt

S[S] = {(e,0") [ {S,0) — o'}

Korollar Fir jedes S € Stm ist S[S] eine partielle Funktion
X—=3.
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w-vollstandige partielle Ordnungen

Definition Sei (P, C) eine partielle Ordnung und sei X C P. Ein
p € P hei3t obere Schranke von X, falls ¢ C p fur alle g € X. Ein

p € P heiB3t kleinste obere Schranke (oder Supremum) von X, falls p
eine obere Schranke von X ist und fiir alle oberen Schranken p’ von
Xgit:pCp.

Schreibweisen: | | X kleinste obere Schranke von X, falls existent
LIpts--- pat =p1 U Upy

Definition Eine partielle Ordnung (P, C) heif3t w-vollstandig,
wenn jede aufsteigende w-Kette po C p; C po C ... eine kleinste
obere Schranke | |{p, | n € N} in P hat.
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Prabereiche und Bereiche

Definition Eine w-vollstandige partielle Ordnung heif3t
Prabereich.

Ein Prabereich (D, C) heif3t Bereich, wenn es ein Element L, € D
mit 1, C d fOr alle d € D gibt.

Hebung eines Prabereichs P zu einem Bereich P, durch Adjunktion
eines kleinsten Elements |

Definition Ein Prabereich (P, C) hei3t diskret (geordnet), falls
aus p C g folgt, daBB p = g.

Ein Bereich (D, C) heif3t flach, falls aus d C d’ folgt, daB d = 1 p
oderd =d'.

Semantik von Programmiersprachen



Vertauschbarkeit von Suprema

Lemma Seien P ein Prabereich und (py,.) mn)enxn Elemente in
P Mit pyyn Ep pw r, falls m < m' und n < n'. Dann existiert das
Supremum der Menge {p,,» | m,n € N} und es gilt

Lp{pmn | m,n e N} =
Lp{Up{pmn | n € N} [ m € N} =
Lp{Up{pmn | m € N} [ n € N} =
Llp{pnn | neN}.
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Monotone und stetige Funktionen auf Prabereichen

Definition Seien P und Q Prabereiche.
Eine Funktion f : P — Q hei3t monoton, falls fir alle p, p’ € P mit

p Cpp gilt,daB f(p) Co f(p') ist.
Eine Funktion f : P — Q heif3t stetig, falls fir alle w-Ketten

Po Cpp1 Epp2 Ep ... in Pilt:

f(Up{pn | n € N}) :l_lQ{f(P’l) |n€N}.

Lemma Seien P, Q Prabereiche und f : P — Q eine monotone
Funktion. Dann ist f genau dann stetig, wenn fiir alle w-Ketten

po Epp1 Cppa Cp ... in Pilt:

f(Upipn | n € N}) Eg Lpi{f(pn) [ n € N} .
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Funktionsbereiche

Definition Seien P, Q Prabereiche. Dann bezeichnet [P — Q] die
partiell geordnete Menge der stetigen Funktionen von P nach Q mit
der punktweisen Ordnung:

fEpog g <= VYpeP.f(p)Egp)

Lemma Seien P, Q Prabereiche. Dann ist [P — Q] ein
Prabereich und das Supremum einer w-Kette
fo Epp—g fi Ejp—g) 2 Ep—g) --- In [P — Q] ist gegeben durch

Ugp—grfe |7 € N)(p) = L {falp) | n € N}

Ist O ein Bereich, so ist [P — Q] ein Bereich mit dem kleinsten
Element Lp_ ) definiert durch Lp_ g (p) = Lo firalle p € P.
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Stetige Funktionen

Sind P und Q Prébereiche und P diskret, soist [P — Q] = P — Q.

Ist P ein diskreter Prébereich, soist [P — P, ] = P — P.

P, O, R Prabereiche

1.
2.
3.

Jede konstante Funktion f : P — Q ist stetig.

Die Identitatsfunktion id : P — P ist stetig.

Sindf:P— Qundg:Q — Rstetig,dannistgof: P — R
stetig.

Istf : P — Q eine stetige Funktion, dann ist

—of:]Q — R] — [P — R] stetig.

Ist g : O — R eine stetige Funktion, dann ist
go—:[P— Q] — [P — R] stetig.
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Fallunterscheidung

Sei P ein Prabereich und D ein Bereich. Sei
ite : [P — B] — [P — D] — [P — D] — (P — D) definiert durch:

. ) f(p), fallsb(p) =1
ite(b,f,8)(p) = {g(p% falls b(p) — ff

Dann ist ite(b,f, g) flr alle b € [P — B, f,g € [P — D] eine stetige
Funktion von P nach D.
Weiter sind flir b € [P — B und f, g € [P — D]

ite(b,—,g) : [P — D] — [P — D]
ite(b,f,—) : [P — D] — [P — D]

stetige Funktionen.
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Strikte Funktionen

Definition Seien D und D’ Bereiche. Eine Funktionf : D — D'
heif3t strikt, falls f(Lp) = Lp.

Definition Seien P, Q Prabereiche und f : P — Q. Dann ist die
strikte Hebung f| : P, — Q. definiert durch

) lo,, fallsx=lp,
file) = {f(x), sonst '

Definition Seien P ein Prabereich, D ein Bereichund f : P — D.
Dann ist die strikte Quellhebung f, : P, — D definiert durch

1 falls x = L
fm):{l” alsx= e

f(x), sonst
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Fixpunktsatz von Kleene

Satz Seien D ein Bereich und f : D — D stetig. Dann ist

Yof = [p{f"(Lp) [ n € N}

der kleinste Fixpunkt von f.
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IMP: Denotationelle Semantik von Anweisungen

Semantische Funktion S[—]:Stm — [¥ — X,]

S[skip] =id

Slx :=a] = Ao .o[x — Ald] o]

S[S1; S2] = S[S2] , o S[S1]

S[if b then S| else ;] = ite(B[p], S[S1], S[S2])
S[[while b do S]] = Y[EHZL}()‘f 1te(B[[b]],fJ_L o S[[S]], ld))
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Zulassige Eigenschaften und Scott-Induktion
Definition Sei P ein Prabereich. Eine Menge X C P heif3t
zulassig (in P), falls | |, Y € X fir alle w-Ketten Y in X.

Satz Seien P und Q Prabereiche und f,g € [P — Q.
1. Die Menge {p € P |fp Cp gp} ist zuldssig in P.
2. Sind X und X’ zulassig in P, so auch X N X’.

Satz Seien D ein Bereich, f € [D — D] und X zuléssig in D. Gilt
1lpeXundf(d) € X, fallsd € X, soauch Ypf € X.
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Vollstandige Verbande

Definition Sei (P, C) eine partielle Ordnung und sei X C P. Ein
p € P heiB3t untere Schranke von X, falls p C ¢ fUr alle g € X. Ein

p € P heif3t groBte untere Schranke (oder Infimum) von X, falls p
eine untere Schranke von X ist und fir alle unteren Schranken p’
von X gilt: p' C p.

Schreibweisen: []X gréBte untere Schranke von X, falls existent
H{plv"')pn} =D1 M- |_|pn

Definition Eine partielle Ordnung (L, C) heiBt vollstandiger
Verband, wenn jede Teilmenge von L eine gréite untere Schranke
besitzt.
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Fixpunktsatz von Knaster und Tarski

Definition Sei (P,LC) eine partielle Ordnung und f : P — P. Ein
Element p € P heiBt Prafixpunkt von f, falls f(p) C p; ein Element
p € P heiBt Postfixpunkt von f, falls p C f(p).

Satz Seien (L, C) ein vollstandiger Verband und f : L — L
monoton. Setze

m=TxeL|f(x)Cx}.
M={J{reL|xCf)}.

Dann sind m und M Fixpunkte von f; m ist der kleinste Prafixpunkt
von f, M der gréBte Postfixpunkt von f.
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IMP: Variablendeklarationen

SeStm:=...|newvarx :=ain$

Denotationelle Semantik

S[newvarx :=ain Sjo =

(Ao’ € E.0'[x = o(x)]) w(S[S](o[x — Ala] 0]))
Freie Variablen

fvar(newvar x :=a in §) = (fvar(S) \ {x}) U fvar(a)

Freie &nderbare Variablen

fvar, (newvar x :=a in §) = fvar(S) \ {x}
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IMP: Koinzidenz- und Umbenennungslemmata

Lemma Seien S € Stm und 7,0’ € X.
1. Gilt ox = o’'x fUr alle x € fvar(S), dann ist entweder
S[S]o = L = S[S] ¢’ oder es gilt (S[S] o)x = (S[S] o’)x fUr alle
x € fvar(S).
2. Ist S[S] o # L, dann ist (S[S] o)x = ox fur alle x ¢ fvar(S).

Lemma Seien S € Stm, 0,0’ € X, § eine Variablenumbenennung
und V C Var mit fvar(S) C V und 6(x) # o(x') firx #x' € V.

Gilt o(x) = 0/(4(x)) fur alle x € V, dann ist entweder
S[S/d] o' = L = S[S] o oder es gilt (S[S/0] o')(d(x)) = (S[S] o)x flr
allexe V.
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IMP: Abbruch

SeStm:=...|newvarx :=ain S| abort

Erweiterter semantischer Bereich ¥ =Y U {abort} x ¥
Erweiterte denotationelle Semantik S[—] : Stm — [~ — 3 ]
Funktionserweiterungen fir f : & — 3,
fi:S =3, fil=1, fioc=fo, fi(abort,o)= (abort,o)
fi: TS ST fil=1, fioc=fo, fi(abort,o)= (abort,fo)
S[abort] = Ao . (abort,o)
S[S1 7 5] = S[$2], 0 S[S1]
S[while bdo S| =Yg g (- ite(B[b].f. o S[S]id))
S[newvarx :=a in §] =

Ao. (Ao’ € B.0'[x — o(x)])+(S[S](cx — Ala] o]))
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IMP: Ausgaben

SeStm:=...|newvarx :=ain S| abort | out a
Erweiterter semantischer Bereich

Q=7Z"U(Z* x £)UZ>®
WLow «—= W ecQ.uwod=u

Injektionen
v A{Q =02 () =0=1a
Lerm & 2 — §) lierm0 = (07)
Labort © 2 — €2 Laborto = ((abort, o))
bout : Z X 0 — Q tout(n,w) = (n) ow
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IMP: Ausgaben

Funktionserweiterung f: 20 zu f,:2—0Q

f*<n0,...,nk 1>:<n0,‘. ,I’lk_1>
f*<n0,... ng_1,0 > <n0,.. ,nk_1>o(fa)
felno, ... ,mk—1, (abort, o)) = (ng,...,nk_1, (abort, o))
0 =A

fu(no,ni, ..

no,ny, ... )

Funktionserweiterung  f:X =¥ zu f:Q—Q

= <n07 s ,nk71>

<I’l(), cee )nkflvf U>
(ng,...,nx—1, (abort,f o))
(

no,ny, ... )

i (no, - me—

frno, ... m—1,0
fi (no, ..., ng—1, (abort,o)) =
£ (nom ..
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IMP: Ausgaben

SeStm:=...|newvarx :=ain S| abort | out a

Semantische Funktion S[-]: Stm — [X — Q]

S[skip] = tterm
S[x :=a] = Ao . temo|x — Ala] o]
S[[Sl H SQ]] = S[[SQH*OS[[Sl]]
S[if b then S else S, = ite(B[b], S[S:1], S[S2])
S[while b do S| = Ym_q(Vf - ite(B[b], fi o S[S]; tterm))
S[newvarx :=a in §] =
Ao. (Ao’ € B.0'[x — o(x)])+(S[S](cx — Ala] o]))
S[out a] = Ao . tow(A[d] 7, tierm0)

Semantik von Programmiersprachen



Direktes Produkt

Py,...,P, Prabereiche

Direktes Produkt Py x -~ x Py ([Tj<ic, PY)
» Elemente {(p1,...,pn) |VI <i<n.p; € P}

> Ordnung (pl) cee 7pn) EP1><-~~><P,, (pllu s 7p},1)s falls pi EP,' pi far
alel1 <i<n

Projektionen (stetig)
>7r,-:P1><---><Pn—>Pi, TFi(Plv---aPn):Pi

Fortsetzung auf Funktionen f;: Q — Py,....f, : Q — P, stetig

> (flw";fn):Q*)PlX"'XPn! (fla"’vfn)qzoclqa"'afnq)
» Universelle Eigenschaft ;o (fi,...,fu) =f;
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Direktes Produkt

Lemma Seien Q, Py, ..., P, Prabereiche und

f: 0 — Py x---x P, eine Funktion. Dann ist f genau dann stetig,
wenn fir alle 1 <i < n die Funktionen ;o f : Q — P; stetig sind.

Lemma Seien Q, Py, ..., P, Prébereiche und

f: P x---x P, — Q eine Funktion. Dann ist f genau dann stetig,
wenn f in jedem Argument stetig ist; d. h., wenn firalle 1 <i<n

und alle py,...,pi—1,pi+1, - - -, pn die Funktionen P; — Q mit
pi = f(p1,- - Pi-1,Pi,Pit1, - - -, pu) Stetig sind.
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Direkte Summe

Pi,...,P, Prabereiche

Direkte Summe Py +---+ P, (Zlgign P;)
» Elemente {(i,p;) |1 <i<nAp;€P;}
» Ordnung  (i,p:) Cpy+-+p, (j,P}), falls i = jund p; Cp, p;

Injektionen (stetig)
>Li:Pi_>Pl"’_""i_Pns Lipi:(i7pi)

Fortsetzung auf Funktionen f;: Py — Q,....f, : P, — Q stetig

> [fl?"'afn] P+ + Py — 0, [fla'-')fn](iapi) :ﬁpl
» Universelle Eigenschaft [fi,....fu] o =f;
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Funktionenraum

P, Q Prabereiche

Funktionenraum [P — Q)]
» Elemente stetige Funktionen von P nach Q
» Ordnung  f Cip_g g fallsVp e P.fpCp gp

Funktionsapplikation (stetig)
> apply : [P — Q] x P — Q, apply(f,p) =fp

Fortsetzung auf Funktionen (Currying) f: R x P — Q stetig

> curry(f) : R — [P — O], curry(f) rp =f(r,p)
» Universelle Eigenschaft apply(curry(f) r,p) =f(r,p)

Semantik von Programmiersprachen



Hebung

P Prabereich

Hebung P,
» Elemente Puw{l}
» Ordnung pLCp, g, fallspCpgoderp=_1

Einbettung (stetig)
» |—]:P—=Py, |pl=p

Fortsetzung auf Funktionen f: P — Q stetig fir Q Bereich

> fu:PL— 0 fu(l)= Lo, fulp)=r([p)
» Universelle Eigenschaft fi |p| =fp
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Isomorphie von Bereichen

Definition Zwei Bereiche D und E heif3en isomorph, D= E, falls
es stetige Funktionen ¢ : D — E und ¢ : E — D gibt, sodaf3 gilt:
Yo =idp und ¢ o) = idg.
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Striktes Produkt

Dy,...,D, Bereiche

Striktes Produkt Dy ®@--- @D, (®)<i<, Di)

» Elemente
{(dla"'vdn) ‘VI SiSH-J—D,- #dl eDi}U{(J—Dla"wJ—Dn)}

» Ordnung (di,...,ds) Cp,e--en, (d|,....d}), falls d; Cp, d; flr
alel <i<n

Projektionen (stetig, strikt)
> 1 :D1®---®D, — Dy, ﬂi(dlw"adn) =di

Semantik von Programmiersprachen



Strikte Summe

Dy, ...,D, Bereiche

Strikte Summe D @--- @D, (D,<;<,Di)
> Elemente {(i,d:)|1<i<nALlp #dieD}U{L)}
» Ordnung  (i,d:) Cp,e--ap, (j,d), fallsi =jund d; Cp, d,
L Eoie-op, (i,d)

Injektionen (stetig, strikt)
» ,,:D;—D;P---PD,, LiJ—Di =1,ud = (i,d,’) (d,’ 75 J_D,.)
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Strikter Funktionenraum

D, E Bereiche

Strikter Funktionenraum [D — E]
» Elemente stetige, strikte Funktionen von D nach E
» Ordnung fCip_, g g fallsVdeD.fdCggd

Funktionsapplikation (stetig, strikt)
» apply : [D — E]® D — E, apply(f,d) =fd
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IMP: Eingaben

SeStm:=...|newvarx :=ainS|abort |outa|inx

Erweiterter, rekursiver semantischer Bereich

Q= (B+(ZxQ)+(Z— Q).

¥ N
Isomorphismus Q@ —— (X +(Z x Q)+ (Z — Q)) 1

P
Injektionen

lnorm

Labnorm

o L_J © L] © lporm = lterm -
po L_J O L1 © labnorm = labort -
po l_J O3 = lout -

po|—] ot =tip:
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-0
x—-0
(Z x Q) — Q
(Z — Q) - Q

lnorm0 = O

Labnorm?@ = (abort, o)



IMP: Eingaben

Funktionserweiterung f: 20 zu f,:2—-0Q

fila=1lo
filtermo) =f o
f*(babort U) = labort0
Je(tou(n, w)) = tou(n, fuw)
filting) = Lm(AV Jfi(gv))

Funktionserweiterung  f:X =¥ zu fi:Q—Q
fila=la
fT(Lterm o) = tem(f 0)
fT(Labort U) = Labort(f )
fi (tour(n, w)) = tou(n, f w)
S+ (tin g) = Lln(/\v fT(gV))
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IMP: Eingaben

SeStm:=...|newvarx :=ain S |abort |outa|inx

Semantische Funktion S[—]:Stm — [¥ — Q]

S[skip] = term
S[x :=a] = Ao . yermo|x — Aa] o]
S[S1 ; S2] = S[S2], o S[S1]
S[if b then S| else S;] = ite(B[p], S[S1], S[S2])
Swhile b do S| = Yis_q (N .ite(B[D],fi o S[S], tterm))
S[hewvarx :=ain §] =
Ao. (Ao’ € B.0'[x — o (x)])+(S[S](cx — Ala] o]))
S[out a = Ao . tou(Ald] o, tiermo)
Slin x] = Ao . tin(Av . tierm (o [x — v]))
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IMP: Fortsetzungssemantik
SeStm:=...|newvarx :=ain$

Semantische Funktion C[—]:Stm — [¥ — P] — [¥ — P]
Clskip]k =k
Clx :=a] k = Xo.kolx — Ald] o]
C[[Sl H Sz]] R = C[[S]]] (C[[Sz]] KJ)
C[if b then S| else S| k = ite(B[b], C[S1] &, C[S2] )
Clwhile b do 8]k = Ys_p/( A&’ .ite(B[b],C[S] ', k))
Clnewvarx :=ain S|k =

Ao . C[S](\o’ € ¥ . ko'[x — o(x)])(o[x — Ald] o])

parametrisch in Bereich P

FirP=%, Cl[S]ko =k (S[S] o)
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IMP: Fortsetzungssemantik

SeStm:=...|newvarx :=ain S| abort |outa|inx
Cl-]:Stm = [X - Q] - [ — Q] - [ — Q]

Clskip] ki kf = Ky
Cllx :=da] ki ks = Ao . kyolx — Ala] o]
C[S1 ; S2] ke ke = C[S1] (C[S2] ki kt) K
C[if b then S| else $y] ki ke = ite(B[b], C[S1] ki ks, C[S2] ki k)
Clwhile b do S] ki kt = Yn) (A . ite(B[b], C[S] &’ ks, 1))
Clnewvar x :=a in S| ki ke =

Ao . C[SJ(Ae’ . ko' [x = o (x)])

(Ao’ . keo'[x — o (x)])(o[x — Ala] o])

Clabort] ki Kt = Kt
Clout a] ki ks = Ao . tow(Ala] o, ko)

Clin x] Kt kg = Ao . Lin(AV € Z . Ky o[x — V])
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IMP: Ausnahmen

e € Exc

SeStm:=...|begin §; handlee: S; | raisee

C[-] : Stm — (Exc - [¥ - P]) - [¥ = P] = [¥ — P]

Clskip]nk = Ao .ko

Clx :=a]nk = Ao .k(clx — Ala] o)

C[S1; S2)nk = Xo. C[Si]n(\o". C[S2]nko’)o

C[if b then S| else Sy nk = ite(B[b],C[Si1] n k,C[S2] n )
Clwhile b do S[nk = Ys_p(Ax' . ite(B[b],C[S]n ', x))
C[begin S; handle e: S2]nk = C[Si](nle — C[S2] nk]) k

Clraisee]|nk =ne
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ASSN: Syntaktische Kategorien

n € Num
x € Var
X € Log

teTerm:=n | x | X
i+ | h—t6 | 41
Ac€Fm:a=1u | ff
=06 | n<n
‘—|A ’ Al NAp | Al VA |A1:>A2
IVX.A | 3X.A
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ASSN: Freie logische Variablen

flog : Term U Frm — pLog

flog(X) — {X)

flog(t; + 1) = flog(t)y — 1) = flog(#; - 1) = flog(¢;) U flog(z,)
flog(1r) = flog(ff) =

flog(t; = 1) = flog(t; < 1) = flog(#;) U flog(z,)

) = flog(A)
flog(A1 A Az) = flog(A; V Az) = flog(A; = A;) = flog(A;) U flog(A2)
flog(vVX.A) = flog(3X . A) = flog(A) \ {X}
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ASSN: Substitutionen

Substitution ¢ : Log — Term

Fir A € Frm sei X¢ 4 € Log \ J{flog({(X")) | X" € flog(A) \ {X}}.
n¢ = n, x¢ = x, X(=¢X
4] bOp t2) (tIC) bOp (tZC) far bOp € {+7 ] }

(

(t1 bop )¢ = (11€) bop (12€),  fur bop € {=,<}
(—A4)¢ = ~(AQ)

(A1 bop A2)C = (A1C) bop (AxC), flrbop € {A,V,=}
(0X.A)( = 0Xa ¢ A(CIX = Xac]), furQe{V,3}

Analog fir Substitutionen ¢ : Var — Term
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ASSN: Kompositionale Semantik von Termen

Semantischer Bereich
» Interpretationen Val =Log — Z

Semantische Funktion 7[—]:Term — (Val — ¥ — 7Z)

Tn]1o=Nn]

T[x]Io = o(x)

T[X]1o =1(x)

T+ 6]lo=T[u]lo+T[t]Io
Tt —]lo=T[u]loc—T[t]Io
Tt -t]lo=T[t]lo-T[t]1o

Einbettung von AExp in Term (+ — +, — — —, * +— )
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ASSN: Gltigkeit von Formeln
Semantische Relation = C (Val x ¥) x Frm

Iol=1t

LoEt=t, falsTu]lo=T[u]lc
LoEn<t, falsT[u]lo<T[u]lc
ILoE-A, fallsl,o A

I,o =A NA,, fallsl,oc EAjund o EA;
I,o =A VA, fallsl,cEA| oderl,ocfEA;
IL,o EA = A,, fallsl,ol~A oderl,o=A;
I,o =VX.A, fallsI[X—v],c =EAflralleveZ
Lo =3X.A, fallsi[X—v],cE=AflireinveZ

» Erweiterungzu E; C (Valx X ) xFm mit 1,1 A
»IEA — VYoeX.l,oEA
> =A <= VieVa,boecX.l,ol=A

Einbettung von BExp in Frm (true — #t, false — ff, = — =, &C.)
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ASSN: Substitutionslemmata

Lemma Seienl € Vul, 0 € ¥, 1,1 € Term, A € Frm und X € Log.
1. TtX — 1o =T[i]I[X — T[{]10]o0;
2. Lo FAX—1] < IXw— T[t]lo],0 E A.

Lemma SeienI € Val, o € 3, t,' € Term, A € Frm und x € Var.
1. Ttlx — ] To =T[t]Iolx — T[] 10];
2. Lo EAx— 1] <= I oxw— T[t]10] = A.
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IMP/ASSN: Hoare-Tripel fir partielle Korrektheit

Partielle Korrektheitsaussage {A}S{A’} mitA,A’ € Frm, S € Stm

Glltigkeitsrelation I € Val, o0 € 3, A,A’ € Frm
Lo ={A}S{A"} <= (l,o A = [LS[S]o =1 A

» I={A}S{A'} < VoeX.l,okE={A}S{A"}
» E{A}S{A'} < VieWd ocecX.l,0E{A}S{A}

Ableitbarkeitsrelation
» - gemanl Hoare-Kalkil fir partielle Korrektheit
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IMP/ASSN: Hoare-Kalkul fir partielle Korrektheit

(skipnp) ~ {A}skip{A}
(assignnp) {A[x+— al}x :=a{A}

{A}Si{A’} {4} S {A"}

(S€0hp) (A} S5 S {A")
(o) {ANDb}S {A} {AN-D}S{A"}
P {A}if bthen §; else S {A'}
(whilepp) '{A ND}STAY
{A}while b do S{A A b}
(conspp) (1) § {45) falls = A, = A}, EA, = A

{A1}S{A2}
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IMP/ASSN: Korrektheit des Hoare-Kalkuls ftr partielle
Korrektheit

Satz Fur eine partielle Korrektheitsaussage {A} S {A’} qilt

F{A}s{a} = E{A}s{a’}.
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IMP/ASSN: Schwachste liberale Vorbedingung

Extension A € Frm

ext!(A) ={oc € X |I,0 = A}

Lemma Seien I € Val, A,A’ € Frm. Dann gilt

IEA=A < ext/(A) Cext/(4)).

Schwéchste liberale Vorbedingung S € Stm, A € Frm

wip/(S,A) = {oc € X | ,S[S] o =1 A}

Lemma Seien I € Val, A,A’ € Frm und S € Stm. Dann gilt

IE{A}S{A}Y <= ext(A) Cwip/(s,4").
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Godels -Pradikat

Sei X ¢ flog(r) U flog(zp) U flog(t,).

t=tymodt; <= 0<t(HNANO<H A
IX.0<XAX- -1 <A
((X+1)-1<t)ANt=1—X 1

F(tp,1) < 0<t(p AIX.0<XA((to=2-X=t=X)A
(th=2-X+1=1t=0-X))

Godels 5-Pradikat fir ganze Zahlen (X' # X)
,8(1‘0, 1, t, l3) — X’ (X, = tp mod (1 + (1 + lz) . t1) A F(X/, t3))

Lemma Sei (vg,...,v) € Z*. Dann existieren m,n € N, sodaR
faralle 0 <i < kund alle x € Z qilt: 8(m,n,i,x) < x =v;.
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IMP/ASSN: Ausdrucksstarke

Lemma Seien S € Stm und A € Frm. Dann existiert ein
w(S,A) € Frm, sodaf gilt:

VI € Val. ext!(w(S,A)) = wip’(S,A) .

Lemma Seien S € Stm, A € Frm. Sei w(S,A) € Frm, sodaf3
ext! (w(S,A)) = wlp/(S,A) fir alle I € Val. Dann gilt:

F{w(S,A)} S{A} .
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IMP/ASSN: Relative Vollstandigkeit des Hoare-Kalkuls
far partielle Korrektheit

Satz Fur eine partielle Korrektheitsaussage {A} S {A’} gilt

F{A}s{A} = F{A}s{a’}.

Korollar Die Menge {A € Frm | |= A} ist nicht rekursiv
aufzahlbar.

Semantik von Programmiersprachen



IMP/ASSN: Hoare-Tripel fur totale Korrektheit

Totale Korrektheitsaussage [A]S[A’] mitA,A” € Frm, S € Stm

Glltigkeitsrelation I € Val,oc € ¥, A,A’ € Frm
Lo =E[AlSA] — (,oEA = S[S]o# LALS[S]o EuA)

» I =[A]S[A] < VoeX.l,ol[A]lS[A]
» E{A}S{A'} «— VIieVal,ocecXx.l,oF=[A]S[A]

Ableitbarkeitsrelation
» - geman Hoare-Kalkdl fir totale Korrektheit
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IMP/ASSN: Hoare-Kalkul fir totale Korrektheit

Analog zu partieller Korrektheit

_ [ANBAX =1]S[AN(X <1)]
(whilepy) , falsEAAb=0<1t
[A]while b do S[A A —b]

wobei X ¢ flog(A) U flog(r)
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IMP/ASSN: Bereichstheoretische Charakterisierung

Semantische Funktion F[—] : Frm — (Val — ¥ — B)

1t, falls1 A
FlA)Io =< o
, fallsl,oc £ A
Pty Pt - B— {T}J_
1, fallsx=mn T, fallsx=1mn
prXx = PtX =
T, fallsx=j L, fallsx=j

I'={A}S{A} <= (pro FIAT[1)w o S[S] E pro FIA]!
I'=[A]S[A] <= pio FIA]I E (poo FIA] 1)1 o S[S]
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Scott-Topologie

Definition Sei P ein Prabereich. Eine Menge X C P heif3t
Scott-offen (in P), falls mit x € X auch y € X flir x Cp y; und falls
LlpY € X fir eine w-Kette Y C P, so X NY # 0.

Satz Sei (P, C) ein Prabereich und sei &p die Menge der
Scott-offenen Mengen von P. Dann ist & eine Topologie Uber P.

Definition Die Menge ¢p der Scott-offenen Mengen von P heif3t
Scott-Topologie von P.
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Sicherheitseigenschaften

Definition Sei P ein Prabereich. Eine Menge X C P heif3t eine
Sicherheitseigenschaft (von P), falls mit x € X auch y € X flr y Cp x;
und, falls Y C X eine w-Kette ist, auch | |, Y € X ist.

Satz Sei (P, C) ein Prabereich. Eine Menge X C P ist genau
dann eine Sicherheitseigenschaft, falls X eine abgeschlossene
Menge bzgl. der Scott-Topologie &p von P ist.
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Algebraische Bereiche

Definition Sei P ein Prabereich. Ein Element p € P heif3t
endlich, falls fir jede w-Kette (p,)qen in P gilt: Ist

P Cp | lp{pn | n € N}, dann gibt es ein n € N, sodal3 p Cp p,. Die
Menge der endlichen Elemente von P wird mit . (P) bezeichnet.

Definition Ein Prabereich P heif3t algebraisch, falls fir jedes
Element p € P qilt: Es gibt eine w-Kette (e,).cn in £ (P), sodal3
p=lplen | n € N}.
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IMP/ASSN: Sicherheitseigenschaften

Lemma Seien A,A’ € Frm und I € Val. Seien f = pgo F[A’] I und
g = pro F[A] 1. Dann ist

Z={helX—-Xi]|fuohCi_5 8}

eine Sicherheitseigenschaft von [X — X, ].

Z algebraischer Prabereich, falls ¥ abzahlbar
» endliche Elemente h [{c € X |ho# L}| <o
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Scott-Abschlul3

Definition Sei P ein algebraischer Prabereich. Der
Scott-Abschluf3 einer Menge X C P ist gegeben durch die Menge
X={peP|Vee #(P).eCpp=3IxeX.eLpux}.

Lemma Sei P ein algebraischer Prabereich und X C P. Dann ist
der Scott-AbschluB X der Abschluf3 von X bzgl. der Scott-Topologie
Op von P.
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Lebendigkeitseigenschaften

Definition Sei P ein algebraischer Prabereich. Eine Menge
X C P heiB3t Lebendigkeitseigenschaft (von P), falls fur alle
e € #(P) einx € X existiert mit e Cp x.

Satz Sei P ein algebraischer Prabereich. Eine Menge X C P ist
genau dann eine Lebendigkeitseigenschaft, falls X eine dichte
Menge bzgl. der Scott-Topologie &p von P ist.
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IMP/ASSN: Lebendigkeitseigenschaften

(A,A") € Frm x Frm total erfullbar fr I € Val
»VoeX Fl[A]lo=f Vv 3o’ ex. FlA|Io #[ff

Lemma Seien A,A” € Frm und I € Val und sei (A, A’) total
erflllbar fir 1. Seien f = pro F[A'| I, F = pio F[A] 1, g = pro F[A] 1
und G = p o F[A’] I. Dann ist

L= {hE [ZHZL] ‘ FE[Z—EL] G Oh}

eine Lebendigkeitseigenschaft des Prabereichs
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