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Temporale Logik und Zustandssysteme Losungsvorschlag

Aufgabe 6-1 Folgerung und Implikation in LTL+p (2 Punkte)
Beweisen Sie, dass fiir LTL+p Folgendes gilt:

FU{A} =B F =BAANDOA— B.

Losung: Sei F eine beliebige Menge von LETL- Formeln, A und B beliebige Formeln von LETL.

“=": Gelte F U{A} = B. Weiter sei K eine temporale Struktur mit K;(C') = tt fiir alle ¢ € N und alle Formeln
C € . Sei i € N beliebig mit K;(BAAOA) = tt. Zu zeigen ist K;(B) = tt. Wegen K;(BA) =tt gilt K;(A4) =tt
fiir alle j < 4. AuBerdem gilt wegen K, (JA) = tt auch K, (A) = tt fiir alle j > 4. Insgesamt also K, (A) = tt fiir alle
j €N, d.h. =k A. Nach Annahme gilt = C fiir alle C' € ¥, insgesamt also =k C fiir alle C' € F U{A4}. Nach
der Annahme (F U{A} = B) folgt also =k B und damit auch K;(B) = tt.

“<": Gelte F =BAADA — B und sei K eine temporale Struktur mit =¢ C fiir alle C' € F U{A}. Zu zeigen
ist K;(B) = tt fiir alle ; € N. Sei also ¢ € N beliebig. Da nach Voraussetzung K;(A) = tt fiir alle j € N, gilt
offenbar auch K;(HAADA) = tt. Wegen =« C fiir alle C' € F gilt nach Voraussetzung auch =x HAAOA — B,
insbesondere also K;(HAATA — B) = tt und damit K, (B) = tt. Das war zu zeigen.

Aufgabe 6-2 Herleitung von L, -Formeln (3 Punkte)
Leiten Sie die folgende Formel her. Dabei diirfen Sie neben den Axiomen und Regeln des formalen Systems ZETL
auch die abgeleiteten Regeln (prop), (ind2) und

(-6) A—BroA—oSB

verwenden:

cA— AFA.

Losung: Wieso gilt die Beziehung eigentlich? Sei K eine temporale Struktur mit ):K ©A — A.Im Anfangszustand
gilt Ko(©A4) = tt trivialerweise, und mit |5 ©A — A folgt Ko(A) =tt. Induktiv sei K;(A) =tt, und mit K; 4, (64 —
A) =1t folgt Ki11(A) =1t Also folgt K;(A4) =tt firalle i € N, d.h. 5 A.

Die semantische Begiindung zeigt, dass die Existenz eines Anfangszustands wesentlich ist. Daher zielen wir in der
Herleitung auf die Verwendung von (pltl4) und zeigen

O0A— A+ —A— B-0Ofalse

(1 eA—A (Ann.)

2 -4A—-cA (prop)(1)
(3) false — A (taut)

(4) oOfalse — oA —e)(3)
(5) —A— —-ofalse (prop)(2)(4)
6) ——A—A (taut)

(7 ©o—A—0A4 (—©)(6)

®) -~oAd—--0--4 (prop)(7)



9 -o-—-A—--—6-4 (pltll)

(10) —-4A—o6-4 (prop)(2)(8)(9)

(11) —-A— B-ofalse (indpast)(5)(10)

(12) &Sofalse — A (prop)(11)

(13) A (mp)(12)(pltl4)

Aufgabe 6-3 Initiale Giiltigkeit (5 Punkte)
Zeigen Sie:

a) Falls |:K A, dann auch \:?( A.
Losung: Annahme: Es gelte |:K A (fiir eine temp. Struktur K und Formel A).

Zu zeigen: %)( A, d.h. Ko(A) = tt fiir alle temporalen Strukturen K.
Nach Annahme gilt K, (A) =t fiir alle ¢ € N, also auch Ko(4) = tt.

b) |5 A genau dann, wenn |:(|)< OA.

Losung: |:K A

K;(A) =ttfiralle; € N
Ki(4) =ttfirallei >0
Ko(OA) =tt

B 04

Free

¢) ¥ E A genau dann, wenn OJF ':0 A.Dabeisei OF ={00B | Be F}.

Losung:

=: Gelte F = A, zu zeigen ist OF |:O A.
Sei also K eine temporale Struktur mit ):?( LU F fiir alle F' € F, also gilt nach Teilaufgabe (b) dann auch
):K F fiir alle F € F. Mit Annahme F = A folgt ):K A, also nach Teilaufgabe (a) auch |:(|)( A.

<«: Gelte OF |:0 A, zu zeigen ist F | A.
Sei also K = (Mo,M1,...) eine temporale Struktur mit | F' fiir alle /' € ¥, zu zeigen ist |5 A, d.h.

K;(A) =ttfiir alle i € N. Sei nun i € N beliebig gewihlt, und betrachte die Struktur K* = (1;,M;+1,...).
Mit Lemma 2.1.5 folgt ):Kl F fiir alle F' € ¥, und mit Teilaufgabe (b) folgt |:|(()Z OF fiir alle F' € F. Mit

der Annahme OF |:0 A folgt ’:Ei A, also Kj(A) = tt und mit Lemma 2.1.5 damit auch K;(4) = tt, was
Zu zeigen war.

d) E A genau dann, wenn |:0 A.
Losung: Folgt unmittelbar aus Teilaufgabe (f) mit F = 0.

Informell beschrieben: Es ist klar, da aus = A auch |:0 A folgt. Warum gilt |:0 A =} A? Nehmen wir an,
es gilte nicht, also es gibt eine Formel A mit |:0 A und eine Struktur K = (1o, M1,...) mit & A, d.h. es gibt
ein 4 > 0 mit K;(A) = ff. Betrachte nun die Struktur K* = (1;,M;41,...). Offensichtlich gilt Ki(A) = ff, also
béﬁi A, Widerspruch zu |:0 A.

Aufgabe 6-4 Semantik von Lror, (4 Punkte)
Sei SIG = (S, F,P) eine pridikatenlogische Signatur mit

L S= (N},

o F={0&N) succN:N)y,

« P={<NN} (wir schreiben a < b fiir < (a,b)).



Als Abkiirzung sei a < b definiert als (a < bV a = b). Welche der folgenden Formeln sind allgemeingiiltig?
Beweisen Sie Ihre Aussagen.

a) JaVy(z <y) — VyIz(z <y).

Losung: Allgemeingiiltig, informell: Wenn es ein z gibt, daB fiir alle y eine Eigenschaft erfiillt, dann findet
sich natiirlich auch fiir jedes y ein solches z - ndmlich genau das genannte.

Formell: Seien S, & beliebig, gelte IzVy(z < y), d.h. es gilt

SO Favy(z < y)) =1t
gdw. S(gl)(Vy(:c <y)) =ttfiirein & mit § ~, &
gdw. S@”)(az < y) =ttfiiralle & mit &' ~, & fiirein & mit § ~, &’
gdw. £ (z) <> &'(y) fiir alle " mit &' ~,, £” fiir ein & mit & ~,, & (%)

Setze ¢ = &' (z). Nach (x) folgt, daB ¢ <5 &'(y) fiir alle & ~,, &.

also &’ (z) <5 &"(y) fiir ein &’ mit & ~,, & fiir alle & mit &' ~, &
also S(‘;’”)(:c <y) =ttfirein & mit&” ~, & firalle & mit& ~, &
also S&) (3z(z < y)) = tt fiir alle & mit & ~y &

also S© (Vy3z(z < y)) =tt

b) JzVy(y <z)VVzIy(z < y).
Losung: Nicht allgemeingiiltig. Wahle S mit |S| = |S|y = N und

<S="“konstant falsch”

suce® =“plus eins”
Dann gilt

SO(Eevy(y <o) v (VaIy(z < y)) =tt
gdw. S© (3zVy(y < z)) =tt oder S© (VzIy(z < y)) =1t
gdw. S&) (Vy(y < z)) = tt fiir ein & mit & ~* &, oder S&) (Ty(z < y)) = tt fiir alle &), mit & ~, &,
gdw. SE(y < ) =1t fiir alle € mit &) ~, &Y fiir ein &} mit § ~, &)
oder S&)(z < y) = tt fiir ein &] mit &) ~,, & fiir alle &), mit & ~, &
edw. €/ (y) <5 &/(o) fi ale €} mit &) ~, & fir ein & mit & ~, &
oder &) () <° &} (y) fiir ein &) mit &) ~,, &Y fiir alle &), mit & ~,, &)
gdw. &/ (y) = &] (z) fiir alle &} mit &] ~, & fiir ein &] mit & ~,, &
dann insb. &} (y) = &{(z) fiir &} ~ € (g suce(a) fiir ein &) mit & ~g &
und damit &} (z) + 1 = &} () fiir ein &] mit § ~, &
und damit nicht allgemeingiiltig.

Aufgabe 6-5 Herleitungen in der Pridikatenlogik (keine Abgabe)

Beweisen Sie folgende Aussagen fiir das System Xpop. Sie diirfen in Thren Herleitungen nur die Axiome und
Regeln des Systems und folgende Regeln verwenden:

(KP) F(-A—-B)—(B—A),
(KS) A—-B,B—(CHA—-C.



a) AFVzA.
Losung: Wir benennen die Axiome und Regeln von Xpp, und Xpop wie folgt:
(pll) A— (B—A4)

(p12) (A—)(B—)C))—)((A—)B)—)(A—)C))
(p13) ((A — false) — false) — A

(3I)  Au(t) — JzA
(eql) z==z
(eq2) z=y— (A— Au(y))

(mp) A, A—BFB
(part) A — BFdJxA — B falls z in B nicht frei vorkommt (Partikularisierung)

Man beachte, dass VzA eine Abkiirzung von (3z—A) — false ist.

1 A Annahme

2 A— (A — false) (==

(3) —A — false (mp)(2)

4) (Jz—A) — false (part)(3)
b) Fe=y—y=ux.

Losung:

) z=y—y=2)—-(y=y)) (eq2)

@ (y=2)—-(y=y)—>(y=y—y=1) (KP)

B z=y—(y=y—y=1) (KS)(H(2)

@ (=y—@=y—y=2)—(z=y—y=y)—(@=y—y=1) (p12)

G (=y—y=y)—@=y—y=u1) (mp)(3)(4)

© y=y (eql)

N y=y—(=y—y=y) (Pl

® y=y—(@=y—y=1) (KS)(7)(5)

9 z=y—y=z (mp)(6)(8)
Aufgabe 6-6 Einbettung der Temporallogik in Klassische Pradikatenlogik (keine Abgabe)

Gegeben sei eine Sprache Li11.(V) der temporalen Aussagenlogik. Die pridikatenlogische Signatur SIGT =
(ST,FT PT) sei wie folgt definiert:

« ST = {TIME},

. FT — {O(S,TIME) succ(TJME,TIME)}

)

. PT — {<(TIME TIME)} U {W(TIME) L E V).

Eine Struktur S fiir Lrop (SIGT) heiBt Standardstruktur, wenn die Menge N der natiirlichen Zahlen die Triiger-
menge |S| g bilden und wenn 0, succ und < als die Null, die Nachfolgerfunktion und die ,kleiner als“-Relation
auf den natiirlichen Zahlen interpretiert werden.

Zu einer temporalen Struktur K = (19,M1,...) fiir V definieren wir eine Standardstruktur Sk fiir SIG' T durch
TK()=tt  gdw.  mM(v) =tt

fiir alle v € V und alle 7 € N.

Geben Sie eine Ubersetzungsvorschrift an, die jeder Formel F von Li1 (V) eine Formel F von Lrop (SIGT) mit
einer freien Variablen x zuordnet, so dass fiir alle Formeln F', alle temporalen Strukturen K fiir V und alle : € N
gilt: —

Ki(F)=tt  gdw. Fsy F(d),



wobei i den Term bezeichnet, der durch 7-malige Anwendung von succ auf O entsteht.

Losung: Durch die Definition von Sk ist nahegelegt, atomare Formeln v aus Lrpr, durch priadikatenlogische
Formeln 7(z) zu iibersetzen. Die Verallgemeinerung auf beliebige L1711 -Formeln erreicht man durch eine induktive
Definition, welche die Semantik der temporalen Aussagenlogik nachbildet:

ST (v) o(x)
ST(false) = false
ST(F—G) = ST(F)— ST(G)
ST(OF) = (ST(F));(succ(x))
ST@AF) = Vylz<y— (ST(F))a(y))

wobei 2 < y eine Abkiirzung fiir z < y V 2 = y ist. Ubersetzungen fiir abgeleitete Operatoren ergeben sich durch
Einsetzen in diese Definition, z.B. ist

ST(CF) dquivalentzu Jy(z < yA(ST(F)):(y))

Wir beweisen die Behauptung K;(F) = tt gdw. =5, ST(F'),(2) durch Induktion iiber den Formelaufbau von
F. Beachten Sie dabei, dass die Formel ST (F'), (i) keine freien Variablen enthilt, daher gilt insbesondere s,
ST(F). (i) genau dann, wenn =5, ~ST(F), (1) gilt.

F = v : unmittelbar nach Definition von ST'(v) und Sk.

F =false : trivial

F=G—H: Ki(G— H)=tt
gdw. K;(G)=ffoder K,(H) =t
gdw. s, ST(G)z (i) oder =s, ST(H)(2) (nachInd.ann.)
gdw. |=s, ST(G — H), (1) (nach obiger Bemerkung).
F=o0G Ki(0G) = tt
gdw. =5, ST(G)y(succ(s)) (Ind.ann., Sk Standardstruktur)
adw. oy (ST(G)(suce(x)))a (i)
gdw. s, ST(0G).(0).
F=0G K:(OG) =tt
gdw. K;(G)=ttfiralle j > i
gdw. =5, ST(G),(j) firallej > (nach Ind.ann.)
gdw. |=s, Vy(z <y — ST(G).(y))x(i) (weil Sk Standardstruktur)
gdw. g ST(OG), (1)

Abgabe: Mittwoch, den 29.11.2006, vor der Ubung.



