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Temporale Logik und Zustandssysteme Losungsvorschlag

Aufgabe 7-1 Herleitungen in der Priadikatenlogik (6 Punkte)

Beweisen Sie folgende Aussagen fiir das System Xgor. Sie diirfen in Thren Herleitungen neben den in Aufgabe 6-5
hergeleiteten Regeln nur die Axiome und Regeln des Systems Xgor, und folgende Regeln verwenden:

(KP) +(-A—-B)—(B—A)),
(KS) A—-B,B—-CFA—-C.

a) FVzd— Ay(1).

Losung:

(1) -A4,(t)—3Jz—-A @n

2) dz-A—-—-—dz-A (=)

() Ay (t) > ——JznA (KS)(1)(2)
4) (mAL(t) = ——=Fz-A) — (—-Fz—A — AL (1)) (KP)

&) —Fz=A— Au(2) (mp)(3)(4)

Da —3z— A gerade VzA ist, ist die Behauptung damit gezeigt.
b) Ft=1t fiir beliebigen Term ¢.

Losung:

() Va(z=z)—t=t (7-1-a)

Q) z==z (eql)

3) Vz(z==x) (6-5-2)(2)

@ t=t (mp)(1)(3)
¢) Fti=tH —thp=1t fiirbeliebige Terme ¢, t.

Losung:

D z=y—y=z (6-5-b)

2) Vi(z=y—y=2) (6-5-a)(1)

G (Vz(z=y—y=2)—(h=y—y=h) (7-1-a)

@ t=y—y=t (mp)(2)(3)

O Vylh=y—y=t) (6-5-a)(4)

©) (Vyth=y—y=t))—(h=b—t="1t) (7-1-a)

(N t=h—b=1 (mp)(5)(6)
Aufgabe 7-2 Herleitung in der Peano-Arithmetik (3 Punkte)

Die Theorie der natiirlichen Zahlen (die Peano-Arithmetik) hat folgende Axiome:

(PAl)  SUCC(z) #0,

(PA2)  SUCC(z) =SUCC(y) — z =y,

(PA3) 40—z,

(PA4) 2+ SUCC(y) = SUCC(z +y).

(PAS)  z+0—0,

(PA6) zxSUCC(y) = (zxy) + =,

(PAInd) (A, (0) AVz(A — A, (SUCC(2)))) — VzA.



Leiten Sie folgende in der Peano-Arithmetik giiltigen Formeln her. Neben den angegebenen Axiomen und den
Axiomen und Regeln von Xrgr diirfen Sie die (analog wie in LTL gegebene) Regel (prop), zuvor selbst hergeleitete
Formeln und Regeln, die Ergebnisse von Aufgabe 6-5 und Aufgabe 7-1 sowie folgende Formeln verwenden:

(eq3)
(trans)

th =t — t.(t) = t.(2),
th=bAth)=1t—t] = t3.

fiir beliebige Terme t, 1, fp, t3 und beliebige Variable x. (¢, (') ist analog definiert wie A, (¢').)

a) O0+z=u.

Losung: Zunichst leiten wir folgende Regel her:

(subst) Ak A,(t)

ey
2
3)
“4)

A

VzA

Vzd — A (t)
Az (1)

Jetzt die Herleitung der Formel:

(D
2
3)
“4)
®)
(6)
)
®)
€))

0+ s(z) = s(0+z)
O+z=12—s(04+z)=s(z)
0+z=2—0+s(z)=s(zx)
Ve(0+2=2—0+s(z)=s(z))
04+0=0

0+2z=0),(0)AVz(0+z=2— (0+2 =2)(s(z))

Vz(0+2 =1x)
Ve(0+2z=2)—0+z==x
O+z=12

b) Oxxz=0.

Losung:

ey
(©))
3
“)
)
6
(N
®)
©))
(10)
(In

Oxs(z)=(0xz)+0
0xz=0— (0xz)+0=0+0
0+0=0
0xz2=0—(0%x2)+0=0
0xz=0—0xs(z)=0
Vz(0xz=0—0x*s(z)=0)
0x0=0
0x0=0AVz(0xz=0—0xs(z)=0)
Vz(0xz =0)

Vz(0xz=0) —0xz =0
Oxz=0

c) zxs(s(0))=z+z.

Losung:

(keine Abgabe)

(Annahme)
(6-52))(1)
(7-1a))
(mp)(2)(3)

(PA4)(subst)
(eq3)
(D(2)(trans)(prop)
(6-52))(3)
(PA3)(subst)
(5)@)(prop)
(PAInd)(6)(mp)
(7-1a))

(mp)(&)(7)

(3 Punkte)

(PA6)(subst)

(eq3)
(PA3)(subst)
(2)(3)(trans)(prop)
(1)(4)(trans)(prop)
(6-52))(5)
(PAS5)(subst)
(6)(8)(prop)
(PAInd)(8)(mp)
(7-1a))
(mp)(9)(10)

(keine Abgabe)



(1) zxs(s(0))=(x*xs(0))+=z (PAG)(subst)

(2) zxs(0)=(z*x0)+z (PA6)(subst)

3) zx0=0 (PAS)

@ (z%0)+z=0+2x (3)(eg3)(prop)

5) O+z==x (Teilaufg. a))

©6) zxs(0)==z (2)(4)(5)(trans)(prop)

(7N (z*xs(0)+z=z+=x (6)(eq3)(prop)

®) zxs(s(0)=r+=x (1)(7)(trans)(prop)
Aufgabe 7-3 Allgemeingiiltige Formeln in FOLTL (4 Punkte)

Welche der folgenden Formeln von Loy, sind allgemeingiiltig? (Es seien a, b € X und z,y € X.) Begriinden Sie
Thre Aussagen.

a)

b)

)

d)

r=y—0(x=y).

Losung: z = y — O(z = y) ist allgemeingiiltig: Da z, y rigide Variablen sind, ist ihre Interpretation zustand-
sunabhiingig, also ist S&Mi) (z) = & () fiir alle 4, und analog fiir y.

COVzA — Ve OOA.

Losung: allgemeingiiltig: Es sei K = (S, W) eine temporale Struktur, & eine Variablenbelegung und i € Ny
beliebig. Dann gilt:

K® (oOvad) =t

= esgibtj > ¢ mit Kg) (VzA) =ttfiralle k > j

= esgibtj > 1, so dass fiir alle £ > j und alle & mit & ~, & gilt: Kgf/)(A) =tt
L fiir alle &' mit & ~, & gibtes j > 14, so dass fiir alle k£ > 5 gilt: KS/)(A) =tt
— K9 (vzoo4) =t

Die Folgerung () ist richtig, weil “es gibt ... fiir alle” stérker ist als “fiir alle ... es gibt”.

VeOOA — OOVzA.

Losung: nicht allgemeingiiltig: Es sei A die Formel a > x (fiir ein flexibles Individuenkonstante a), S sei
eine Struktur fiir die natiirlichen Zahlen mit S(>) = “groBer als”, und W = (no,M1,...) sei eine Folge von

Zusténden mit M; (@) = 4. Dann ist K(()é) (VzOO(a > z)) = tt fiir beliebige Belegung &, denn fiir jede natiirliche
Zahl z gilt n;(a) > « fiir alle j > z. Jedoch gilt KE)&)(ODV:C a > x) = ff, denn fiir alle 7 ist n;(a) < i.

Bemerkung: Hierbei ist wesentlich, dass iiber eine unendliche Wertemenge quantifiziert wird: Es gilt |=
OOAACOB « OO(A A B), und allgemeiner kommutieren V und OO fiir endliche Wertebereiche.

VoA — OVzA.

Losung: Diese Formel ist nicht allgemeingiiltig. Als Gegenbeispiel betrachte die Formel A = z = @ und die
Struktur K = (S,W) mit |S|y =N, W = (mo,M1,-..) mitn;(a) = 7 und sei & eine beliebige Variablenbelegung.

Dann gilt:
KE)&) (VzO(z =a)) =t
gdw. K (0 (2 = a)) =t fiir alle & ~, &
gdw. fiir alle &’ ~, & gibt es ein 7 > 0 mit KEE"/>(35 =a)=tt

Ni(a)

7

gdw. fiir alle & ~, & gibt es ein i > 0 mit &' (z)
gdw. fiir alle &' ~,, & gibt es ein 7 > 0 mit &'(

z)

Da jedes &'(z) eine natiirliche Zahl ist, gilt die Aussage in der letzten Zeile offensichtlich. Also gilt
K(@ (VzO(z = a)) = tt. Jetzt zeigen wir, dass K(()é)(OVx(:c =a)) =ff.



K (oVa(z = a)) =ff
gdw. Kgé) (Vz(x = a)) =fffiralle s > 0

gdw. fiir alle 7 > 0 gibt es ein &' ~,, & mit Kgm(:r =aq)=ff
gdw. fiir alle ¢ > 0 gibtes ein &' ~, & mit &' (z) # N, (a)
gdw. fiir alle 4 > 0 gibtes ein &' ~, E mit &' (x) # ¢

Die Aussage in der letzten Zeile ist offenbar erfiillt, man kann fiir irgendein j € N, j # ¢ einfach &' (z) = 5
wiéhlen.

Damit gilt insgesamt Ko (§) (V2O A — OVaA) = ff, die Formel ist also nicht allgemeingiiltig.

Abgabe: Mittwoch, den 6.12.2006, vor der Ubung.



