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Temporale Logik und Zustandssysteme Losungsvorschlag

Aufgabe 8-1 Allgemeingiiltigkeit in FOLTL (4 Punkte)
Sei TSIG = (SIG,X,V) eine temporale Signatur. Welche der folgenden Formeln von Lrorry(TSIG)
sind allgemeingiiltig? (Dabei sind z,y € X und a € X.) Beweisen Sie Ihre Antworten.

a) Jz(a#zANd =1z)— (d #a).

Losung: Diese Formel ist allgemeingiiltig. Sei K = (S, W) eine beliebige temporale Struktur fiir
TSIG, sei i € N beliebig und sei £ eine beliebige Variablenbelegung. Dann gilt Folgendes:

Kgg)(zlx(a #FrANd =1x))=tt
= Kggl)(a ZrANa =zx)=ttfirein ~; ¢
= ni(a) # &' (z) und 9i1(a) = ¢ (2) fiir ein & ~; &
= ni(a) # niv1(a)
— Kgg)(a’ #a)=tt
Daraus folgt Kgf)(zlx(a #xNd =1z)— (a # a)) = tt. Nachdem K, £ und i € N beliebig waren,
folgt die Behauptung.
b) OC(a’ # a) — VeOO(a # ).
Losung: Diese Formel ist nicht allgemeingiiltig.

Sei K = (S, W) eine temporale Struktur fiir TSIG mit |[N|s = N, n2;(a) = ¢ und 72,41(a) = 0. Sei &
eine beliebige Variablenbelegung beziiglich S und sein ¢ € N beliebig.

K& (@O0 (a’ # a)) = tt
gdw. fiir alle i > 0 gibt es j > i mit K\, (a) # K\¥(a)
gdw. fiir alle ¢ > 0 gibt es j > ¢ mit n;41(a) # n;(a)

Setzt man j = 2¢ + 1, so gilt fiir ein beliebiges ¢ € N, so gilt wegen j + 1 = 2i + 2 offenbar
nj+1(a) = i+ 1 und n;(a) = 0, insbesondere also 7;41(a) # n;(a) und damit nach den obigen

Ausfithrungen Kgg)(DO(a’ =a)) = tt.

Jetzt zeigen wir, dass Kg’t) (VzOO(a # z)) = ffgilt. Sei ¢’ gegeben durch &'(z) = 0 und &'(y) = £(y) fiir
y # x. Nach der Definition von K gilt Kéﬁ-il(a) = 0 fiir alle 4 € N. Auflerdem gilt nach der Definition
von & auch Kéi;zl(:c) = &'(x) = 0. Also gibt es fiir jedes ¢ € N ein j > 4 (ndmlich j = 2i 4+ 1) mit
Kggl)(a =1z) =tt. Da ¢ ~, &, folgt damit K((f)(ﬂxﬂOD(a # 1)) = tt, also K((f)(VxOD(a # 1)) = ff.

Aufgabe 8-2 Zzhler (3 Punkte)

Gegeben sei die Signatur SIG mit der Sorte NAT, den Konstanten 0,1,2,... der Sorte NAT, den Funk-
tionszeichen 4 (VAT NAT.NAT) yp —(NAT NAT.NAT) goyie dem Priidikatszeichen < (VAT NAT),

Sei a € Xyar und € Xyar. Sei F die Menge aller Formeln von Lror,(SIGT), die im Standardmodell
der natiirlichen Zahlen gelten. Beweisen Sie in dem formalen System Yoy, wobei WFE die Sorte NAT
mit < als < ist:



2)

Fra<zAz=z—aAND0O(d =a+1) - 0(a < z). (keine Abgabe)
Losung: Setze A=a<zAz=z—aAN0(a =a+1).

(1) a<zAy=a+l—-y<z Annahme

(2) y<z—0(y<z) (1t16)

3) a=yANy<zr—a<cx (pred)

(4) ola=y)ANO(y <z)— O(a < 1) (nex)(3)(1t12)(T15)(prop)
(5) a<zAO(a=y)ANy=a+1—0(a<x) (1)(2)(4)(prop)

(6) Fyla<zAnola=y)Ay=a+1)—0(a<uz) (par)(5)

(7) A—3Fyla<zAO(a=y)Ay=a+1) (prop)(1t12)(pred)

8) A—ofa<ua) (6)(7)(prop)
Fra<zAz=z—aANDO(d =a+1) —>0(z—1=2—a). (keine Abgabe)
Losung: Setze A=a<zAz=z—aAO(a =a+1).

1) =z—-—aAN(y=a+1l)—=(z—1=2—1y) Annahme

(2) (z—1=z—-y)—0(z—1=z—1y) (1t16)

B) z-l=z—-y)A(a=y)—(z—1=2z—a) Annahme (oder (pred))
4) o(z—1=z—-y)AO(a=y) —>0(z—1=1—a) (nex)(3)(1t12)(T15)(prop)
6) (=z-a)r(y=a+1)AO(a=y)=0(z—-1=1z—a) (1)(2)(4)(prop)

(6) Fy(z=z—aAy=a+1A0(a=y))—>0(z—1=2—a) (par)(5)

(1) A—3Fy(z=z—ary=a+1A0(a=y)) (pred)(1t13) (prop)

®) A—o(z-l=z-ua) (6)(7)(prop)
Fra=0A0@"=a+1) - Ca=1. (3 Punkte)

Losung: Die Formel leiten wir mit Hilfe der Regel (wfr) her. Da die Regel (wifr) eine Formel
3zA — OB liefert, versuchen wir zunichst Formeln A und B zu finden, fiir die

1. FFa=0A0(e'=a+1) — 3zA sowie
2. FFOB—=Ca=x

gilt und fiir die wir die Prdmissen von (wir) herleiten kénnen. Da a in jedem Schritt um eins erhht
wird, wird offenbar die Zahl z — a in jedem Schritt kleiner. Daher bietet £ — a = z sich als ein
Konjunkt der Formel A an.

Wir wihlen A=a<zAz=2z—aA0(a’=a+1) und B = a = z. Beachte, dass ¢’ = a + 1 eine
Abkiirzung von O3y(0(a = y) Ay = a+ 1) ist. Wir konnen fiir diese Formeln 1. nicht zeigen, da die
linke Seite auch den Fall a = z erlaubt, wogegen dieser durch 324 ausgeschlossen wird. Es ist jedoch
moglich, Fa=0A0(a’ = a+1) = 32zAV B zu zeigen. Zusammen mit F + 324 — OB geniigt
dies, um die Behauptung zu zeigen.

(1) A—odFyO(a=y)ANy=a+1) (1t13) (prop)
(2) A—-oBV(a<zAz—1l=z-—aAO(d =a+1)) (Aufg.

a))(Aufg.b))(1)(T15)(T16)

(3) A—O(BVA(2—1)) (T7)(2)(prop)

(4) O(A.(z—1) = TFzZ(z = 2 AN A,(2))) (1t14) (alw)

(5) QCA,(z—1)—>C(FZ(Z < 2N A,(7))) (T26)(prop)(4)

(6) A—<O(BVIZE<2zAA(Z)) (3)(T18)(5)

(7) 3JzA— OB (

(8) a=0A0("'=a+1)—a=zVIzA (

(9) a=0A00@ =a+1)— BVOB (
) a=0A0(a'=a+1)— OB (



Aufgabe 8-3 Elektronisches Schaltwerk (6 Punkte)

Das folgende Schaltwerk realisiert einen Zéhler modulo 8, dessen aktueller Stand durch die drei Bits v,
v; und vy dargestellt wird.

T o0 X

—‘>O—
; j}z Und-Gatter z=zAy
x>y

y Inverter Yy =

vl | X

L Y
Das Schaltwerk lduft getaktet ab; in jedem Takt werden die drei Bits ausgelesen, ihr neuer Wert ergibt
sich gemifl den angegebenen Verkniipfungen. Die Verzogerungsglieder speichern ein Bit iiber einen Takt.

z Xor-Gatter z=-(z < y)

Verzogerung y' ==z

Verbindung

a) Beschreiben Sie das Schaltwerk durch ein propositionales Zustandsiibergangssystem I
Lésung: Das Schaltwerk wird modelliert durch das propositionale STS T’ = (0, {vg, v1, %2}, S, T)

mit der vollen Zustandsmenge S (d.h. jede Abbildung 7 : {v, v1, %2} — {tt,ff} ist in S enthalten)
und der Zustandsiibergangsrelation T" wie folgt:

n'(w) =tt <= n(w) = ff,
mn)eTlT <« n'(v) =tt <= nv) # n(w),
n'(ve) =tt < n(v2) # n(
Insbesondere ist T (links-)total.

b) Beschreiben Sie die Abldufe von I' durch eine axiomatische FOLTL-Spezifikation A.

Lésung: Die Abliufe von I werden (z.B.) durch die folgenden nicht-logischen Axiome .4 charakte-
risiert.

(SO) Oyg <« —g

(S].) Ov; _\(Ul — 'U())

(82) Qug ﬁ(vg — g N\ 1)1)

¢) Beweisen Sie, dass das Bit v; immer wieder den Wert 0 hat, indem Sie eine Herleitung einer entspre-
chenden Formel aus A angeben; hierbei diirfen die Gesetze (T1) bis (T59) benutzt werden.

Losung: Wir leiten die Formel -y (und daraus O0O—w;) her, durch Fallunterscheidung nach dem

Ausgangszustand.

(1) —v — Oy (T5)

(2) v Av — (v < w) (taut)

(3) v Avg — —On (2)(S1)

4) nAvw— <Oy (3)(T1)(T7)

(5) v A=y — (v < ) (taut)

(6) v A—vg — Ov (5)(S1)

(7)  —wy — Oy (S0)

(8) w1 A —wy — O(vy A ) (6)(7)(T15)

(9) (vt A wg) = OOy (4)(T25)
(10) v Ay — Oy (8)(9)(T24)
(11) G- (1)(4)(10)
(12) OC—n (alw)(11)



Abgabe: Mittwoch, den 13.12.2006, vor der Ubung.



