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12.1 Fixpunkte

= Definition
Sei M eine Menge mit einer (partiellen) Ordnung « < M * M,
f: M — M eine Funktion.
= Ein Wert x, € M heil3t Fixpunkt von f, wenn gilt
Xo = f(Xo)-
=  Wir bezeichnen mit fix f den kleinsten Fixpunkt von f (sofern dieser
existiert), d.h.

« (fixf) «yfurjeden (anderen) Fixpunkt y von f und
* (fix f) ist eindeutig bestimmt.
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Fixpunkte: Beispiele

=  Fixpunkt einer stetigen, monoton wachsenden Funktion uber
dem Intervall [0,1]

1= f(x0)

f(x0)

= Jede stetige, monoton wachsende Funktion f: [0,1] — [0,1] besitzt
einen kleinsten Fixpunkt
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Fixpunkte: Beispiele

=  Fixpunkt einer BNF-Grammatik
Beispiel
= sq -:= “0” | “1” sq
kann als Gleichung zwischen Mengen aufgefasst werden:
= X={0}u{Mx’|x e X},
d.h. wir haben eine Gleichung der Form
= X=E(X)
wobei X eine Variable ist, die eine Menge bezeichnet und
E(X) ein Ausdruck, der X enthalt.
= Losung
My={1...10| n>=0}={1"0 | n >= 0}

M, ist kleinster Fixpunkt bzgl. der Teilmengenordnung c zwischen Mengen
endlicher Worter GUber dem Alphabet {0,1}.
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Fixpunkte: Beispiele

"  Fixpunkte bei rekursiven Funktionen

fun fakt = fn x => if x=0 then 1 else x*fakt(x-1)
hat die Gestalt (mit ¥ = fakt)

T =F(D
wobei

F(F) = fn x => 1Ff x=0 then 1 else x*f(x-1)
bzw..

fun F £ = fn x => 1f x=0 then 1 else x*f(x-1)
ist eine Funktion hoherer Ordnung des Typs (ein Funktional)

(int -> Int) -> Int -> Int
Die Fakultatsfunktion x1! ist (kleinster) Fixpunkt der Gleichung ¥ = F(F)

Allgemein laft sich die Funktion fix zur Berechnung des kleinsten Fixpunkts
eines Funktionals F in SML definieren als:
fun fix F x = F (FIXx F) X vom Typ

fix : (Ca ->"b) -> ’a -> ’b) -> "a -> b
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Partielle Ordnung

= Eine binare Relation « auf einer Menge M heilt partielle Ordnung,
wenn fur alle x, y, z € M Folgendes qilt:

= X 4 X (Reflexivitat)
= X 4 VY, ¥y (X =>x=y (Antisymmetrie)
= X Y,y <4z => x 4z (Transitivitat)
= x e Mist kleinstes Element, wenn x « yfuralley € M.
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Partielle Ordnung: Beispiele

= Naturliche Ordnung: M = N, x €y =>x<Yy; kleinstes Element: 0
= Diskrete Ordnung:
M beliebig, x ¢ y => x =y; fur [M| >1 gibt es kein kleinstes Element
= Teilmengenordnung: M = @ (X), x 4 y=>xcy; kleinstes Element: &
= Flache Ordnung :
M, =Mu{l}, x €y=>x=_1 oder x =y; kleinstes Element: L
Beispiel: N,
0 1 2 3 4 5 6 7 ..

W

1

= Es st Ublich, die partielle Ordnung durch die Tragermenge zu
bezeichnen und immer das Symbol « fur die Relation zu verwenden.
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Ketten und Suprema

= Sei U c X. Ein Element x € X heil3t kleinste obere Schranke oder
Supremum von U (geschrieben sup U), wenn gilt

= uy «xfuralleu e U,
= Fallsu « yfuralleu e U,sogiltx < y
= Eigenschaften

= Sind x, y beides kleinste Elemente, so folgt x = y. Man bezeichnet das
kleinste Element, wenn es existiert, mit dem Symbol L.

= Sind x, y beides kleinste obere Schranken von U c X, so folgt x = y.
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Vollstandigkeit

Sei X eine partielle Ordnung.

= Eine Folge (x;), . y VOn Elementen x; € X heil3t o-Kette, kurz Kette,
wenn x; < X, fur alle i.

= Eine partielle Ordnung X heil3t vollstandig (bzgl. o-Ketten), wenn
fur jede w-Kette (x;) das Supremum von {x; | i € N} existiert. Man
schreibt sup (x;) fur dieses Supremum.

= Eine vollstandige partielle Ordnung bezeichnet man auf Englisch als
o-complete partial order, kurz ®—cpo oder noch kurzer cpo.

= Bemerkung:

Man kann den Begriff der Vollstandigkeit auf gerichtete Mengen
verallgemeinern. Wir brauchen das hier nicht.
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Beispiele

= Alle auf Folie 9 gegebenen Beispiele ausser N sind cpos;
insbesondere sind

= die Potenzmenge ( ¢ (X), < ) mit Teilmengenordnung und
= die flache Ordnung X,

cpos mit kleinstem Element.

= Seien X, Y cpos mit kleinstem Element 1; Z ein cpo. Die folgenden
Konstruktionen liefern cpos mit kleinstem Element:
» [Z->Y]={f.:Z->Y|fstetig} mit
« f «g,wenn f(x) « g(x)furalle x e X
* Kleinstes Element Q(x) = L

= XXY mit
* (X,¥) €« (x0,y0), wenn x « xOundy «y0;
+ kleinstes Element (Ly, Ly)
= X* mit
e [x1, ..., xm] «[y1, ..., yn, wennm=nundxi « yifari=1, ..., m.
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Stetige Funktionen

Seien X, Y partielle Ordnungen. Alle betrachteten Funktionen seien
total.

= f:X —> Y heil3t monoton, wenn fur alle x,y € X gilt:
x <y impliziert f(x) <« f(y).
= Eine monotone Funktion f: X — Y heil3t stetig (bzgl. o-Ketten), wenn
far jede Kette (x.). _ \ 9ilt:
f( sup (X)) c n ) = sup (f(X)); c v )
= Man beachte, dass die Folge (f(x;)); . y Wegen der Monotonie von f eine
Kette bildet.
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Stetige Funktionen

= Beispiele
= Die Projektionen py : X*Y — X, py : XXY — Y sind stetig.
= Sindf:Z—> Xundg:Z—Y stetig, so auch h(z) = (f(z), g(z)).
= Die Applikation. (.): [X > Y]*X — Y ist stetig.

= Istf: X*Y — Zstetig, so ist die “gecurryte” Funktion h: X ->Y > Z
definiert durch h(x) = fn y => (X, Yy) wohldefiniert (liefert also

stetige Funktionen) und aulerdem selbst stetig.
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Fixpunktsatze

*" Fixpunktsatz von Knaster-Tarski*
Sei X ein o-cpo mit kleinstem Element.

Dann besitzt jede monotone Funktionf: X —
X einen kleinsten Fixpunkt.

*Alfred Tarski: A lattice-theoretical fixpoint theorem and its
applications". Pacific J. of Math.5:2: 1955, 285-3009.

*B. Knaster: Un théoréme sur les fonctions d'ensembles.
Ann. Soc. Polon. Math. 6, 1928, 133—134

Bronistaw Knaster
1893-1990

Poln. Mathematiker
Topologie,
Mengenlehre

Alfred Tarski
1901-1983

Pole, Prof. Berkeley
Bedeutender Logiker
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Fixpunktsatze

" Fixpunktsatz von Kleene**: Sei X ein o-cpo mit
kleinstem Element L. Dann besitzt jede stetige
Funktion f : X — X einen kleinsten Fixpunkt fix(f),
namlich fix(f) =4 sup (f(1)), wobei

= fO(x) =L furalle x € X
= fi*1(x) = f(fi(x)) fir alle x e X

= Satz:

Die Funktion fix : (X > X) — X st selbst stetig.

**Stephen Kleene: On notation for ordinal numbers, The Journal of Symbolic
Logic, 3 (1938), 150-155.

Stephen Kleene
1909-1994
Amerik. Logiker
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Operationelle und denotationelle Semantik

Gegeben sei eine formale Sprache L

= Die operationelle Semantik beschreibt die Semantik eines
Ausdrucks von L durch Rechenregeln, die sukzessive angewandt
werden. Wert eines Ausdrucks ist dann das Endergebnis der
Rechnung.
= Beispiel: Substitutionssemantik von SML
= Vorteile: Konkret, einfach verstandlich
= Die denotationelle Semantik weist jedem Ausdruck von L einen
abstrakten mathematischen Wert zu.
= Beispiel: Fixpunktsemantik fur rekursive Funktionen

= Vorteile: Implementierungsdetails werden versteckt, mathematische
Beweismethoden (Gleichungsschliel3en, Abstiegsfunktion, Induktion)
werden verfugbar gemacht.
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12.2 Fixpunktsemantik von BNF-Grammatiken

= Eine einfache Form der BNF-Grammatik hat die Form:
= Endliche Menge A von Terminalsymbolen
= Ein Nichtterminalsymbol S
= Eine Regel der Form
S:=E
wobei E ein Ausdruck ist, der aufgebaut ist aus
* den Terminalsymbolen aus A
« dem Nichtterminalsymbol S

* Ausdrucken der Form
E1 E2 (Konkatenation), E1 | E2 (Alternative), ¢ (,leeres Wort")

= PBeispiele
»1en gefolgt von einer 0“: S ::=,0“1] ,,1“ S
= Palindrome: S ::=¢1| ,,0¢}| ,,1* | ,,0¢ S ,0“| ,, 1* S ,,1“

" Bemerkung

= Allgemeine BNF-Grammatiken erhalt man, wenn man mehrere
Nichtterminalsymbole erlaubt.
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CPO fur BNF-Grammatiken

= (Gegeben eine moglicherweise unendliche Menge A von
Terminalsymbolen. Dann sei ( 2 (A*), < ) der cpo fur BNF-
Grammatiken.
= Die folgenden Operationen uber ¢ (A*) sind monoton und stetig.
= Konkatenaton M1°M2 = {w,w, | w; € M1, w, € M2}
= Vereinigung M1 U M2
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Semantikfunktion fur BNF-Grammatiken

= Wir definieren eine Semantik-Funktion LEJ_,,, die abhéangig von
der Umgebung env jedem BNF-Ausdruck E einen Wert aus ¢ (A*)

zuweist.

. [S:Henv = {8}

= [ST1,,, = env(S)

= [al,, = {a}firaeA

= CE1 E21,, = CE11,, °CE2]

env env env

= CE1 | E21,, = CE11,,, v LCE21,,
= Die Semantik weist jedem Ausdruck E eine stetige Funktion zu, die
wir ebenfalls mit LE1 bezeichnen:
= [E1: p(A%) > p(AY),
= FdralleM e o (A*): LET (M) =4, LE1,,, mitenvM(S)=,,;M
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Denotationelle Semantik fur BNF-Grammatiken

= Die denotationelle Semantik einer BNF-Grammatik der Form
S:=E
ist definiert als kleinster Fixpunkt
fix CET
der zu E gehorigen Semantikfunktion.
= Gemal} dem Satz von Kleene qilt:
fix CET = sup (CETY), _\
wobei
LE1° = &,

CE1**1 =[CET_ . mitenvi(S) = LEI®

envi
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Denotationelle Semantik fur BNF-Grammatiken

= Beispiel
= Die denotationelle Semantik der BNF-Grammatik
S ::=,0°1] ,, 1 S

ist definiert als kleinster Fixpunkt
fix C,,0¢ | ,,1* S1

= Gemal dem Satz von Kleene gilt:

fix C,,0“ | ,,1* SI=sup (LC,0“ | ,,1° SI') _,
wobei

[,,0“],,1¢S1° = &,
[,0“|,1%S1 =L,,0¢],,1S1_,,, (mit envi(S) = &) = {0}
[,,0],,1S32 = [,,0],,1S1_,, (mit envi(S) = {0}) = {0, 10}
[,,0],,1S18 = [,,0],,1S1_.,, (mitenvi(S) ={0, 10}) = {0, 10, 110}

= Also fix C,,0“],,1“S1 = sup (C,,0“],,1S2"), . = {10 | n>=0}
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Denotationelle Semantik fur BNF-Grammatiken
= Beispiel
= Die denotationelle Semantik der BNF-Grammatik
S ::= Pal mit Pal = ¢ | ,,0¢ | ,,1* | ,,0“S,,0“ | ,,1*S,,1*
wird folgendermalien berechnet:
= Gemal} dem Satz von Kleene gilt:
fix CPall = sup (CPal 1), _
wobei
CPal1° = &,
CPalll = CPal1,,, (mitenvi(S) = &) = {¢,0,1}
CPal1? = CLPal1,,, (mit envi(S) ={g,0,1}) =
{¢,0,1, 00,11, 000, 101, 010, 111}
CPal13 = CPall,,, (mitenvi(S) = LPall?) =
{¢,0,1, 00,11, 000, 101, 010, 111, 0000, 1001, 0110, 1111,
00000, 10001, 01010, 11011, 00100, 10101, 01110, 11111}

= Alsofix LPall = sup (CPall?)._y = {w(revw)]|w e {1,0}*}
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12.3 Denotationelle Semantik rekursiver Funktionen

=  Wir betrachten eine einfache Subsprache von SML.

= Typausdrucke

e bool, iInt

 typl * typ2, typl -> typ2
= Wertausdrucke

» Konstanten und Standardfunktionen fur booll und int

* Identifikatoren

e 1T EO then E1 else E2

e fn Id => E

 E1 (E2)

e let val Id = EO in E1

e fun Idl 1d2 = E

= Zur Vereinfachung interpretieren wir nur wohltypisierte Typ- und
Wertausdrucke.
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CPOs fur SML

= Jedem Typausdruck typ ordnen wir eine cpo W(typ)
folgendermalden zu:

= W(i1nt) = {Integer Konstanten} mit diskreter Ordnung
= \W(andere Basistypen) = analog

" W(typl -> typ2)=[W(typl) > W(typ2) ]

"= W(typl * typ2) =W(typl) * W(typ2)

M. Wirsing: Programmierung und Modellierung
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CPO der Umgebungen
= Seil'={x1: typl, .. , Xn: typn}eine Typzuweisung (endliche
Funktion von Bezeichnern auf Typen).

= Eine Umgebung U fur I" weist jedem Bezeichner in dom(I") ein
Element U(x) € W(I'(x)) zu.

= Die Umgebungen fur I' bilden eine cpo Env(I") mit
= U <« UO, wenn U(x) « UO(x) fur alle x € dom(I")

M. Wirsing: Programmierung und Modellierung
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Denotationelle Semantik von SML-Ausdrucken

= Zujedem Wertausdruck E - typ definieren wir eine stetige
Funktion

W(E) : Env(I") -> W(typ),
durch Rekursion Uber den Aufbau von E wie folgt.
= Wir schreiben wie ublich W (E) statt W(E)(U).
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Auswertungsregeln

= |Ist c eine Konstante, so ist W(c) = c,

= |st x ein Identifikator, so ist W (x) = w, falls U(x)= w.
= Beachte: Es muss x in dom(U) sein.
= |st op ein Infixoperator (aber nicht andalso, orelse), welcher
eine Basisfunktion ® bezeichnet, so ist
= W,(E1 op E2)=W),(E1) ® W (E2), falls W,(E1), W (E2) beide
ungleich L.
= Ansonsten ist das Ergebnis L.
= Einstellige Basisfunktionen wie not und ~ sind analog.
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Semantik von Funktionstermen und let

= Sei E eine Funktionsanwendung der Form E1 E2.

1. Wy( E1(E2) ) = W(E1) (W(E2)), falls W (E1), W (E2) beide ungleich
L.

2. Ansonsten ist das Ergebnis L.

Bemerkung: Auch im Fall 1. kann das Ergebnis = L sein,
da W(typl->typ2) = [W(typl) —» W(typ2)]

= SeiE = fn x => EO undT » E - typl -> typ2.

Dann ist W (E) diejenige Funktion, die w € W(typl) auf
Wi ws)(EQ) € W(typ2), abbildet.

"= SeiEvonderForm let val x = EO 1n E1 end.
1. Wy(E) = Wy, wsy(EL), falls W,(EO) = w.
2. Ansonsten ist das Ergebnis L.
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Semantik von 1T, Boole‘'schen Operatoren und Tupeln

= Sei E ein bedingter Term der Gestalt i ¥ EO then E1 else E2.
1. Wy(E) = W (E1), falls W,(EO) = true.
2. W((E) = W,(E2), falls W (E0) = false.
3. Ansonsten ist das Ergebnis L.

= Wy(E1l orelse E2)=W_,(1f E1 then true else E2)
= Wy(E1 andalso E2)=W_,(if E1 then E2 else false)

= SeiE =(E1, E2).
1. Wy(E) = (Wy(E1), W (E2)), falls falls W (E1), W (E2) beide ungleich L.
2. Ansonsten ist das Ergebnis L.
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Semantik rekursiver Funktionen

= Sei E eine rekursive Funktionsdeklaration der Gestalt
fun f x = E1
W/ (E) ist definiert als kleinster Fixpunkt
Fix G mit G = ((Fn F = fnw =W, (e «wiE))
= Gemal} dem Satz von Kleene qilt:
fix G =sup (G"), _
wobei
G0 =Q, (wobei Q(x) = L fur alle x)
Gi*tl = G(Gi+1).
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Beispiel: Fakultat

= Sei E gleich
fun fakt = fn x => 1T x=0 then 1 else x*fakt(x-1)

= W,(E) = fix ® mit
L of)=Ffn w =>
Wisictakt s>, xwsi (1T X=0 then 1 else x*fakt(x-1))

= Esqilt
O(f) (w)=1F w=0 then 1 else w*f(w-1)
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Bestimmung des Fixpunkts

= Wir berechnen ®/(Q):

Es ergibt sich folgende Wertetabelle:

<0 0 3 4 <5
Q 1 1
Q) || L 1 1 1 L
CD2(Q) 1 1 1 1 1
D3Q) || L 1 1 1 1
OHQ) || L 1 6 1 1
P Q) || L 1 6 24 1

= Wir sehen, dass sup (P/(Q)) = Fnw =>w! .
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Zusammenfassung

= Berechnung von Fixpunkten wird in der Informatik in
unterschiedlichen Situationen benatigt, wie etwa zur Beschreibung
der Semantik rekursiver Funktionen.

= Der Satz von Knaster und Tarski besagt, dass jede monotone
Funktion f : X — X einen kleinsten Fixpunkt besitz, falls X ein o-cpo
mit kleinstem Element ist.

= |st f sogar stetig, so laldt sich der kleinste Fixpunkt nach dem
Fixpunktsatz von Kleene als Supremum einer Kette von
Approximationen berechnen.

= Der Satz von Kleene ist auf BNF-Grammatiken anwendbar und
liefert fur diese eine denotationelle Semantik uber dem
teilmengengeordneten cpo der Mengen von Wortern.

= Ebenso dient der Satz von Kleene als Basis fur eine denotationelle
Semantik rekursiver Funktionen und damit von SML.

M. Wirsing: Programmierung und Modellierung
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