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Kapitel 1

Kurze Einleitung

UML Interaktionen beschreiben die Zusammenarbeit und den mdoglichen Nach-
richtenaustausch von Objekten. In UML 2.0 ersetzt eine Variante der High-Level
Message Sequence Charts (HMSC) die vergleichsweise wenig ausdrucksméchtigen
UML 1.x Interaktionen. Eine alltagssprachliche Semantik fiir UML 2.0 Interak-
tionen wurde von der Object Management Group 2005 spezifiziert. Eine Trace-
basierte, denotationelle Semantik fiir diese UML 2.0 Interaktionen wurde von
Storrle 2003 und Cengarle/Knapp 2004 entwickelt. Eine entsprechende operatio-
nale Semantik wurde von Cengarle/Knapp 2005 angegeben. Ein Gleichungskalkiil
fiir Aquivalente positive UML 2.0 Interaktionen wurde von Knapp/Storrle 2006
entwickelt. Schlieflich leisteten Cengarle/Knapp 2007 durch die Spezifikation
einer verteilten operationalen Semantik fiir UML 2.0 Interaktionen eine direkte
Vorarbeit fiir die hier vorgelegte Diplomarbeit.

Eine verteilte operationale Semantik wird {iber denjenigen Kommunikationsak-
ten spezifiziert, welche ein einzelnes Objekt mit seiner Umgebung ausfiihrt. Diese
“Umgebung” eines Objekts kann aus einem gemeinsam genutzten Kommunika-
tionsbereich (“shared memory”) und aus gepufferten, asynchronen Kanélen be-
stehen. Die Grundidee der verteilten operationalen Semantik ist es, die globale
Konfigurationsinformation des Gesamtsystems auf die verschiedenen beteiligten
Lifelines der einzelnen Objekte zu verteilen. Fiir jede Lifeline wird hierbei ein
eigener lokaler Konfigurationsterm verwaltet, wobei die verschiedenen Lifelines
nebenldufig ausgefiihrt werden (Interleaving-Modell). Die Bedeutung bestimmter
Interaktionsfragmente (strict, loop, alt) kann in einer solchen verteilten Semantik
allerdings nur dann korrekt ausgedriickt werden, wenn ein impliziter Mechanis-
mus zur Synchronisation und Kommunikation zwischen den Lifelines vorhanden
ist. Dies macht die Anwesenheit eines gemeinsam genutzen Kommunikations-
bereichs in der Objektumgebung unvermeidlich. Das wesentliche Designziel ei-
ner verteilten operationalen Semantik ist—meben Korrektheit und Vollstandigkeit
beziiglich der denotationellen Semantik—die Minimierung dieser Menge an ge-
meinsam genutzter Information.



Ich m&chte mich an dieser Stelle bei Herrn Professor Dr. Alexander Knapp fiir die
ausgezeichnete Betreuung meiner Diplomarbeit und die stets angenehme und im
besten Sinne spielerische Arbeitsatmosphére bedanken. Der ganze Lehrstuhl PST
zeichnet sich m. E. durch hohe Kompetenz und Freundlichkeit aus. Weil ich be-
reits ein Hochschulstudium abgeschlossen habe, weif} ich aus eigener schmerzhaf-
ter Erfahrung, dass eine solches angenehmes Arbeitsumfeld keine Selbstverstéind-
lichkeit ist. Mein Dank gilt auch Frau Dr. Maria Victoria Cengarle, die zahl-
reiche Ideen und Anregungen eingebracht hat. Ich danke meinen Eltern, ohne
deren geduldige finanzielle Unterstiitzung ich dieses Zweitstudium nicht mit dem
gewiinschen FErfolg hétte abschlieen kénnen. Schliellich danke ich Frau Dr.
Margret Popp, die mich bei der Gestaltung des (kurzen) Literaturverzeichnisses
stilistisch beraten hat. Wir haben das Literaturverzeichnis in einer Variante der
Harvard Notation gehalten, die auf den Vorschligen von Standop/Meyer 2004
und Day/Gastel 2006 basiert.



Kapitel 2

Abstrakte Syntax
und denotationelle Semantik

2.1 Abstrakte Syntax

Die abstrakte Syntax eines Fragments der Sprache der positiven UML 2.0-Inter-
aktionen wird in Ubereinstimmung zu Cengarle/Knapp 2007 definiert. Hierzu sei
eine endliche Menge I von Instanzen und eine endliche Menge M von Nachrich-
ten vorgegeben, deren syntaktische Gestalt unspezifiziert bleibe. Eine Aktion a
(iiber I und M) habe entweder die Form snd(s, 7, m) oder die Form rcv(s, r, m) und
bedeute das Versenden bzw. den Empfang einer Nachricht m € M mit Senderin-
stanz s € I und Empfingerinstanz r € I. Es sei A die Menge aller Aktionen a
iiber I und M. Wir definieren:

a: A — p() w:A—M
a(snd(s,r,m)) = {s} p(snd(s,7,m)) == m
a(rev(s,r,m)) = {r} p(rev(s,r,m)) = m

Im Falle a(a) = {i} heifle die Instanz | aktiv fir Aktion a. Wir identifizieren
Instanzen mit ihren Lifelines und nennen daher o die Lifelinefunktion. Ist [ die
aktive Instanz der Aktion a, so sagen wir auch, dass a auf der Lifeline [ liegt.
Wir definieren eine binére, symmetrische Konfliktrelation = C A x A wie folgt:
a; ¥ ay = alar) Nalag) # 0. Zwei Aktionen stehen demnach genau dann in
Konflikt, wenn sie auf derselben Lifeline liegen.

Die abstrakte Syntax des von uns behandelten Teils der UML 2.0-Interaktions-
sprache ist in Tafel X1l angegeben. Dabei ist a Metavariable mit Bereich A. Wir
haben das behandelte Sprachfragment absichtlich klein gehalten. Als elementare
Interaktionen (Basic Interactions) lassen wir zundchst nur die leere Interakti-
on Empty und einelementige Interaktionen a zu. Wie iiblich gibt es zwei Arten
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I € IFrag := Empty
| a
| strict(1y, I5)
| seq([y, I>)
| par(ly, I»)
| loop(1)

‘ alt([l,lz)

Tafel 2.1: Abstrakte Syntax der Interaktionen (Fragment)

der sequentiellen Komposition von Interaktionen: Bei der strikten Komposition
strict(/, I5) findet jede Aktionen von I; echt frither als jede Aktion von I statt.
Bei der schwachen oder lokalen Komposition seq(/y, I5) gilt nur fiir jede Lifeline [
(jeweils fiir sich), dass jede auf [ liegende Aktion von I; echt frither als jede auf
liegende Aktion von I, stattfindet. Bei der parallelen Komposition par(1y, I5)
werden die Interaktionen I; und I, nebenldufig ausgefiihrt (Interleaving-Modell).
Wir arbeiten mit einer reduzierten Schleifenform loop(7), die semantisch dqui-
valent zu loop(0, 00, I) aus Cengarle/Knapp 2004 und 2005 ist, d.h. es wird
nichtdeterministisch eine Zahl n € N bestimmt und die Interaktion / mit sich
selbst n-mal schwach komponiert. Unsere Schleifensemantik impliziert, dass im-
mer irgendwann ein Schleifenabbruch eintritt. Die Disjunktion alt(/y, I5) fithrt in
nichtdeterministischer Weise entweder die Interaktion I; oder die Interaktion I
aus.

Wir setzen die Lifelinefunktion « rekursiv auf IFrag fort:

a(a) ist schon definiert

a(Empty) =0

a(uop(l)) = «(l) mit uop € {loop}

a(bop(ly, 13)) = a(l;) Ua(ly) mit bop € {strict, seq, par, alt}

Fiir jedes L C T setzen wir IFrag” := {I € IFrag|a(l) C L}. Es ist [Frag” die
Menge aller Interaktionen, die iber der Lifelinemenge L definiert sind.

2.2 Pomsets

Pomsets (partially ordered, labelled multisets) wurden im Jahre 1986 von Pratt
zur Modellierung nebenléaufiger Systeme eingefiithrt. Einige Begriffe zu diesem
flexiblen Konzept seien im Folgenden rekapituliert. Eine gelabelte (d.h. mit La-
bel versehene) partielle Ordnung (Abkiirzung: g.p.O.) ist ein Tripel (X, <x, Ax)

8



bestehend aus einer Menge X, einer partiellen Ordnung <x auf X und einer La-
belingfunktion Ax, die auf X total definiert ist. Ein Isomorphismus zwischen zwei
g.p.O.en (X, <x,Ax) und (Y, <y, Ay) ist eine bijektive Abbildung I : X — Y,
die monoton ist bez. <y und <y, deren Umkehrabbildung ebenfalls monoton ist
und die labelerhaltend ist, d.h. es gilt Ax(z) = Ay ({(z)) fir alle x € X. Ein
Pomset ist die Isomorphieklasse [(X,<x,Ax)] einer g.p.O. (X, <x,Ax). Ein
Pomset p heile endlich, falls ein Représentant (X, <y, Ax) von p existiert, des-
sen Grundmenge X endlich ist. In diesem Falle sind die Grundmengen aller
Représentanten von p endlich. Ein Pomset p heifle linear oder total geordnet
oder Trace oder Tomset (totally ordered, labelled multiset), falls ein Représen-
tant (X, <x,Ax) von p existiert, dessen Ordnung <y auf seiner Grundmenge X
total ist. In diesem Falle sind die Ordnungen aller Reprédsentanten von p total
auf ihrer jeweiligen Grundmenge. Es heifle (X, <y, A\x) eine Linearisierung der
g.p. 0. (X, <x, Ax), falls gilt: <x C <, und <% ist auf X total. Ein Pomset
p heifle eine Linearisierung eines Pomsets ¢, falls p die Isomorphieklasse einer
Linearisierung eines Représentanten von ¢ ist. Wir schreiben ¢| fiir die Menge
aller Linearisierungen von g¢.

Das leere Pomset, das von (0, 0, () représentiert wird, notieren wir als e. Ein Pom-
set p heile einelementig oder Atom, falls es die Isomorphieklasse einer g.p.O.
(X, <x,Ax) mit einelementiger Grundmenge X = {z} ist. Wir identifizieren das
Atom p mit dem Label Ax(x). Seien p = [(X, <x, Ax)| und ¢ = [(V, <y, A\y)] zwei
Pomsets und o.B.d. A. gelte X NY = (). Die Parallelkomposition (concurrence)
von p und ¢, die wir als p || ¢ notieren, ist definiert als [(X UY, <x U <y, AxU\y)].
Die Konkatenation (concatenation) von p und ¢, die wir als p; ¢ notieren, ist defi-
niert als [(XUY, <x U <y U(XXY), AxU\y)]. Fiir jede binére, symmetrische Rela-
tion % auf Labels ist die x-Konkatenation von p und ¢, die wir als p ;»x ¢ notieren,
definiert als [(X UY, (SxU<yU{(z,y) € X xY | Ax(z) = Ay () })*, Ax UAy)].
Das Symbol * bildet die reflexive transitive Hiilled. Es ist einfach zu sehen,
dass die obigen Begriffe wohldefiniert sind, d. h. sie hdngen nur von den Pomsets
p und ¢ ab—mnicht jedoch von der Wahl der Représentanten (X, <x,Ax) € p
und (Y, <y, Ay) € ¢. Es sei noch angemerkt, dass die Konkatenation und die
3s-Konkatenation assoziativ sind und dass die Parallelkomposition assoziativ und
kommutativ ist.

Ein Prozess ist eine Menge von Pomsets. Bildet eine n-stellige Funktion f Pom-
sets auf Pomsets ab, so definiert man die Hebung von f auf Prozesse Pi,..., P,
wie folgt: f(Pr,...,Py) = {f(p1,-..,pn)|p1 € Pi,...,pn € P,}. Z.B. ist
Pl Py = A{p1;xp2|p1 € P1,...,pn € P,}. Bildet eine n-stellige Funktion f
Pomsets auf Prozesse ab, so “klopft” man die Bildelemente der Hebung von f
“flach”, d.h. man setzt f(Py,...,P,) = U{f(p1,---s0n)|P1 € P1,...,pn € P}

!Die reflexive transitive Hiille einer Relation R stellt sich dar als R* := Unen, R", wobei
aus dem Kontext klar sein muss, auf welcher Menge die Identitit R® = id definiert ist. Im

obigen Fall ist dies die Grundmenge X UY des Repréasentanten des zu definierenden Pomsets.



Z.B.ist P| :=J{pl|p € P}. Abschliefiend sei noch die n-te Potenz eines Pro-
zesses definiert. Ist P ein Prozess, so ist P’% := {e} und P"*V% .= P, p"=,

2.3 Semantische Bereiche

Der Bereich D enthalte alle Pomsets [(E,<g,Ag)] mit Ran(Ag) C A, wobei
Ran(Ag) die Bildmenge von Ag bezeichnet. Die Elemente e € E der Grundmenge
eines Reprisentanten (E,<pg, Ag) eines Pomsets p € D nennen wir Ereignisse.
Das Ereignis e bezeichnet eine Ausfithrung der Aktion A\g(e).

Ein Pomset p € D heife lokal linear, falls ein Reprasentant (E, <g, Ag) von p die
Eigenschaft Veq,es € E. (Ag(e1) ® Ap(e2) = €1 <g €3V ey <pg e1) hat, wobei x=
die Konfliktrelation aus Abschnitt EZ1list. In diesem Fall hat jeder Repréasentant
von p die genannte Eigenschaft. Wir setzen P := {p € D | p ist lokal linear} und
T :={p € D|pist eine Trace}. Offenkundig ist ACTCPCDunde e T. Sind
ai,Qs,...,a, € Amitn > 1, dann schreiben wir die endliche Trace a1 ;a2 ; ... ;a,
auch in der Form ajas...a,.

Satz 2.1 Sei p € P beliebig und (F, <g, Ag) ein Représentant von p. Es be-
zeichne Ming die Menge der Minima aus E beziiglich <g. Dann ist Ag| Ming
injektiv.

Beweis. Seien p und (E, <g, A\g) wie gefordert. Seien e;,e; € Ming und gelte
Ae(e1) = Ag(eg). Weil p € P C D ist, gilt Ran(Ag) C A. Somit gilt Ag(e;) =
Ap(ez) € A. Well fiir jede Aktion a € A nach Definition a(a) # 0 ist, folgt
a(Ag(er))Na(Ag(e)) = a(Ap(er)) # 0. Mithin gilt Ag(e1) 2 Ag(ez). Weil p € P
ist, folgt e; <g e V ey <pe;. Wegen eq, es € Ming folgt e; = es. O

Der Satz 21l erméoglicht auf der Menge der Minima eines lokal linearen Pomsets
eine Identifikation von Ereignissen e mit den zugehorigen Aktionen Ag(e), was die
Formulierung von operationalen Semantiken vereinfachen kann. Cengarle/Knapp
2005 verwenden diese Identifikation stillschweigend, was sich darin duflert, dass
Ereignisse und Aktionen gelegentlich durch ein und dieselbe Metavariable e dar-
gestellt werden. Wir folgen diesem Vorgehen nicht und benutzen stattdessen
getrennte Metavariablen a fiir Aktionen und e fiir Ereignisse.

Die Lifelinefunktion o werde auf IFrag U D fortgesetzt, indem fiir jedes p =
[(E,<p,Ag)] € D per definitionem a(p) = J.cp a(Ae(e)) gelte. Ist P C D ein
Prozess, dann setzen wir a(P) = [J,cpa(p). Fir jede Lifelinemenge L C I ist
die Restriktionsfunktion restr(L) : p(D) — (D) definiert durch restr(L)(P) =
{p € P|la(p) N L = 0}. Die Restriktionsfunktion restr(L) entfernt aus einem
Prozess P € p(DD) alle diejenigen Pomsets, die eine Aktion enthalten, welche auf
einer der Lifelines aus L liegt. Wir schreiben auch P[L] fiir restr(L)(P). Es gilt
a(P[L]) C «(P) \ L.
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2.4 Denotationelle Semantik

Wir rekapitulieren eine Trace-basierte, denotationelle Semantik fiir Interaktions-
fragmente, die von Storrle 2003 und Cengarle/Knapp 2004 entwickelt worden ist,
und stellen sie in einer konzisen Fornfl dar:

D[-] : TFrag — p(T)

D[Empty] = {e}

Dla] = {a}
District(Iy, I5)] := D[] ; D[]
Dlseq(/1,I5)] = (D[L] = D[L:])]
Dlpar(li,I2)] = (D[4] || DL])L
Dlloop(1)] = Unen, (PL])"5)1
Dlalt(l1, )] = D[L]UD[L]

Fiir jede Interaktion I € IFrag ist D[I] die positive Erfiillungsmenge von I, d. h.
es ist die Menge aller Traces t € T, welche die Interaktion I positiv erfiillen.
Durch strukturelle Induktion iiber I sieht man leicht, dass fiir alle I € IFrag gilt
a(D[I]) = a(1).

Anmerkung: Das Pomset D[] || D[/2] liegt i. A. nicht in P. Doch zumindest
im Bereich D sind alle Teilausdriicke wohldefiniert.

Beispiel 1 Seien l1,l, € 1, I; # Iy, my,my € M. sd Bspl
Wir setzen a := snd(ly,ly,mq), b := rev(ly, Iy, my),
¢ :=snd(ly,la, m2), d := rev(ly, Iz, ms). Die abstrak-
te Syntax des rechts angegebenen Interaktionsdia- h Iy
gramms ist Bspl := seq(strict(a, b), strict(c, d)). : :
Es gilt: D[Bspl] = [aDy-., m %'_—@
= (D[strict(a, b)] ;s D[strict(c,d)])] : :
= ((Dlal ; D[O]) 15 (D[] ; D[d]))! oy
= (({a}: {0} = (e} )] PSR \
= (ab s Cd) | I
= (a;(b][c);d)] | |
={a bcd acbd}.

2.5 Prozesse und Lemmata

Fiir jeden Prozess P C D und jede Aktion a € A ist der linke Quotient P/ a
definiert als der Prozess {p € D|a;p € P}.

2Die hier angegebene konzise Form der Semantik stammt aus Cengarle/Knapp 2007.
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Lemma 2.2 Seien P, P;, P, C D Prozesse, a € A und L C 1. Es gilt:

(Pl ;PQ)l = (Pll) ; (PQl)

(Priz o)l = (Priz (R2))] = ((P1l) = 2) | = (P1]) 5= (P21))]
(P R)l = (P ]| (RU) = () | P2) = ((P]) [ (P2)))L
(PIL])] = (P])[L]

(AU R = (Pl)U(Rl)

D\ P)] € (D\ (P]))]

(P/a)l C(Pl)/a

PCT = Pl =P

PN O W

Beweis. Wir wollen hier nur fiir zwei Teilaussagen die Beweise ausfiihren.
Zu Teilaussage 2, erstes Gleichheitszeichen:

Z.z.: (Prig )| = (Priz (P2l))]

Z.z.. U{pllp € Prim P2} = U{pl|p € Pz (P2])}

Zoz.: {(prsp)lpm€e PiAp € By =U{(pisxsto)l|p1 € PNt € P}
Die rechte Seite der letzten Gleichheitsbeziehung formen wir weiter um. Es gilt:

Ullpisto)l Ip € PAAt € Pyl =

Ul t2)l | pr € PL Aty € U2l [p2 € Po}} =
Ul(pisssto)l |pr € PLAps € Py Aty € pol} =
U{U{(p1sss t2)l [ 2 € pol} | p1 € PL Aps € Pa}.

Bei einem Vergleich mit der linken Seite der zu zeigenden Gleichheitsbeziehung
erkennt man, dass es geniigt, die folgende Aussage zu zeigen:

Z.z.:¥p1,p2 €D (prizp2)l = U{(Prixst2)l T2 € p2l}

Seien p1, po € D beliebig. Fiir die Pomsets p; und ps wéhlen wir Repréasentanten,
so dass gilt: p; = [(E1, <1, \1)] und py = [(F2, <2, \2)] und E; N Ey = (. Es gilt
D1 P2 = [(E, <1.z2, A)], wobei definiert ist £ := E; U Ey und A := A\; U A\s und
§1;§2 = (Sl U<su {(61,62) c E1 X EQ | )\1(61) = )\2(62)})*.

“C” Seit € (prizp2)l, dhoesgilt t = [(E,<,A\)] mit <;.20 C < und < total
auf E. Zu zeigen: Ity € po| .t € (p1ixta)|. Wir setzen ty 1= [(Ea, <), A2)]
mit <, := <N (Ey x E). Dann ist <} eine totale Ordnung auf E,. Es gilt
<o € <iixo © <0 Somit gilt <o = <o N (Ey X Ey) € <N (By x Ey) = <5 und
daraus folgt t5 € po|. Es bleibt zu zeigen: t € (p1 ;5 ta2)l

7.7.: (Sl U SIQ U{(el,eg) € E1 X E2 | )\1(61) $=3 )\2(62)})* Q S

Das ist klar. Denn falls ein Schritt (e;,e;41) € <3 U <, U... nicht aus <; U <,
U...ist, dann ist er aus </, und somit aus <.

“D" Seit € U{(p1i=t2)l|ta € pal}. Es gibt to € po| mit ¢ € (p1cte)]. Aus
ty € pol folgt: to = [(Ea, <4, A2)] mit <o C <) und <), total auf E,. Aus
t € (p1ixsta)l folgt: t =[(E, <, A)] mit (<, U<5U...)" € < und < total auf E.

12



Aus <5 C < folgt (<7 U < ULL)* C (< U <G UL € <. Mithin gilt
t € (p1ixsp2)l-

Zu Teilaussage 6:

Z.z.Vte (D\P).te(D\(P]))!

Seite (D\ P)|. Also gibt espe D\ P mit ¢ € p].
Z.z.. 3p e D\ (P]).tep].

Fall 1: p ¢ P|: Dann setzen wir p’ := p. Fertig.

Fall 2: p € P|: Dann ist p eine Trace und somit ¢ = p. Auflerdem kann p weder
gleich € noch einelementig sein, denn andernfalls wire p € P. Widerspruch. Also
gilt p = [(F, <, A\)] mit |E| > 2 und < total auf E. Wir setzen <":= {(e,e)|e €
E} und p' = [(E, <", N)]. Weil <' C < und < total auf E ist, folgt t = p € p'|.
Weil |E| > 2 ist, ist p’ keine Trace und somit p’ ¢ P|. O

Anmerkung: Die Gegenrichtung der Teilaussage 6 von Lemma P22 gilt nicht. Fiir
ein Gegenbeispiel setze man P := {a|| b,ab,ba}. Dann ist P| = {ab,ba} und
somit a||b € D\ (P]). Folglich ist ab € (D \ (P]))]. Doch andererseits ist
ab¢ (D\ P)|. O

Lemma 2.3 Seien P, P;, P, C ID Prozesse, a € A und L C I. Es gilt:

(P R) fa=((P1/a); R)U((Pin{e}); (P~ /a))

PLRCT = (P P)]/a=((P1/a)x )] U(Pla(a))x (P/a)l
PR CT = (P R)/a=((P/a)||R)IU(P | (P/a))l

- (PIL]) Ja=A{elafa)N L =0};(P/a)lL]

. (P1UP2)/a:(P1/a)U(P2/a)

. (D\P)/a=D\(P/a)

O O = W N+~

Beweis. Bewiesen sei hier nur die zweite Teilaussageﬁ.
Z.z. PL,P, CT = (P P)|/a=((P1/a)xP)|U(Pafa)] = (P2/a))l
Zoz: Vit €T (b ta)l /o= (({t1}/ a) sz {t2}) LU ({ti}ea)] i ({£2} / @)l

Seien t1,ty € T beliebig. Fiir die Pomsets ¢; und ¢, wihlen wir Reprasentanten,
so dass gilt: t; = [(F1, <1, A\1)] und ty = [(Es, <5, \9)] und EyNE, = (). Es ist <;
total auf F; und <, total auf Ey. Es gilt ¢; ;5 to = [(F, <i.z2, A)], wobei definiert
ist £ := E;UFE und §1;§2 = (Sl U<y U {(61, 62) € By x Ey | )\1(61) = )\2(62)})*
und A = A U As.

“C” Sei t € (t1ysta)]l /a baw. a;t € (t1;xt2)]. Es folgt a;t = [(E, <, \)]
mit <jy.590 € < und < total auf £. In der Grundmenge E des Représentanten
(E,<,)\) des Pomsets a;t gibt es ein Ereignis ¢y € E, so dass gilt: A(eg) = a

3Der Beweis der dritten Teilaussage ist methodisch dhnlich. Wegen der Beweise der restlichen
Aussagen siehe Cengarle/Knapp 2005.
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und ey < e fir jedes e € E. Ferner gilt t = [(E', </, X)] mit £ := E \ {ep} und
<=<N(E x E)und X = \[E".

Fall 1: eq € Eq:
Z.z.:t€ (({ti}/ a) ;= {ta})!l

Z.z7.: t € (t] ;3 t2)| mit einem ¢} € {t1} / a
Z.7. E|t,1 € Ta,t’l =t NTE (tll ,;gtg)l

Wir setzen t) := [(E], <}, A])] mit B} := Ey \{eo} und <} := <;N(E] x E}) und
A= A [E]. Weil <; totale Ordnung auf FE; ist, ist <} totale Ordnung auf EJ.

(1) Zu zeigen: a;t) =t

Die Aktion a wird mit dem Atom [({eo}, {(eo,€0)}, {(€0, a)})] identifiziert. Somit
gilt a;t) = [(EY, <, \])], wobei definiert ist E} := {ey} U E] = E; und \] =
{(e0,a)} UN, = {(eg,a)} UM TE] = A und <7 := {(eg,€0)} U <) U{eg} x E.
Es geniigt zu zeigen, dass gilt <! C <;: Weil <; total auf E; ist, folgt mit
Widerspruchsbeweis, dass gilt <N (E; x Ey) = <;. Es folgt {eg} x E; C <; und
< N(E x{eo}) = 0. Also gilt <! = {ep} x E1U<] = {eg} x EyU(< N(E] X EY))
= (S1N({eo} x E1)) U (<N (B x EY)) U (<10 (B x {eo})) = <.

(2) Zu zeigen: t € () s t2)]

Es gilt t = [(E', <, X')]. Dabei ist <’ totale Ordnung auf E’. Es gilt | ;xx to =
[(E", <, )] mit <jp o= (Sh U< U{(e1,€2) € Ef x Bz | N(e1) 2 Aa(e2)})".
Zu zeigen bleibt < ., € <"t Esgilt (1) <) C<GN(E' X E') C <o N(E' X EY)
C<N(E'xE)=<" Esgilt (il) <o = <oN(E'xE') C <1.22N(E'x E') C <N
(El X E/) = Sl. Ferner gllt (111) {(61, 62) € Ei X E2 | )\'1(61) = )\2(62)} = {(61, 62) €
E1XE2 | )\1(61) = Az(ez)}m(E/XE/) - §1;§2H(E’><E’) - SQ(E,XE,) = S,. Aus
(i), (ii), (iii) und der Tatsache, dass <’ reflexiv und transitiv ist, folgt <}.., € <'.

Fall 2: eg € Es:
Z.z.: t € ({ti}a(a)] = ({ta} /) a))l

Z.z.. afa)Na(ty)) =0 A FtheT.asth=tys Nt E (t1;th)]

Angenommen es wire a(a) Na(t) # 0. D.h. es ist a(a) N, cp, @(Aile1)) # 0.
Also gibt es ein e; € Ey, so dass a(a) Na(Ai(er)) # 0. Weil a = Ag(ep) ist, folgt
a(Aa(eg)) Na(Ai(er)) # 0. Es folgt Ai(e1) = Aa(eg). Hieraus folgt e; <j.22 €
und somit e; < ey. Andererseits gilt eg < e;. Mit der Antisymmetrie von < folgt
e1 = ep. Demnach wire F; N By # (). Widerspruch. Der restliche Beweis zu
Fall 2 ist analog zu Fall 1.

“2" Essei 0.B.d.A. t € ({t:1}[a(a)] ;= ({t2}/ a))]. Dann gilt a(a) Na(t;) =0
und es gibt ¢, € T mit (1) a;t) =t2 und (2) ¢ € (t1:5 t5)]. Aufgrund von (1)
und ty = [(E2, <s, A2)] gibt es ey € Es, so dass gilt \y(eg) = a und ey <, e fiir
jedes e € Ey. Es gilt th, = [(ES, <4, \,)] mit E} := Ey \ {eo} und N, := A\y[E} und
< o= <o N (B x Ey). Folglich ist ¢y 535ty = [(E', <50, A')] mit B := £ U B
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und V= A UM, und <)y o= (S1U S U{ (61, e2) € By x By | A(er) = Ay(e2) })™
Wegen (2) gilt t = [(E', </ N )] mit <{.., € <" und <’ totale Ordnung auf £'.
Z.7.. a ,t € (tl 3 tg)l
Es gilt a;t = [(E,<,\)] mit < := {(ep,e0)} U<"U{ep} x E'. Es ist < total
auf E. Zu zeigen bleibt <;.:» C <0 Es gilt (i) < € <., € </ C <0 Es gilt (i)
<2 € {(eo, 60)} U ({eo} x ES) U (<N (BS x B4)) C {(e0, 0)} U ({eo} x E) U<} =
UL € U< =< Sei nun (eq,e2) € By X By und gelte Ai(e1) = Az(ez).
Well ala )ﬂ(x(tl) 0 ist, folgt ey # eg bzw. ey € Ej. Daraus folgt (e1, e2) € <749
und somit (e, ey) € <. Also gilt (iii) {(e1,e2) € By X Ey| A1(er) &= Aa(eg)} C <.
Aus (i), (ii) und (ili) und der Tatsache, dass < reflexiv und transitiv ist, folgt
<1z € <. U

Lemma 2.4 Seien P, P;, P, C D Prozesse und L C I. Es gilt:

c€ (P P)<= (ceP)N(ce D)
c€ (P P) <= (ceP)N(c€P)
ce(P||P) <= (ceP)N(e€P)
e € (P[L])<=c€P
ce€EP<«—=c€eP|

Lemma 2.5 Seien P, P, Py, P/, P, P, C D Prozesse und L, L' C I. Es gilt:

P, CPIANP,CPy= (P P) C (P P;)
PICPIANP,C P = (P||P)C(P|FR)
PCPALDL = (PIL) C (P[L)
PLCP AP, CP,= (PUPR)C (P UP)
PO P = (D\P)C(D\PF)

PCP =P|CP|

Ok Yo

No Ot W

Die Beweise der Lemmata 2241 und sind trivial.

Lemma 2.6 Seien P, P;, P, C D Prozesse, L C T und n € Ny. Es gilt:

1. (PANP);PC (P ;P)N(P;P)
2. (P1; R)[L] = (Pi[L)) 5 (P[L])

3. (P ) [L] = (PA[L]) 35 (P2[L])
4. (P || R)[L) = (RA[L]) || (P[L])
5. (PrU R)[L] = (P[L]) U (P»[L])
6. (P"=)[L] = (P[L])"=

Auch dieses Lemma sei hier nicht bewiesen, sondern lediglich dargetan, dass die
Gegenrichtung der ersten Teilaussage nicht gilt. Fiir ein Gegenbeispiel setze man
P = {b} und P, := {bc} und P := {c,cc}. Dann gilt (P;P) N (P;P) =
{be, bee} N {bee, beee = {bee}. Andererseits ist Py N P, = () und folglich auch
(PPN P); P =0. O
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Die fehlende volle Distributivitdat von Konkatenation und Schnittbildung von Pro-
zessen hat leider zur Folge, dass das Lemma 6 aus Cengarle/Knapp 2005 und
das daraus resultierende Vollstandigkeitsresultat zusammenbricht. Fiir ein Ge-
genbeispiel setze man S := not(strict(not(alt(ab, abc)), alt(c, cc))) mit paarweise
verschiedenen Aktionen a,b, c und betrachte die Trace t = abce.
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Kapitel 3

Globale operationale Semantik

Wir setzen A, := A U {7} wobei 7 die stille Aktion ist. Das Symbol U bedeutet
die Vereinigung zweier disjunkter Mengen. Der Bereich D, enthalte alle Pomsets
[(E, <g,Ap)] mit Ran(Ag) C A,. Wir setzen (1) := () und fassen die Konflikt-
relation 3 aus Abschnitt 1] als Relation auf A, auf. Somit ist der Begriff der
lokalen Linearitat aus Abschnitt fiir alle Pomsets aus D, wohldefiniert. Wir
setzen P, := {p € D, |p ist lokal linear} und T, := {p € D, |p ist eine Trace}.
Die Lifelinefunktion a fassen wir nun als Funktion auf I[Frag U D, auf.

3.1 Konfigurationen und Transitionen

Eine Konfiguration der globalen operationalen Small-Step-Semantik ist eine Inter-
aktion I € IFrag. Die einzige Endkonfiguration ist Empty. Transitionen haben
die allgemeine Form I %, I’ mit I,I’ € IFrag, I # Empty und @ € A,. Die
Regeln der globalen operationalen Semantik werden in Abschnitt behandelt.

3.2 Syntaktische Restriktionsfunktion

Diejenigen Regeln einer operationalen Semantik, die die schwache Komposition
seq(/1, I2) betreffen, konnen nur dann beziiglich der denotationellen Semantik
korrekt sein, wenn sie gewéhrleisten, dass nach Ausfithrung einer Aktion a der
Interaktion Iy keine mit a in Konflikt stehenden Aktionen @’ der Interaktion
I; mehr ausgefithrt werden konnen. Wenn in der Interaktion /; ein nichtdeter-
ministisches Entscheidungskonstrukt (alt oder loop) enthalten ist, dann kann es
geschehen, dass nach Ausfiithrung einer Aktion a der Interaktion I in der positi-
ven Erfiillungsmenge von I; sowohl Traces existieren, die eine mit a in Konflikt
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stehende Aktion a’ enthalten (Typ 1), als auch solche Traces, die keine solche Ak-
tion enthalten (Typ 2). Vollstandigkeit des Regelsystems setzt voraus, dass die
Traces vom Typ 2 nicht verworfen werden, nur weil Traces vom Typ 1 existieren.

Eine elegante Methode zur Formulierung eines korrekten und vollstdndigen Re-
gelsystems zur schwachen Komposition beruht auf einer Funktion Ry, die einen
gegebenen Interaktionsterm I syntaktisch so umformt, dass aus seiner positiven
Erfiilllungsmenge alle Traces beseitigt werden, die mindestens eine Aktion enthal-
ten, die auf einer der Lifelines einer gegebenen Lifelinemenge L liegt. Ublicher-
weise wird dies erreicht, indem man Ry () := restr(L, I) setzt, wobei restr(L, )
ein besonderes Kapselungskonstrukt ist, dessen denotationelle Semantik gemé&fl
Direstr(L,I)] := D[I][L] definiert wird. Weil wir das Design unserer Interakti-
onssprache absichtlich schmal gehalten haben, steht uns ein solches Kapselungs-
konstrukt nicht zur Verfiigung. Eine Funktion Ry mit der o.g. Eigenschaft kann
aber auch ohne ein solches Kapselungskonstrukt definiert werden. Hierzu gibt es
verschiedene Moglichkeiten, die in Abschnitt diskutiert werden.

Zur Formulierung der globalen operationalen Semantik wéhlen wir eine Variante,
die keine Erweiterung der Interaktionssprache IFrag erforderlich macht. Fiir jedes
L C 1 definieren wir:

Ry : IFrag U {None} — IFrag U {None}

Rz (None) := None
Rz (Empty) = Empty
a f.a(a)NL=10
Re(a) o {None andernfalls
trict I I f. I N A I N
Ry (strict(1, o)) = { 1€ (Re(11),Rr(I2)) f Rrp(l1) # None A Rr(I2) # None
None andernfalls
Rr(seq(l1,12)) analog zu strict
Rr(par(11,13)) analog zu strict
loop(R (1 f. Rp(I None
fooon(n)) o J190P(RL(D) L) #
Empty andernfalls
aIt(RL(Il),RL(Ig)) f. RL(II) 7& None A RL(IQ) 7§ None
I f. I N A Is) =N
Ru(al(h, b)) = § RO fully 7 one 1 T () = one
Rz(I2) f. Rr(I1) = None A Rr(I2) # None
None andernfalls

Das Symbol None, das in der Definition von Ry auftritt, ist kein Bestandteil der
Interaktionssprache IFrag. Es handelt sich lediglich um einen besonderen Riickga-
bewert, der von der Funktion R, geliefert wird, falls die positive Erfiillungsmenge
der transformierte Interaktion Ry (1) leer ist.
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Lemma 3.1 Sei I € IFragU {None} und L C I. Setze nur fiir die Zwecke dieses
Lemmas die semantische Funktion D[—] mittels D[None] := () auf IFragU{None}
fort. Dann gilt: D[R.(I)] = D[I][L].

Beweis. Wir fiihren den Beweis durch strukturelle Induktion iiber I:

I = None: Es folgt: D[Rz (None)] = D[None] = () = ()[L] = D[None][L].

I = Empty: Es folgt: D[R.(Empty)] = D[Empty] = {e} = {}[L] = D[Empty][L].
I = a: Wir unterscheiden zwei Félle:

Fall 1: a(a) N L = 0. Es folgt: D[R.(a)] = D[a] = {a} = {a}|L] = D[a][L].
Fall 2: a(a) N L # 0. Es folgt: D[R.(a)] = D[None] = 0 = {a}[L] = D[a][L].

I = strict(1y, I5): Wir unterscheiden zwei Falle:

Fall 1: Rz(I;) # None und Ry (I3) # None. Dann gilt D[Ry (strict(I1, [5))] =
Dlstrict(Rz(1),Rr(l2))] = D[RL(11)] ; P[RL(L2)] = (mit 1. V. fiir [; und 1)
D[L][L]; D[L][L] = (D[] ; D[Is])[L] = D[strict(I, I5)][L], wobei im vorletz-
ten Schritt das Lemma angewendet wurde.

Fall 2: Rz (1;) = None oder Ry (/2) = None. Mit der 1. V. fiir I; und I; folgt, dass
D[L][L] = 0 oder D[L][L] = 0 ist. Es folgt: D[Ry (strict(I1, I5))] = D[None] =
0 = D[L][L]; D[L][L] = (D[] ; D[L])[L] = D]strict(Iy, I5)][L].

I = seq(1Iy, I): Analog zu Fall I = strict([y, I;) mit Lemma und 2274
I = par(Iy, I): Analog zu Fall I = strict(Iy, I5) mit Lemma und EZZZZl

I = loop(I1): Wir unterscheiden zwei Félle:

Fall 1: Rp(l1) # None. Folglich ist D[Ry (loop(1))] = D[loop(RL(11))] =
Unen, (PIRL(I)])™)]. Mit der LV. fiir I folgt: U, ey, (P[R(1)])"F)] =
Unen, (PIL]IL])") 1. Vermége der Lemmata X668 und 2224 und EZ65 (analog)

folgt: Unen, (PLLIILN" )] = (Unen, (PLL])"=)D)[L] = Plloop(1)][L].

Fall 2: Ry (I;) = None. Es gilt D[Ry (loop(1))] = D[Empty] = {c} ={c} U 0 =
{e}l U Un21 0] = (®0§)l U Un21(®n§)l = UneNo (®n§)l = UneNo((D[[None]])n§)
= Unen, (PIRL(I1)])")] = ... (wie in Fall 1) ... = D[loop(I;)][L].

I = alt(ly, I5): Wir unterscheiden vier Falle:

Fall 1: Rp(I;) # None und Ry (l3) # None. Dann gilt D[R (alt(1, [1))] =
Dlalt(Rr(11),Rr(l2))] = D[RL(I1)]JUD[RL(L2)] = (mit der I. V. fiir [; und 1)
DIL][L]UDIL][L] = (PIL]UD[L])L] = Plalt(h, L)][L].

Fall 2: Rp(f;) # None und Rp(I3) = None. Dann gilt D[R(alt(l1, )] =
D[R.(1)] = P[R(H)] U0 = D[R (1)] UD[None] = D[R (1) UD[RL(2)] =
(wie in Fall 1) ... = DJalt(ly, )][L].

Fall 3: Rp(l1) = None und Ry (I3) # None. Analog zu Fall 2.

Fall 4: Rp(l;) = None und Ry (l3) = None. Dann gilt D[R (alt(1, [1))] =
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D[None] = D[None]U® = D[None] UD[None] = D[R.(1)]JUD[RL(L2)] =
(wie in Fall 1) ... = D[alt(Iy, I,)][L]. O

3.3 Globale operationale Semantik

Das Regelsystem Gu der globalen operationalen Semantik ist in Tafel Bl angege-
ben. Die Metavariablen der Regelschemata von Gu haben die folgenden Bereiche:
I € TFrag, a € A und a € A,. Anmerkung: Das “u” im Symbol Gu steht fiir
“unnummeriert”. In Abschnitt wird eine zweite, nummerierte Fassung der
globalen operationalen Semantik angeben, die von Gu zu unterscheiden ist.

Die Ableitungsbdume des Regelsystems Gu sind linear gebaut, das heif3t sie haben
jeweils nur einen Blattknoten B, der einer Axiomeninstanz T g, 1" entspricht.
Je nachdem, welches Axiomenschema fiir diesen Blattknoten B instantiiert wurde,
ist die Art des abgeleiteten semantischen Schrittes zu unterscheiden:

1. Wurde B mit (basicg,) instantiiert, so sprechen wir von der Ausfithrung
einer echten Aktion a = a.

2. Wurde B mit (altg, ), (altd,), (loopg,) oder (loop,) instantiiert, dann spre-
chen wir von einem Entscheidungsschritt. Tm Falle von (loopg,) heifit dieser
Entscheidungsschritt auch Schileifenabbruch. Im Falle von (loopd,) sprechen
wir von einem Ausrollschritt.

3. Wurde B mit (stricty,) instantiiert, so sprechen wir von einem Synchromni-
sationsschritt.

4. Wurde B mit (seq?,), (pard,,) oder (pard,) instantiiert, dann sprechen wir
von einem Aufrdaumschritt.

3.4 Korrektheit und Vollstandigkeit

Das verallgemeinerte Judgement [ Lgu I’ ist fiir alle Interaktionen I, I’ € IFrag
und alle endlichen Traces t € T, als folgende Aussage definiert: Es gibt einn € Ny
und Aktionen ay,...,a, € A, und Interaktionen I, ..., I, € IFrag, so dass gilt
t=ay;...;a,und Iy =T und I, = ' und Vi € {1,...,n}. [_1 Z5q, I;. Dabei
ist die Konkatenation von n = 0 Aktionen als ¢ definiert. Fiir jede Trace ¢ € T,
sei |t] als diejenige Trace aus T definiert, die man erhélt, wenn man aus ¢ jedes
Vorkommen einer stillen Aktion 7 entfernt. Wir definieren

G.[-] : IFrag — o(T,), G,[I] := {f € T, |I Scu Empty} und
G[-] :IFrag — o(T), G[I] = {[f]|t € G-[1]}.
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(basicqu) a Zqu Empty

a
I —Gu Ii

(strictdy,) (strict?) strict(Empty, Is) gy I2

strict(11, I2) iGu strict(11, I2)

I Sl I

(seqg,) 2 (seqdy,) seq(Empty, I2) au T2
o Seq(Il)IQ) i>Gru Seq(I{)IQ) G !
I Sau I
(seq,) _ u £y —  falls Ra(a)(/1) 7 None
seq(I1, I2) —Gu sed(Ra(a)(11), 13) ]
L i>Gr I{ I i>G Ié
(Paréu) P . ; (paréu) - h /
par([1, I2) —qu par(I, I2) par(Iy, I2) —qu par({1, )
(pardy,)  par(Empty, I3) Scu Iz (parg,,) par(I1, Empty) Sau L1
(loopg,,) loop(I) Sy Empty (loopZ,,) loop(I) Sy seq(I,loop(]))
(alt%}u) alt(Il)IQ) LGu L (altéu) alt([l,fz) L)Gu I

Tafel 3.1: Globale operationale Semantik

Im verbleibenden Teil dieses Abschnitts beweisen wir die Aquivalenz der globalen
operationalen Semantik aus Abschnitt und der denotationellen Semantik aus
Abschnitt 224, d. h. wir zeigen G[I] = D[!] fiir alle I € IFrag.

Lemma 3.2 Seien I, [’ € IFrag und a € A. Es gilt:
1. Falls I =g, I’, dann D[I'] C D[I] /a.
2. Falls I T»q, I', dann D[I'] € D[I].

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Ableitungsinduktion fiir Judgements [ Lan I
(basicgy) Dannist [ = a =a € A und I’ = Empty. Es folgt D[I'] = D[Empty] =
{e} ={a} /a="Dla] /a = D[] /a.

(stricty,) Dann ist [ = strict(Iy, I,) und I’ = strict(1], I,) und I; qy 11,

Fall 1: @ = a € A: Nach L. V. gilt D[] C D[/;] /a. Mit Lemma 5Tl folgt:
D[I'] = D[strict(1, I,)] = D[] ; D[I2] € (D[11] /a); D[I]. Mit Lemma 3T
folat: (D[L] /a); DIL] C (DIL] ; PIL]) / @ = Dlstrict(Ty, 1,)] /a = DII] /a.
Fall 2: a = 7: Nach 1. V. gilt D[I]] C D[I;]. Mit Lemma Z5Tl folgt: D[I'] =
D[1i] ; DP[L=] € D[4] ; D[] = D[!].

(strict?,,) Dann ist I = strict(Empty, ;) und I’ = I, und @ = 7. Somit gilt
D[I'] = D[Is] = {e}; D[L2] = D[Empty] ; D[I>] = DJ[strict(Empty, I5)] =
D[I].

(seq%;u) Dann ist I = seq([y, Is) und I' = seq(1], I3) und I i)Gu 1.

21



Fall 1: @ = a € A: Nach 1. V. gilt D[] C D[[i] /a. Mit Lemma Z52 folgt:
D[I'] = Dlsea(ly, I)] = (P[] 3 PlLD)I € (P[] /a) = DL])L. Mit Hil-
fe von Lemma folgt ((D[11] /a) = D[L2])] C (D[] s D[L2])] / a =
Dlseq(!1, I)] /a.

Fall 2: a = 7 Nach L. V. gilt D[I]] € D[I;]. Mit Lemma EZ52 folgt: D[I'] =
(PIA] 5= PlLDL < (PIL] = PlLDL = DU

(seq?,) Analog zu Fall (strict?,).

(seqd,,) Dann gilt I = seq(Iy, I5) und I' = seq(Ra(a) (1), I}) und I Z6u I} und
Ra(a)(11) # None.

Fall 1: a = a € A: Nach L V. gilt D[] € D[] /a. Somit gilt
D[I'] = D[seq(Ra() (1), 12)] = (P[Ra(@(11)] 3= P[L])] € (mit L. V. und Lem-
ma Z02) (D[Ra)(11)] = (P[12] /a))l. Nach Lemma B gilt D[Raa) ()] =
D[L][a(a)]. Es folgt D[I'] C (D[1][a(a)] sz (D[I2] /a))]l. Mit Lemma
folgt (D1][a(a)] 3 (PILa] /a))L € (PIL] s Plla])l / a = Dlsea(ly, )] /a =
D[I] /a.

Fall 2: a = 7: Dann ist a(a) = 0 und somit Rag)([1) = I1. Aus der I V. folgt
D[I;] € D[I]. Mit Lemma 52 folgt: D[I'] = (D[Ra@)(11)] 3= PIL])] =
(PlI] 3= DlELDL € (PIL] 5 Pll2])l = DI

(pary,) Analog zu Fall (seqg,,) mit Lemma und 2333

(par,) Analog zu Fall (seq?,,) mit Lemma und 2ZZ33—ohne die zusétzliche
Schwierigkeit mit der Restriktionsfunktion.

(pard,,) und (pard,) Analog zu Fall (strict?).

(loopg,) Es gilt I = loop(1;), I' = Empty und a = 7. Es folgt: D[I'] = D[Empty]
= {e} ={e}| = (PIL])"™)] € Unen, (PIL])"*)] = Dlloop(11)] = D[/].
(loop?,) Es gilt I = loop([;), I' = seq(I;,loop(l;)) und @ = 7. Es folgt: D[I'] =
Dlseq(Iy, loop(11))] = (D[1] ;3 Dlloop(11)])] = (P[] 55 Upen, (PIAL™) 1)

= Unewo (PIAL] 5= (PILD)"2) )] = Uner, (PIUAT 5= (DIA])™ ), wobei im letz-
ten Schritt das Lemma angewendet worden ist. Folglich gilt D[I'] =

U%N[[OI(]](D[[Il]])(”+1)§)l = U1 (PILD)™)] € Usen, (PIL])") 1 = Dloop(41)]

(alty,) und (alty,) Trivial. O
Satz 3.3 Sei I € IFrag und € T,. Es gilt: I S, Empty => || € D[I].

Der Satz B3 besagt, dass das Regelsystem Gu der globalen operationalen Seman-
tik beziiglich der denotationellen Semantik korrekt ist. Es gilt G[I] C D[I] fiir
jedes I € IFrag.
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Beweis. Wir fiihren den Beweis durch vollstdndige Induktion nach der Linge der
Trace t. Anmerkung: Die Linge |¢| einer endlichen Trace ¢ ist die wohlbestimmte
Maéchtigkeit der Grundmenge eines beliebigen Reprédsentanten von t.

|t| = 0: Dann ist [ = Empty und [t| =t = ¢ € D[Empty] = D[!].

[t} > 1: Dann ist t = a;¢ mit a € A,, ¢ € T, und || < |¢|. Nach L. V. fiir ||
gilt (1) VI' € IFrag. (I’ L Empty :> |t'] € D[I']). Aus [ LA, Empty und
t=a;? folgt (2) I Zgu I’ und (3) I’ 2 Empty mit einem I’ € [Frag. Aus (3)
und ( ) folgt || € D[I']. Auf die Aussage (2) wenden wir das Lemma B2 an:
Fall 1: a = a € A: Dann gilt D[I'] C D[I] /a. Es folgt |¢'] € D[I] /a und somit

(] = la;¥] = a; [t'] € D[],
Fall 2: @ = 7: Dann gilt D[I'] C D[I]. Es folgt [{| € D[I]. Somit gilt
[t = [m;7] =[] € D[I]. B

Die Notation I 1*—>Gu Empty bedeute, dass ein n € Ny existiert mit [ igu Empty.
Hierbei ist definiert 70 := ¢ und 77" := 7; 7" fiir jedes n € Nj.

Lemma 3.4 Seien [y, I; € IFrag und bop € {strict, seq, par}. Dann gilt:
bop (I, I5) LGU Empty <— [, iGu Empty A I i«;u Empty.

Beweis. “<” Aus I; Z>¢, Empty und Regel (strictl, ) bzw. (seql,) baw. (pard,)
folgt bop(1y, Is) D bop(Empty, I5). Mit Axiom (stricty,) bzw. (seq?,) bzw.
(pard,,) folgt bop(Empty, I5) —qy I, Mit I 1*—>Gu Empty folgt die Behauptung.

“=" In dieser Richtung kann der Beweis leicht durch vollstdndige Induktion
tiber die Anzahl n der 7-Schritte im Judgement bop([y, I2) Rl Empty gefiihrt

werden. Wir iiberlassen diese Induktion dem Leser. O

Die Notation [MGU I’ bedeute, dass n, m € Ny existieren mit [M>Gu I'.
Lemma 3.5 Sei I € [Frag und a € A. Es gilt:

L Dl Ja=U{DII] |1 =0, '),

2. c€D[I] « I g, Empty.

Beweis. Wir beginnen mit dem Beweis der zweiten Teilaussage.
Ad 2. Der Beweis erfolgt durch strukturelle Induktion iiber I € IFrag:

I = Empty: Es gilt ¢ € {e} = D[I] und I = Empty igu Empty.
I'=d" € A:Esgilt € ¢ {d'} = D[I]. Fiir I = @' sind im Regelsystem Gu keine
7-Ubergange ableitbar.
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I = strict(I1, I,): Es gilt D[I] = D[] ; D[I,]. Nach Lemma EZZT] gilt ¢ € D[I]
genau dann, wenn gilt ¢ € D[I1] und € € D[I;]. Letzteres gilt nach 1. V. ge-

nau dann, wenn gilt [, f—>gu Empty und I, f—>Gu Fmpty. Letzteres gilt nach
Lemma B4 genau dann, wenn gilt I = strict(1y, I5) ~—q, Empty.

I = seq(1y, I5): Analog zu Fall I = strict(/y, I5) mit Lemma 22, 2221 und B2
I = par(1y, I): Analog zu Fall I = strict(/y, I5) mit Lemma Z73 und B4
I'=loop(,): Es gilt € € {e} = {e}| = (P[L])**)} € Unen, (PILD"™)] =
D[loop(1;)] = P[I]. Nach Axiom (loopl,) gilt I = loop(I;) —¢, Empty.

I = alt(Iy, I): Es gilt D[I] = D[I1]JUD][I2]. Somit gilt ¢ € D[I] genau dann,
wenn € € D[] oder ¢ € D[I,] gilt. Letzteres gilt nach 1. V. genau dann, wenn
L Do Empty oder I, KA, Empty gilt. Aufgrund der Axiome (alty,) und
(alt?,) gilt letzteres genau dann, wenn gilt I = alt(/[, I5) =, u Empty.

Ad 1. Aufgrund von Lemma geniigt es zu zeigen:

D] /o € U{PII] |1 6 T')

Wir zeigen dies durch eine strukturelle Induktion iiber I € IFrag:

I = Empty: Es gilt D[I] /a = D[Empty] /Ja ={e} /a =0 C M fiir jedes M.

I =d € A: Falls d' = aist, gilt D[I]] /Ja = {a}/a = {e} = D[Empty]. Mit Axiom

(basicqy) folgt I = a %, Empty. Falls @’ # aist, gilt D[I] Ja = {a'} Ja=0 C M

fiir jedes M.

I = strict(Iy, I,): Dann gilt D[I] /a = (D[11] ; D[I2]) / a = (mit Lemma EZ3TI)

(P[4] /a); DIL]) U ((PIL]N{e}); (PIL] /a)).

Z.2.: (D[N] /a); DIB] € U{PLI'] |1 Z o, I'}

Mit der 1. V. fur [, folgt D[] /a € U{D[L] | I LARLILAN, I1}. Mittels

Lemma 5T folgt (D[] /a); D[] € (U{D[L] | L1 LARLILAI, 11 }); D[]
U {DIn] : DIL] | 1 RARLELEIR (! € U {Dlstrict(1}, )] | strict(l1, 1)

RARLILaI, strict(I1, 1) } € U{D[I'] | I RARLEAR, I'’}, wobei im vorletzten
Schritt die Regel (stricty,) angewendet wurde.

T* ;a ’T

Z.z.. (D[L]N{e}); (D] /o) CUAD'] | I ————cu I'}

Sei 0.B.d. A. D[L]N{e} # 0, d.h. es gilt £ € D[[;]. Aufgrund der bereits be-
wiesenen Teilaussage 2 von Lemma B3 folgt I Zw Em pty. Mit Regel (strict(,,)
folgt strict(1y, I5) D strict(Empty, I5). Mit dem Axiom (strict,) erhilt man
strict(I, I,) Toau L.
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Mit der I. V. fiir I, folgt D[L5] /a C U{D[L] | I LASLILAR, I }. Daraus folgt:
(DIL]N{e}); (DIE] fa) ={e} ; (DIL] fa)=DIL] fa € U{DII5] |11, = Iy }
C D] 11— I3}

I = seq(!1, Iz): Dann gilt D[I] /a = (D[] ;= DP[L2])] / a = (mit Lemma Z32)
(P[L] /a) = PlL))L U (PlLa(a)] 5 (PIL] /a)l-

T a7

Z.z.. (D[h] /a) = DILDL CUDPUT | ———cu I'}

Dies zeigt man analog zu Fall I = strict(/y,I;), wobei die Lemmata
und 257 zu verwenden sind.

2.2: (D1][a(@)) s (D[] fa)L C ULPII] |1 g, I'}

Sei 0. B.d. A. D[L1][a(a)] # 0. Nach Lemma B gilt D[Ra(a)(/1)] = P[][e(a)].
Aufgrund der Voraussetung D[I1][c(a)] # 0 folgt Ra(e)(I1) # None. Mit der I. V.
fir I folgt D[L] /a € U{D[L] | Iy 2o I4}. Mit Lemma P52/ folgt
(DI1][a(@)) i (D[] /a)) ) € (D[Rae (1] ¢ ULPIL] | 1> = BY)L =
U{(P[Raw) (11)] 13 DD | L2 T—*ﬂigu I}. Vermodge der Regel (seq,,) und
Ra(a)(11) 7 None und Ra)(11) = I1 # None folgt: J{(DP[Raw)(11)] iz PIL5])] |
I, =5, 13} € U{PIsea(Rago (1), )] | sea(Th, 1) = seq(Raco) (1),
1)} CUPII] |1 g I'}.

I = par(Iy, I): Analog zu Fall I =seq([y, I3) mit Lemmata 233, 253 und 571
I = alt(Iy, I1): Dann gilt D[I] /a = (D[L]UD][L]) / a = (D[L] /a) U (D[L5] /a)
(LV. fiir [ und L) € U{P[L] | I} =24 Tq0 I UULDLE] | I, 5 I
Mit Regel (altd,) folgt U{DIL] | L "o, I} C UIDIL] |1 %0, 1),
Mit Regel (alt,) folgt UIDIL | o =%, 13} € DL |1 2250 1),
I =loop(Iy): Es gilt D[I] = Uy, P"[] mit D[] := ((D[11])"*)]. Wir zeigen
Vn € No. D"[I] Ja C U{D[I'] |I KARLILAN, I'} durch vollstdndige Induktion
nach n € Ny. Hieraus folgt die Behauptung mittels Lemma (analog).

n=0: D[I] /Ja = (D[11])°*)] Ja={e}|l /a={e} /a=0C M fiir jedes M.
n = n+1: Esgelte D"[I] /Ja C | U{D[I'] | I RASLILAN. I'}. Esgilt: D] Ja =

(DILD)™I%)] /a = (DIL] 5= (PILD™ )L/ a = (DIL] 5= D)L / a, wobei
im letzten Schritt das Lemma verwendet wurde. Mit Lemma folgt:

D*H[1] /a = ((P[1] /a) = D'[I])L U (D[L][e(a)] i (D[] /a))l-
Z.z.: (P[L] /a) = DML € U{PII] [T —=cu I'}
Mit L. V. fir I, folgt D[] /a € U{P[L] | =% IDY. Mit Lemma 252

und B2 folgt ((P[L] /a) = P'])| € (U{DIL] |1 % ca I} } i DI
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= U{(D[1] = DU L LARLILAR, I''}. Aufgrund von Regel (squu) ist

T* Qs T*

die letztere Menge eine Teilmenge von |J{D[seq(I],1)] | seqa(l1,I) ———cu
seq(I1,1) } C U{D[I] | seq(L1,1) RARLERI }. Mit Regel (loop,) folgt die
Behauptung.

7.2 (DIL][0(a)] s (DT Ja)| € U{DIF] | T~ ')

Sei 0.B.d. A. D[I1][a(a)] # 0. Nach Lemma B gilt D[Ra(w)(/1)] = P[] [a(a)].
Wegen der Voraussetung D[I;][a(a)] # 0 gilt Rag)(I1) # None. Die I V. fiir n

T* aT

lautet D"[I] /a C U{D[I] |I =X, T}, Mit Lemma 52 und EZ57 folgt
(PI][a(a)) = (P[] /@)L € (P[Ragw (1] 1= U{PI] [T 0, T =
U{(P[Raw@ (I)] = DIUNLIT T, I}, Aufgrund von Regel (seqd,) und
wegen Ra(a)(£1) # None und Ra)(f1) = 11 # None 1st die letztere Menge eine

Teilmenge von U{Dﬂseq(Ra(a (1), )]] | seq(Iy,1) = ———>Gu seq(Ra(a)(11), )} C

T* QA T*

U{DII'] | seq(l1,I) ————cu I' }. Mit Regel (loopZ,) folgt die Behauptung. O

Satz 3.6 Sei I € IFrag und ¢t € T und ¢ endlich. Falls ¢ € D[I] ist, dann gibt es
eint € T, mit t = [¢] und Lo Empty.

Bemerkung: 1. In Abschnitt 224 haben wir die Semantik des loop-Konstrukts so
definiert, dass immer irgendwann ein Schleifenabbruch eintritt. Folglich sind alle
Traces t € D[I] fur alle I € IFrag endlich.

2. Der Satz besagt, dass das Regelsystem Gu der globalen operationalen
Semantik beziigl. der denotationellen Semantik vollstandig ist. Es gilt D[I] C
G[I] fiir jedes I € TFrag,.

Beweis des Satzes. Wir fithren den Beweis durch vollstdndige Induktion nach der
Léange n = |t| der Trace t.

n = 0: Dann ist ¢ = ¢ und somit ¢ € D[I]. Nach Lemma BE2 gilt T igu Empty

mit einem k € Ny mit . Wir setzen t := 7%,

n = n+ 1: Seien I € IFrag und ¢ € D[I] und |t| = n+ 1. Wegen |t| = n + 1
gilt t = a;t' mit @ € A und ¢/ € T und |t'| = n. Weil a;t' =t € D[I] ist,
gilt t' € D[I] /a. Nach Lemma BET gilt D[I] /a =U{D[I'] |1 e I'}.
Folglich gibt es I’ € IFrag und k,[ € Ny mit T—>Gu I'und ¢’ € D[I']. Weil
|t/ | = n ist, folgt mit der I. V., dass es ein ¢’ € T, gibt, so dass gllt t' = |t'] und

I —>Gu Empty. Setze £ := 7%;a;7";#. Dann gilt || =¢ und I 5S¢, Empty. O
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3.5 Die Regel (seqg,) unter der Lupe

Wirft man einen unbefangenen Blick auf die Regel (seq,,) des Regelsystems Gu in
Tafel BTl so konnte man die Frage stellen, ob eine d4quivalente globale operationale
Semantik vielleicht auch ohne eine Restriktionsfunktion Ry bzw. mit der Setzung
Ry := id gefunden werden kann. Um diese Frage mit Ja oder Nein beantworten
zu konnen, muss sie priziser formuliert werden.

3.5.1 Ein parametrisiertes Regelsystem

Es sei ein parametrisiertes Regelsystem Gu[B] definiert, das aus dem Regelschema

L e I
(5030 157) P e falls B
SEC]([l, [2) —Cu Seq([h Ié)

und im Ubrigen aus den restlichen Axiomen- und Regelschemata von Gu bestehen
moge. Der Parameter B, der der Seitenbedingung des modifizierten Regelschemas
(seq%u[ B]) entspricht, soll {iber der Menge der relevanten Metavariablen I, I, I
und a frei wahlbar sein.

Wir reformulieren die Fragestellung wie folgt: Existiert eine Seitenbedingung B,
so dass das Regelsystem Gu|B] beziiglich der denotationellen Semantik korrekt
und zugleich vollstandig ist? Es kann leicht bewiesen werden, dass diese Frage zu
verneinen ist. Hierzu setzen wir [ := seq(/y, I5) mit [; := strict(a, alt(b, c¢)) und
I, := d. Dabei seien a,b,c,d € A paarweise verschiedene Aktionen, die bis auf
b = d konfliktfrei sind. Der Term [ modelliert den Anteil der Sendeaktionen in
folgendem UML 2.0-Sequenzdiagramm:

sd Bsp4 I

T
strict : : : I
| | | mi !
@"| I I -1
| | | !
- T - - - T ':___
I .
1 |alt I I !
ma |
I ! !
I - I I
| 23 | |
b S
I I I ms :
I | N A =
| | |
I I
| T ;
| ' . :
| | !
I I !
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Die positiven Erfiilllungsmengen von I; und [ berechnen sich wie folgt:
D[] = Dl[ad] ; Dlalt(b,c)] = {a};{b,c} = {ab,ac}. Somit gilt D[I] =
(D[[Il]] =3 D[Uﬂ])l = <{a’b7 CLC} i3 {d})l = <{a’bd7 ac ” d}>l = {abda acd, ade, dCLC}.

Welche Uberginge sind im Regelsystem Gu[B] fiir I ableitbar und welche Rolle
spielt dabei die Wahl von B? Zur Ableitung eines Ubergangs fiir I = seq(Iy, I,)
kommen syntaktisch nur die Regeln (seqg,) und (seq%u[B}) in Frage. Ob die
Regel (seq%u[B}) anwendbar ist, héngt dabei natiirlich von der Seitenbedingung
B ab. Im Rahmen einer zweiwertigen Logik, die wir fiir Seitenbedingungen von
Regelschemata unterstellen diirfen, kann B fiir die Konfiguration /—unabhéngig
von der konkreten Definition von B—mnur zu tt oder zu ff auswertet. Eine dritte
Moglichkeit gibt es nicht.

Fall 1: B wertet fiir I zu ff aus. Dann ist nur (seqg,) anwendbar und folglich ist
I %6, seq(strict(Empty, alt(b, ¢)), d) der einzige ableitbare Ubergang fiir /. Damit
beginnen alle fiir I ableitbaren Traces mit der Aktion a. Wegen dac € D[I] ist
das Regelsystem Gu[B] nicht vollstandig.

Fall 2: B wertet fiir / zu ¢t aus. Dann ist die Regel (seq%u[B}) anwendbar und
somit der Ubergang I igu seq(;, Empty) ableitbar. Man sieht leicht, dass fiir
I, der Ubergang I mgu Empty ableitbar ist. Mit der Regel (seq,) folgt die

aTThT

Ableitbarkeit von seq(I;, Empty) ~"q, Empty. Folglich ist dab = |dar7br| fiir
I ableitbar, doch es gilt dab ¢ D[I]. Das Regelsystem Gu[B] ist nicht korrekt. [

Ergebnis: Das Regelsystem Gu[B] ist entweder nicht korrekt oder nicht vollstén-
dig (oder beides nicht) und diese Aussage ist unabhéngig von der Wahl von B.
Eine entsprechende Aussage wird auch fiir die lokale operationale Semantik aus
Kapitel B gelten.

3.5.2 Vorweggenommene Entscheidungsschritte

Der Beweis in Abschnitt B2 beruht auf der Pramisse, dass mit Ausnahme der
Regel (seqd,,) alle Regeln des Regelsystems Gu unverindert bleiben. Die Situa-
tion stellte sich anders dar, wenn infolge zusétzlicher Anderungen am Regelsys-
tem Gu die Moglichkeit bestiinde, bevor die Regel (seq?(’;u[B]) auf ein seq(/y, I3)-
Konstrukt angewendet wird, alle im linken Teilterm I; enthaltenen alt- und loop-
Konstrukte durch 7-Schritte zur Entscheidung zu bringenﬂ. Es stellt sich heraus,
dass eine solche Vorwegnahme von Entscheidungsschritten bereits realisiert wer-
den kann, fiigt man dem oben definierten parametrisierten Regelsystem Gu[B]
nur eine einzige weitere Regel hinzu, ndmlich

I Sau 1
(strictd,,) S

strict(Iy, I5) qu strict(1y, 15)

! Alexander Knapp, miindliche Auferung.
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Diese erméglicht die Ausfithrung von 7-Schritten des rechten Teilterms einer strik-
ten Komposition auch dann, wenn der linke Teilterm noch nicht vollstandig ab-
gearbeitet (# Empty) ist. Riickblickend auf Lemma erkennt man leicht, dass
die zusiitzliche Regel (strictd,,) die Korrektheit des Regelsystems Gu[B] nicht
beriihrt. W&hlt man als Seitenbedingung B :< «(l;) Na(a) = 0, so erhdlt man
ein Regelsystem Gu’ bestehend aus Gu[a(l;)Na(a) = 0] und der Regel (strictd, ),
welches korrekt und zugleich vollstdndig ist und trotzdem ohne Restriktionsfunk-
tion auskommt. Fiir den Beweis der Vollstindigkeit von Gu’ ist das folgende
Lemma entscheidend:

Lemma 3.7 Sei I € [Frag und L C I. Dann gilt:
DL € ULDII'] |a(I)NL=0 A T Zogy I'}

Beweis. Der Beweis erfolgt durch strukturelle Induktion iiber I:

I = Empty: Es gilt D[I][L] = {¢}[L] = {e} C D[I]. Trivialerweise gilt I w1
und o(7) N L = 0.

I = a: Wir unterscheiden zwei Félle:

Fall 1: a(a) N L = (. Es folgt: D[I][L] = {a}[L] = {a} C D[I]. Trivialerweise
gilt I Dogy I und a(1)N L = 0.

Fall 2: a(a) N L # 0. Es folgt: D[I][L] = {a}[L] =0 C M fiir jede Menge M.

I = strict(1y, I3): Dann gilt: D[I][L] = (D[i] ; D[L2])[L] = (mit Lemma ZG2)
D[L][L]; D[I][L]. Aus der L. V. fiir I; und I und aus dem Lemma EZ5T] folgt
DIL][L]; DIL]L] € (UADIG] [e()NL =0 A Ly —qv 11} (U{DIL] |
AL)NL=0 A I —cy Iy }) = U{DIA] ;s DIL] [e(I)NL=0 A a(I5)NL=0
AN Dogw I A I, Dogw I} C U{D[strict(Z}, I)] | a(strict(I], I,)) N L = §
A strict(1y, I2) Ry strict(1], I5) } CU{D[I'] |a(I")NL=0 A I LA I'}. Im
vorletzten Schritt wurden die Regeln (strictg,) und (strict?,,) angewendet.

I = seq(Iy, I2): Analog zu Fall I = strict(Iy, I2) mit Regeln (seqg,,) und (seqg,, )
wobei B < a(l1)Na(a) = 0 und a(r) = 0. An die Stelle von Lemma
treten 224 und 2263 An die Stelle von Lemma 257 treten und 257

I = par(Iy, I): Analog zu Fall I = strict([;, I3) mit Regeln (parg,) und (pard,).
An die Stelle von Lemma treten 2224 und ZZ64. An die Stelle von Lem-
ma L5l treten und 25717

I =loop(1y): Dann gilt D[I] = U,,cy, P"[{] mit D[] ::*((D[[Ilﬂ)”§)l. Wir zei-
gen Vn € Ng. D'[I][L] CU{D[I'] |a(IN'NL =0 A I Zogy I'} vermoge einer
vollstdndigen Induktion nach n € Ny. Hieraus folgt die Behauptung mittels Lem-
ma 261 (analog).

n = 0: Es gilt DI][L] = ((DIL])**)IL] = {eHI[L] = {e}[L] = {e} =
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D[Empty]. Aus Axiom (loop,) folgt I —¢, Empty. Ferner ist a(Empty)NL = (.
n = n+ 1 Es gilt D[I][L] = (D[L])"™ %) |[L] = (D[L] 35 (DIL])"=)L[L]
= (D[] ;s D™[I])![L], wobei im letzten Schritt das Lemma verwendet
wurde. Mit Lemma EZA/ZGF folgt: D"I][L] = (D[L][L]) ;s (D™[I][L]))].
Aus der LV fiir I folgt P[L][L] € U{DIL] |aZ)NL =0 A I Doguw 1]},
Aus der 1 V. fiir n folgt D"[I][L] € U{DP[I'] |a(I)NL =0 A T Do I'}. Aus
Lemma und 57 folgt D™MI][L) € U{(D[I] ;= PN |a(l) NL =10
ANa(I)NL=0AL Sogw I AT Dogy I'}. Aufgrund der Regeln (seql, )
und (seq?(’;u[B]) mit B < a(l1)Na(a) =0 und a(7) = 0 ist die letztere Menge eine
Teilmenge von | {D[seq(, I)] | a(I)NL =0 A a(I')NL = 0 A seq(l1,I) Zogw
seq([7, ') }. Mit Regel (loop%,) folgt die Behauptung.

I = alt([y, I): Dann gilt D[I][L] = (D[L]UD[L])[L] = D[L][L]UD[L][L].
Mit L V. fiir I; und I, folgt D[I][L] € U{D[L}] | «(I)NL=0AL Tsqy I} U
ULDIL] | a(I)NL=0A I, Dogyw I, }. Mit (altl,), (alt?,) folgt Behauptung. O

Das Lemma und der Satz B8 sind auch fiir das Regelsystem Gu’ giiltig. Im
Beweis von Lemma B3 wende man unter Ad. 1 im Fall I = seq(I, ) (sie-
he S. BH) die Beziehung D[I1][a(a)] € U{D[L]] |a(l}) Nala) =D A L, Toau 1)}
an, welche sich direkt aus Lemma B.7 ergibt. Die verbleibenden Details sollten
dem Leser keine Miihe bereiten.

Gegen das Regelschema (strictd, ) koénnte eingewendet werden, dass es nicht der
intuitiven Idee des strict-Konstuktes entspreche, mit der Bearbeitung des rechten
Teilterms zu beginnen, bevor der linke Teilterm vollstandig abgearbeitet ist. Weil
es sich aber nur um die Ausfithrung von 7-Schritten handelt, {iber die in den
Ausfithrungstraces abstrahiert wird, vermag dieses Argument nicht sonderlich zu
iiberzeugen.

In der vorliegenden Arbeit wird die Idee des Regelschemas (strict?,,) nicht weiter-
verfolgt werden. Stattdessen arbeiten wir mit einer Restriktionsfunktion Ry # id.

3.5.3 Varianten einer Restriktionsfunktion

Eine Restriktionsfunktion Ry mit der Eigenschaft D[Ry (I)] = D[I][L] kann auf
verschiedene Weise definiert werden:

1. Versdhe man die Interaktionssprache IFrag mit einem Kapselungskonstrukt
restr(L, I) und definierte man die denotationelle Semantik dieses Konstrukts
geméB Dfrestr(L,I)] := D[I][L], dann kénnte—wie in Abschnitt be-
reits erwdhnt—eine Restriktionsfunktion in trivialer Weise durch Ry (/) :=
restr(L, I) definiert werden.
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2. Ein anderer Weg zur Definition von Ry, der in der vorliegenden Arbeit bei
der lokalen Semantik eingeschlagen wird, ist es, die Sprache IFrag durch ein
None-Konstrukt mit leerer Erfiillungsmenge zu erweitern und die Funktion
R so zu definieren, dass sie alle in I enthaltenen Aktionen, die auf einer der
Lifelines aus L liegen, durch None ersetzt. Diese Variante hat den Vorteil,
dass die Interaktionsterme nur auf der Blattebene modifiziert werden und
die innere Termstruktur unveréndert bleibt.

3. Weil in unserer Interaktionssprache IFrag weder ein Kapselungskonstrukt
restr(L, I) noch ein None-Konstrukt vorhanden ist, hatten wir zur Definition
von Ry eine Variante gewihlt, die ohne Spracherweiterung auskommt. Die
Definition findet sich in Abschnitt und soll hier nicht wiederholt werden.

31



32



Kapitel 4

Verteilte operationale Semantik

Die Grundidee der verteilten oder lokalen operationalen Semantik ist es, die glo-
bale Konfigurationsinformation auf die verschiedenen beteiligten Lifelines zu ver-
teilen. Fiir jede Lifeline wird ein eigener lokaler Konfigurationsterm verwaltet,
wobei die verschiedenen Lifelines nebenldufig ausgefithrt werden (Interleaving-
Modell). Die Bedeutung bestimmter Interaktionsfragmente (strict, loop, alt) kann
in einer solchen verteilten Semantik allerdings nur dann korrekt ausgedriickt wer-
den, wenn in der Semantik ein impliziter Mechanismus zur Synchronisation und
Kommunikation zwischen den Lifelines vorhanden ist. Dies macht die Verwal-
tung einer gewissen Menge an gemeinsam genutzter Konfigurationsinformation
unvermeidlich—eine Art “shared memory”, welches wir mit h bezeichnen werden.
Das wesentliche Designziel einer verteilten operationalen Semantik ist—mneben
Korrektheit und Vollsténdigkeit—die Minimierung dieser Menge h an gemein-
sam genutzter Information.

4.1 Pfadannotierte Interaktionsfragmente

Das Verteilen der Konfigurationsinformation auf die verschiedenen Lifelines fiihrt
dazu, dass ein und dasselbe globale strict-, loop- oder alt-Konstruktorsymbol als
Kopie in allen lokalen Konfigurationstermen auftreten kann. Der anfangs erwéhn-
te Mechanismus zur Synchronisation und Kommunikation zwischen den Lifelines,
der zur korrekten Bearbeitung von strict, loop und alt erforderlich ist, setzt ein
geeignetes Nummerierungs- bzw. Annotierungsschema fiir diese Konstruktorsym-
bole voraus, welches dazu dient, dass korrespondierende Kopien von ein und dem-
selben Konstruktorsymbol, die auf verschiedenen Lifelines liegen, (1) zueinander
und (2) zu der fiir sie in h gespeicherten Information in Bezug gesetzt werden
koénnen.

Zur Nummerierung der Konstruktorsymbole werden Pfade benutzt. Ein Pfad
p € Path ::= €| pn ist eine endliche Folge von Zahlen n € {1,2}. Jede dieser
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Zahlen n steht fiir eine Verzweigung in einen linken (n = 1) oder in einen rechten
direkten Teilterm (n = 2). Zwei Pfade p, g konnen zu p.q konkateniert werden,
wobei der Operator *." durch p.e := p und p.(¢n) := (p.q) n definiert ist. Die
Konkatenation ’. ist assoziativ, wir konnen folglich Klammerungen weglassen
und Pfade z.B. in der Form p.q.r. ... schreiben.

Die abstrakte Syntax der pfadannotierten Interaktionen (Interaktionsfragmente)
ist in Tafel L1l angegeben. Aus Griinden der Einfachheit haben wir alle unéren
und bindren Konstruktorsymbole mit einem Pfad p annotiert, obgleich dies ei-
gentlich nur fiir die Konstruktoren strict, loop und alt erforderlich wére. Es fallt
ferner auf, dass wir unserer Interaktionssprache ein Konstrukt None(a) hinzu-
gefiigt haben. Dieses Konstrukt hat die iibliche Bedeutung eines None-Konstrukts
(leere Erfiillungsmenge). Auf die Bedeutung des Parameters a werden wir zu Be-
ginn von Abschnitt eingehen.

Wir fithren eine Funktion top : Term — Path U {L} ein (“topmost opera-
tor path”), die uns fiir jeden pfadannotierten Interaktionsterm 7' den Pfad p
liefert, mit welchem das duflerste Konstruktorsymbol annotiert ist—falls eine sol-
che Pfadannotierung existiert. Fiir einen konstanten Interaktionsterm wird L
zuriickgegeben. Somit ist definiert:

top(const) = L fur alle const € {None(a), Empty,a}

top(uop,(T)) := p  fiir alle uwop € {loop}

top(bop,(T1,13)) = p  fiir alle bop € {strict, seq, par, alt}
Es versteht sich von selbst, dass die Kurznotation const € {None(a), Empty, a}
im Sinne von const € {None(a)|a € A} U{Empty} U {a|a € A} zu verstehen ist.
Dabei ist A der vereinbarte Bereich der Metavariable a. Ahnliche Kurznotationen
werden wir fiirderhin benutzen, ohne sie weiter zu erldutern. Sofern es nicht
ausdriicklich anders angegeben ist, haben die Metavariablen const, uop und bop
stets die Bereiche {None(a), Empty, a}, {loop} bzw. {strict, seq, par, alt}.
Wir sind im Folgenden nur an wohlnummerierten Interaktionstermen interessiert.
Die Wohlnummeriertheit ist ein einstelliges Priadikat auf Term, das induktiv de-
finiert ist wie folgt:

1. const ist wohlnummeriert.
2. uopp(T) ist wohlnummeriert, falls 7" wohlnummeriert ist und ein Pfad ¢
existiert, so dass gilt top(T) € {L,p.1.q}.

3. bop,(T1,T3) ist wohlnummeriert, falls 77 und 75 wohlnummeriert sind und
Pfade ¢1, go existieren, so dass gilt top(77) € {L,p.1.¢1} und
top(73) € {L,p-2.q2}-
In Abschnitt und L8 werden wir zeigen, dass die Wohlnummeriertheit eines
Konfigurationsterms wéhrend seiner schrittweisen Auswertung erhalten bleibt.
Es sei angemerkt, dass die Konstruktorsymbole eines wohlnummerierten Interak-
tionsterms insbesondere auch eindeutig nummeriert sind.
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S,T € Term := None(a)
| Empty
| a
| strict, (71, 1)
| seq, (T, T2)
‘ parp(Tla T2)
| loop,(T)

| altp(Tl, Tg)

Tafel 4.1: Abstrakte Syntax der pfadannotierten Interaktionen

Ein Nummerierungsoperator num, ein Entnummerierungsoperator denum und
ein Umnummerierungsoperator ren seien definiert wie folgt:

num : [Frag x Path — Term

num( const, p) = const wobei const € {Empty, a}

num(uop(l),p) = wop,(num(/, p.1))
num(bop (11, Iz), p) = bop,(num(/y,p.1), num(ls, p.2))

denum : Term — NIFrag

denum (None(a)) := None
denum (Empty) := Empty
denum(a) = a
denum (uop,(1')) := uop(denum(7T))
denum(bop,(11,T»)) = bop(denum(7}), denum(73))
ren : Path x {1,2} x Term — Term
ren(p, n, const) = const
/ T falls ¢ = p.¢’
ren(p,n, uop,(T)) = 4 " (ren(p,n, T')) alls ¢ = p.q
uop, (T andernfalls

bop,,. ..o (ren(p, n, T1), ren(p,n, Tz)) falls ¢ = p.¢’

) 10y b T ’T =
ren(p,n, bop,(T1,Ts)) bop, (T, Ty) andernfalls

Der Zielbereich des Operators denum ist definiert wie folgt: I € NIFrag :=
None | Empty | a | uwop(I)| bop(I1,12). Den umnummerierten Term ren(p,n,T)
werden wir abkiirzend als ,,, 7" notieren.

Lemma 4.1 Sei T' € Term wohlnummeriert. Seien p,q € Path, n € {1,2} und
gelte top(7') = p.q. Dann ist ,,,7 wohlnummeriert und es gilt top(,,71") = p.n.q.
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Beweis. Der Beweis erfolgt durch strukturelle Induktion iiber 7"
T = const: Nicht moglich, weil top(T') = p.q # L = top(const) ist.

T = uop,, ,(T1): Weil T' = uop,, ,(T1) wohlnummeriert ist, ist 7; wohlnummeriert
und es gilt top(73) € {L,p.g.1.r1} mit einem r; € Path.

Fall 1: top(73) = L: Dann ist 7} = const und ,,, 77 = T;. Somit ist ,,T =
pn 0P, o(T1) = wop, ,, o (pnT1) = wop,,,, ,(T1). Also ist ,,, T wohlnummeriert und
es gilt top(p.,T) = p.n.q.

Fall 2: top(T}) = p.g.1.r;: Mit der 1 V. fur Ty folgt: ,,, 77 ist wohlnummeriert
und top(p,T1) = p.n.g.l.ry. Damit ist ,, T = ,nuop, ,(T1) = uop,, ,(p.nT1)
wohlnummeriert und top(,,7") = p.n.q.

T = bop, ,(T1,T3): Analog zu T' = uop,, ,(T1) mit zwei Teiltermen Ty und T5. O

Wir definieren schliellich die Lifelinefunktion o auf Term vollig analog zu ihrer
Definition auf IFrag (siehe Abschnitt EZTI), wobei wir a(None(a)) := 0 setzen. So-
mit ist die Lifelinefunktion v auf Term UIFragU D, definiert. Eine entsprechende
Funktion v : Term — p(I), die wir in Ermangelung eines besseren Namens die
“Nonefunktion” nennen, liefere fiir eine Interaktion I die Menge aller Lifelines [,
so dass in I mindestens ein Konstrukt None(a) enthalten ist, dessen gekapselte
Aktion a auf der Lifeline [ liegt. Definition:

v(None(a)) = afa)
v(Empty) =10

v(a) =10

v(uop(l)) = v(I)
v(bop(Iy, 1)) == v(I1) Uv(ls)

Fiir alle L, L C I setzen wir Term*®) := {T € Term|a(T) C L Av(T) C L}.
Wir setzen Term” := Term** und Term' := Term{ ) fijr jedes [ € I.

4.2 Syntaktische Restriktion und Projektion

In Abschnitt ist zur Formulierung der Regel (seq},,) eine Variante gewéihlt
worden, die keinerlei Spracherweiterungen erforderte. Diesen Vorteil bezahlten
wir mit einer Restriktionsfunktion Ry, die im iibergebenen Interaktionsterm alle
Teilterme mit leerer Erfiillungsmenge komplett entfernt und somit nichttriviale
Verdnderungen an der Termstruktur vornimmt. Um die lokale operationale Se-
mantik und den zugehorigen Korrektheits- und Vollstdndigkeitsbeweis nicht mit
zusitzlichen Problemen zu befrachten, wéhlen wir nun eine andere Variante einer
Restriktionsfunktion R}, deren Eingriffe in die Termstruktur der iibergebenen
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Interaktionen weniger gravierend sind. Am schonendsten fiir die Termstruktur
erscheint es, in der iibergebenen Interaktion I alle Aktionen a, die auf einer der
Lifelines aus L liegen, durch ein spezielles None-Konstrukt mit leerer Erfiillungs-
menge zu ersetzen. Somit wirkt die syntaktische Restriktion nur auf die Blatt-
terme der Interaktionen und 1d8t deren innere Struktur unverindert. Um das
beweistechnische Vorgehen weiter zu vereinfachen, merken wir uns in dem None-
Konstrukt iiberdies, welche Aktion a vor Anwendung der Restriktionsfunktion
an der betreffenden Stelle des Interaktionsterms stand, d. h. wir erweitern unsere
Interaktionssprache um ein Konstrukt None(a); siche Tafel BTl

Es sei L C I. Die Restriktionsfunktion R} ist definiert wie folgt:

R} : Term — Term

R} (None(a)) := None(a)
R} (Empty) = Empty
i _Ja falls a(a) N L =10
Ri(a) " | None(a) andernfalls
R; (uop,(T)) = uop,(R; (1)
R (bop, (11, T3)) = bop,(RL(11), RL(12))

Mit struktureller Induktion tiber 7" sieht man, dass a(R} (7)) C a(T) \ L ist.

Damit ein globaler Konfigurationsterm mit lokalen Konfigurationstermen in Be-
zug gesetzt werden kann, werden Projektionsoperatoren 7; benétigt, die einen
annotierten Interaktionsterm 7" auf eine gewiinschte Lifeline [ projizieren, indem
sie in T" jede Aktionen a, die nicht auf der Lifeline [ liegt, durch Empty ersetzen.
AuBerdem soll 7, jedes Konstrukt None(a) gegen Empty ersetzen, das eine Aktion
a kapselt, die nicht auf der Lifeline [ liegt. Fiir jede Lifeline [ € I definieren wir
diesen Projektionsoperator m; wie folgt:

m; : Term — Term

7 (None(a)) _ {None(a) falls | € a(a)

Empty fallsl ¢ a(a)

(
™ (Empty) = Empty
 |a falls [ € a(a)
m(a) Empty falls [ ¢ a(a)
luon(D) 1= o (n(T)

m(bop,(T1,T2)) = bop,(m(T1), m(T2))

Mit struktureller Induktion iiber 7" sieht man, dass 7, : Term — Termt W) it
Es sei angemerkt, dass sowohl die Restriktion R} als auch die Projektion m; “Pro-
jektionen” im Sinne der Mathematik sind, d. h. die Abbildungen sind idempotent,
d.h. es gilt R} oR} = R und m om = m.
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Lemma 4.2 Sei L C I und [ € I beliebig. Dann gilt: Die Restriktion R} und
die Projektion m kommutieren, d.h. es gilt R} om = m o Rj.

Beweis. Wir zeigen VT € Term. R} (m(T)) = m(R; (7)) mit Hilfe einer struktu-

rellen Induktion iiber T"
. . .| None(a) falls | € a(a
T = None(a): Dann gilt: R} (m;(None(a))) = RL({EmptE/ ) falls ¢ aga;})

B {Er?f:t(ya> Eﬁ: ﬁ ; ZEZ;} = m(None(a)) = m (R} (None(a))).

T = Empty: Dann gilt: R} (m(Empty)) = Empty = m (R} (Empty)).
T = a: Dann gilt: R} (m(a)) =

. |a falls [ € a(a
:RL<{ (@)

Empty falls | ¢ a(a) None(a) falls I € a(a) Na(a)NL #0 3 =

Empty fallsl ¢ a(a)
a falls a(a)NL =0 Al € afa)
Empty falls a(a)NL=0Al¢& a(a)
None(a) falls a(a)NL # DAL € afa)
Empty falls a(a)NL # DAL ¢ afa)
B a falls a(a)NL =0) .
7Tl({None(a) falls a(a) N L # @} = m(Ri(a))

T = uop,(T): Straightforward mit L. V. fiir T'.
T = bop, (T, Ty): Straightforward mit 1. V. fiir 73, T5. O

} a falls I € a(a) ANa(a)NL =)
) =

4.3 Pfadannotierte globale Semantik

Bevor wir uns dem Regelsystem der lokalen operationalen Semantik zuwenden,
geben wir in diesem Abschnitt eine pfadannotierte Fassung der globalen operatio-
nalen Semantik aus Abschnitt an. Die Konfigurationen dieser modifizierten
Semantik sind pfadannotierte Interaktionsterme 7' € Term. Die einzige End-
konfiguration ist Empty. Transitionen haben die allgemeine Form 7" ¢ 7" mit
T,T" € Term, T # Empty und a € A,.

Das Regelsystem G der pfadannotierten Fassung der globalen operationalen Se-
mantik ist in Tafel angegeben. Die Metavariablen der Regelschemata von
G haben die folgenden Bereiche: T' € Term, a € A und a € A,. Ist [ € IFrag
die Anfangskonfiguration der globalen operationalen Semantik aus Abschnitt B3],
dann ist num(7, 1) die korrespondierende Anfangskonfiguration der pfadannotier-
ten Fassung. Es sei warnend darauf hingewiesen, dass in den Regelsystemem G
und Gu zwei unterschiedlich definierte Restriktionsfunktionen benutzt werden.
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(basicq) a g Empty

-1 Ty i>G Tll . .9 . T
(strictg) - (stricty) strict,(Empty, o) —q Tb
strict, (11, T2) —¢ strict, (17, T5)
T, &6 T)
(sea) Z , (sea;) seq,(Empty,T3) —¢ T
seq,(T1,Tz) —a seq, (17, T»)
Ty, L TY
(seq;) Z - ,
seq,, (11, T2) —a seqy(Ry ;) (1), T3)
T L T Ty %o T)
(par,) _ : (par?,) _ ,
par,(T1,Ty) —q par, (1], T2) par,(T1,Ts) —q par,(T1,T3)
(par},) par,(Empty, T3) Lot (pary) par,(T1, Empty) Lot
(loopé) Ioopp(T) L. Empty (100pé) Ioopp(T) e seqp(T, |00pp.2(p.2T))
(alté) a|tp(T1, TQ) L)G Ty (alté) a|tp(T1, TQ) LG T

Tafel 4.2: Pfadannotierte Fassung der globalen operationalen Semantik

Satz 4.3 Die Wohlnummeriertheit des Konfigurationsterms 7" ist eine Invariante
der pfadannotierten Fassung der globalen operationalen Semantik G. Genauer
gesagt gelten die folgenden zwei Aussagen:

1. Sei I € IFrag und p € Path. Dann ist num(/, p) wohlnummeriert.

2. Seien T, T" € Term, T" wohlnummeriert und a € A,. Es gelte T e T
Dann ist auch 7" wohlnummeriert und es gilt:

(a) top(T) = L = top(T") = L
(b) top(T") = p = 3¢ € Path. top(1”) € {L,p.q}.

Beweis. Zu (1). Der Beweis erfolgt durch strukturelle Induktion tiber I:
I = const € {Empty, a}: Dann ist num(/, p) = const wohlnummeriert.
I = wop(1;): Dann ist num(/, p) = num(uop(I), p) = uop,(num(ly,p.1)).

Falls I; = const ist, dann ist num(/y,p.1) = const. Also ist num(/y,p.1) wohl-
nummeriert und top(num(/y, p.1)) = L. Somit ist num(/, p) wohlnummeriert.

Falls I} # const ist, dann ist top(num(/y,p.1)) = p.1 (wegen Def. von num).
Nach I. V. ist num(/y, p.1) wohlnummeriert. Also ist num(/, p) wohlnummeriert.

I = bop(Iy, I5): Analog zu I = uop(I;) mit zwei Teiltermen I und .

Zu (2). Der Beweis erfolgt durch Ableitungsinduktion fiir Judgements 7' ¢ T

(basicg) Dann ist 7' = @ und 7" = Empty. Also ist 7" wohlnummeriert und es
gilt top(T") = top(T") = L.
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(stricty,) Dann ist T' = strict, (T}, Ty), T" = strict, (T}, Ty) und es gilt T} ¢ T}.
Weil nach Voraussetzung T" wohlnummeriert ist, sind 77 und 75 wohlnummeriert
und es gilt top(T}) € {L,p.1.q1}, top(Ts) € {L,p.2.q2} mit ¢1, g2 € Path. Mit
der I.V. fiir den Teilableitungsbaum des Judgements T} g T} folgt: T} ist
wohlnummeriert und es gibt ein ¢ € Path, so dass gilt top(7]) € {L,p.1.¢1.q}.
Somit ist T" = strict, (77, T2) wohlnummeriert.

(strictd) Dann ist T' = strict,(Empty, T5) und 7" = T. Weil 7' wohlnummeriert
ist, ist 7" = Ty wohlnummeriert und es gilt top(7”) € {L,p.2.¢2} mit ¢go € Path.

Die Fille (seq), (pard,), (parg,), (alty), (alty) sind analog zu Fall (strict%). Die
Fille (seqy), (seqq,), (pary), (pard) sind analog zu Fall (stricty). Tm Fall (seqy,)
ist zu beriicksichtigen, dass mit 7" auch R (T") wohlnummeriert ist (trivial!) und
top(R; (T")) = top(T) gilt.

(loopg) Dann ist T = loop,(T1) und 7" = Empty. Also ist 7" wohlnummeriert
und es gilt top(7') = p # L und top(7”’) = L.

(loopg) Dann ist T' = loop,(T1) und T’ = seq, (T, loop, 5(p.271)). Weil T wohl-
nummeriert ist, ist 77 wohlnummeriert und top(7;) € {L,p.1.q} mit ¢ € Path.
Fall 1: top(7}) = L: Dann ist T} = const und folglich auch , 57} = const. Somit
ist loop, 5(p.271) wohlnummeriert mit top = p.2. Es folgt, dass 7" wohlnumme-
riert ist mit top(7”) = p.

Fall 2: top(71) = p.1.q: Weil T} wohlnummeriert ist und top(7}) = p.1.q gilt, folgt
mit Lemma BTl dass , 277 wohlnummeriert ist mit top(,.277) = p.2.1.g. Somit ist
loop,, 5(p.2T1) wohlnummeriert mit top = p.2. Es folgt, dass 7" wohlnummeriert
ist mit top(7”) = p. O

4.4 Konfigurationen und Transitionen

Wir geben uns eine endliche Lifelinemenge L C I fest vor. Eine leere Lifeline-
menge ist erlaubt. Es sei L = {ly,...,l,} mit ly,...,[, paarweise verschieden; es
gilt n > 0. Wir setzen LConf” := {\ : L — Term |V € L. \(I) € Term!W{M},
Als Bereich der gemeinsam genutzten Information h (siehe Einfiihrungstext zu
Kapitel Hl) vereinbaren wir H* := Path — (L U {1,2}), wobei wir IN{1,2} = 0
voraussetzen. Eine Konfiguration v unserer lokalen operationalen Semantik (zur
Lifelinemenge L) ist ein Element aus Conf” := LConf" x H*. Wir schreiben eine
Konfiguration v = (A, k) in der Form [l;: T}, ..., 1, : T, h] mit T);, = A(ly), ...,
T;, = M1,,). Wir vereinbaren TConf" := {[I,:Empty,...,l,:Empty, h] | h € H"}
als Menge der Endkonfigurationen. Falls die Lifelinemenge L leer ist, dann ist
jede Konfiguration eine Endkonfiguration. Eine Transition der lokalen operatio-
nalen Semantik hat die allgemeine Form v %, 4/ mit v,7" € Conf”, v ¢ TConf"
und a € A,.

40



Das Regelsystem L der lokalen operationalen Semantik fiir UML 2.0-Inter-
aktionen (iiber der Lifelinemenge L) ist in Tafel angegeben. Wir werden
das Regelsystem L in Abschnitt naher diskutieren.

Ist T' € Term eine Anfangskonfiguration der pfadannotierten Fassung der globalen
operationalen Semantik (siche Abschnitt B3), dann wihlen wir als Lifelinemenge
fiir die lokale operationale Semantik L := «(7). Die zu T korrespondierende
Anfangskonfiguration der lokalen operationalen Semantik ist [l1 :m, (T),...,1,:
m,(T), 0]. Hierbei ist § € H- und ()(p) := 0 fiir alle p € Path.

4.5 Lokale operationale Semantik

Das Regelsystem L der lokalen operationalen Semantik fiir UML 2.0-Inter-
aktionen ({iber der Lifelinemenge L) ist in Tafel angegeben. Zur biindigen
Darstellung wurden iibliche Shorthand Notations benutzt.

Die Ableitungsbédume des Regelsystems L sind linear gebaut, d.h. sie haben je-
weils nur einen Blattknoten B, der einer Axiomeninstanz [ : T, h i 1 : T', K
entspricht. Je nachdem, welches Axiomenschema fiir diesen Blattknoten B instan-
tiiert wurde, ist die Art des abgeleiteten semantischen Schrittes zu unterscheiden:

1. Wurde B mit (basicy,) instantiiert, so sprechen wir von der Ausfiithrung einer
echten Aktion a = a durch die Lifeline /.

2. Wurde B mit (alt{ ), (alt?), (loop; ) oder (loop?) instantiiert und ist h(p) = ()
fir p = top(T), dann sprechen wir von der erstmaligen Ausfiihrung eines
Entscheidungsschrittes durch die Lifeline [. Die Entscheidung der Lifeline [
wird im gemeinsam benutzten Kommunikationsbereich h bekanntgegeben.
Das heiBit es wird h(p) auf {1} gesetzt, falls mit (alt{) ein linker Teilterm
ausgewihlt oder mit (loopl) eine Schleife abgebrochen wird. Entsprechend
wird h(p) auf {2} gesetzt, falls mit (alt?) ein rechter Teilterm ausgewiihlt
oder mit (loop?) eine Schleife einfach ausgerollt wird (Ausrollschritt).

3. Wurde B mit (strict?) instantiiert, so sprechen wir von einem Synchromni-
sationsschritt der Lifeline [. Die Lifeline [ meldet im gemeinsam benutzten
Kommunikationsbereich h, dass sie auf einen Teilterm 7" = strict,(Empty, T3)
gestoflen ist, das heifit die Lifeline ist nunmehr mit der Bearbeitung des lin-
ken Teilterms dieses strict,-Konstrukts fertig. Der lokale Konfigurationsterm
der Lifeline [ bleibt hierbei unverdndert. Erst wenn alle Lifelines mit der
Bearbeitung des linken Teilterms dieses strict,-Konstrukts fertig sind und
dies mittels (strict) in i gemeldet haben (h(p) = L), erhalten alle Lifeli-
nes die Erlaubnis zur Anwendung von (strict? ) und somit zur Bearbeitung
des rechten Teilterms des strict,-Konstrukts. Das Axiomenschema (strict?)
dient folglich einer globalen Synchronisation der Termbearbeitung iiber alle
Lifelines hinweg.
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(basicr,) a %1, Empty
T Sy T

(strict]) -
strict, (17, To) —1, strict, (17, T2)

(strict?) strict,(Empty, T3), h =, To,h  falls h(p) = L
(strict?) 1:strict,(Empty, Tb), h 1, 1 : strict,(Empty, T2), h[p — h(p)U{l}] falls I ¢ h(p)

a
T1 —1L Tll

(seqr,) - (seqf) seq,(Empty, Tp) ©1, Tp
- seq, (T, T3) S seq, (17, T2) - i
Ty S0 T}
(seq? ) - - /
seq, (11, T2) =1 seq,(Ryy ) (11), T3)
T, &0 T} Ty, &1, T
(par}) —— (par) -—*
a / a /
par,(T1,T2) —1, par, (11, T3) par,(T1,T2) —1, par,(T1,T3)
(pary) par,(Empty,73) DL Ty (pary) par,(T1, Empty) LL Ty

loop,,(T),h 51, Empty, hp — {1}]  falls h(p) N {2} =0

loop,,(T), h 551, seq,, (T, loop, 5(p2T)), hlp — {2}]  falls h(p) N {1} =0
alt,(T1, Ty),h 51, T1, hlp — {1}]  falls h(p) N {2} =0

alt,(T1,Ty),h 51, Ty, hlp — {2}] falls h(p) N {1} =0

—~

—

o

o

i®]
e e el sl
SN— N— SN— SN— N—

Tafel 4.3: Lokale operationale Semantik

4. Wurde B mit (alt{), (alt?), (loopi) oder (loop?) instantiiert und ist h(p) €
{{1},{2}} fiir p = top(T), dann sprechen wir von einem Nachfiihrschritt.
Das heifit die Lifeline [ fiihrt selbst keine neue Entscheidung aus, sondern
fiihrt lediglich die bereits getroffene und in h bekanntgegebene Entscheidung
einer anderen Lifeline nach. Wurde B mit (strict?) instantiiert, dann spre-
chen wir ebenfalls von einem Nachfiihrschritt—und zwar aus Griinden, die
spater noch klar werden.

5. Wurde B mit (seq?), (par}) oder (parf) instantiiert, dann sprechen wir von
einem Aufrdumschritt.

4.6 Invarianten

Wir geben eine informelle Ubersicht iiber alle relevanten Invarianzeigenschaften
von Konfigurationen [l :7},,...,0,:T;,, h] der lokalen operationalen Semantik:

(I1) T; ist wohlnummeriert fiir jedes [ € L.
(I2) Dom(h) := {p € Path|h(p) # 0} ist endlich.
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(13) Ran(h) := {h(p) |p € Path} C {{1},{2}} U p(L).

(I4) Fiir jeden Schritt (A, h) S, (N, /) und jedes p € Path ist h(p) < K/ (p).
Dabei ist < := ({(0,{1}), (0,{2})} U € )* und C die Teilmengenordnung
auf p(L).

(I5) Falls strict, (T}, T5) als Teilterm von 7; auftritt (fiir mindestens ein [ € L)
und h(p) # L ist, dann ist h(p.2.r) = () fiir alle r € Path.

(I6) Falls strict, (17, T3) als Teilterm von 7; auftritt und h(p) = L ist, dann ist
Ty = Empty.

(I7) Falls loop,(T) als Teilterm von T; auftritt (fiir mindestens ein [ € L) und
h(p) = 0, dann ist h(p.r) = O fiir alle r € Path.

(I8) Falls alt,(71,7T3) als Teilterm von 7; auftritt (fiir mindestens ein [ € L)
und h(p) = 0, dann ist h(p.r) = 0 fiir alle r € Path.

(I19) Falls loop,(T') oder alt, (T}, T») als Teilterm von 7; auftritt (fiir mindestens
einl € L) und h(p) ¢ {{1},{2}}, dann ist h(p) = 0 (und nicht etwa eine

nichtleere Teilmenge von L).

4.7 Konstruktion der Beobachtungsiquivalenz

Wir setzen HE := {h € H*|Dom(h) ist endlich}. Zwischen den Konfiguratio-
nen der pfadannotierten Fassung der globalen operationalen Semantik und den
Konfigurationen der lokalen operationalen Semantik definieren wir eine Relation
B C Term™™) x Conf” wie folgt:

B(T, [Ty, ... 1T, b)) <= Vie{l,...,n}. m,(T) =" sla(T},, h)

Die Abstraktionsfunktion sla wird hierbei in Abschnitt EE7T] definiert. Das Sym-
bol =* ist die reflexiv-transitive Hiille einer Reduktionsrelation =, die in Ab-
schnitt definiert wird.

4.7.1 Die Abstraktionsfunktion sla

Die Funktion sla (“sla” steht fiir “strict-loop-alt”), die in der Konstruktion der
Relation [ auftritt, ist eine Abstraktionsfunktion, welche rekursiv definiert ist
wie folgt:
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sla : Term™(") x HE — Term™(%)
sla(None(a), h) ;= None(a)
sla(Empty, h) ;= Empty
sla(a, h) = a
_ sla(T3, h) f.h(p)=1L
sla(stricty(T1, To), b) = {strictp(sla(Tl,h),Tg) £ h(p) £ L
sla(seq,(T1,72),h) = seqy(sla(T1,h),sla(Tz, h))
sla(par,(T1,T2),h) = par,(sla(T1, h),sla(T», h))
Empty h(p) = {1}
sla(loop,(T), h) = seqp(sla(T7 h), sla(loopp_Q(p_gT) )) h(p) = {2}
loop,,(T) hip) & {{1},{2}}
sla(T, ) h(p) = {1}
sla(alt,(Th,Ts),h) = < sla(T5, h) h(p) = {2}
alty (71, T3) h(p) & {{1},{2}}

Bevor wir formal beweisen, dass die Funktion sla wohldefiniert ist (man beach-
te die nichtkompositionale Klausel fiir loop, im Falle h(p) = {2}), wollen wir
zunédchst die Motivation fiir diese Abstraktionsfunktion klaren. Die Funktion sla
hat mit Entscheidungs-, Synchronisations- und Nachfiihrschritten zu tun (siehe
Abschnitt E3)). Wenn eine Lifeline [ einen Entscheidungsschritt fiir ein loop,- oder
alt,-Konstrukt erstmalig ausfiihrt, dann wird—je nach getroffener Entscheidung-
—der Wert h(p) auf {1} bzw. {2} gesetzt und somit die sla- Abstraktionsfunktion
fiir dieses p “eingeschaltet”. Das heiflt, die Funktion sla “faked” innerhalb der
Vertréglichkeitsbeziehung g fiir alle Lifelines, die den Entscheidungsschritt zu
diesem loop,- oder alt,-Konstrukt noch nicht nachgefiihrt haben, eben diesen
Nachfiihrschritt. Sobald also die erste Lifeline ein bestimmtes loop, oder alt,
Konstrukt bearbeitet hat, tun wir so, als ob bereits alle Lifelines dieses loop,-
bzw. alt,-Konstrukt bearbeitet hétten. Ahnliches gilt fiir Nachfiihrschritte, die
sich auf Synchronisationsschritte bezichen. Wenn die letzte Lifeline [ den Syn-
chronisationsschritt fiir ein Konstrukt strict,(Empty, T5) ausgefiihrt, wechselt der
Wert h(p) von L\ {l} auf L und die sla-Abstraktionsfunktion wird fiir die-
ses p “eingeschaltet”. Das heifit, die Funktion sla “faked” fiir alle Lifelines,
die das Konstrukt strict,(Empty, 75) noch nicht durch T3 ersetzt haben, eben
diese Ersetzung—welche wir ebenfalls einen “Nachfiihrschritt” genannt haben.
Es 148t sich zusammenfassend sagen, dass die Funktion sla alle Konfigurationen
der lokalen Semantik, die sich nur durch Nachfiihrschritte unterscheiden, zu ei-
ner Aquivalenzklasse zusammenfasst. Kurz: Die Funktion sla abstrahiert iiber
Nachfiihrschritte.
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Zum Beweis der Wohldefiniertheit der Funktion sla definieren wir fiir jedes gege-
bene h € HE eine wohlfundierte biniire Relation <" auf Term®®) wie folgt:

T <" T .« T’ ist direkter Teilterm von T oder
3T € Term™? p € Path. [h(p) = {2} A
T = Ioopp.Q(p,Qf) NT= Ioopp(f)}

Lemma 4.4 Essei h € HE,. Dann ist die Relation <" wohlfundiert.

Beweis. Angenommen die Relation <" wiire nicht wohlfundiert. Dann gibe es
eine unendliche absteigende Kette T, =" Ty > Ty =" ... in Term™®. Fiir
jedes n € Ny setzen wir I,, ;= denum(7;,). Weil der Entnummerierungsoperator
denum offenkundig monoton ist beziiglich der direkten Teiltermrelationen C Term
und Cnirrag und weil denum(loop,, 5(,. ,T)) = denum (loop, (7)) ist, folgt Io ZINIFrag
I INtFrag 12 IniFrag - --- Dabei gilt fiir jedes n € Ny die Gleichheit I, = I
genau dann, wenn es T € Term™™ und p € Path gibt, so dass h(p) = {2} und
Thi1 = Ioopp2(p2T) und 7, = loop, (T) ist. Weil die direkte Teiltermrelation
ENmag wohlfundiert ist, muss ein n € Ny existieren, so dass fiir alle m > n gilt:
I, = I,41. Fiir alle m > n gibt es folglich T € Term” Ll und p € Path, so dass
h(p) = {2} und T, 41 = Ioopp_Q(p,gT) und T, = loop,(T) ist. Daraus folgt die
Existenz von unendlich vielen p € Path mit h(p) = {2}. Dies ist ein Widerspruch
zur vorausgesetzen Endlichkeit von Dom(h). O

Korollar 4.5 Die Abstraktionsfunktion sla ist wohldefiniert.

Beweis. Sieche Lemma B4 und der Satz iiber wohlfundierte Rekursion. O

Lemma 4.6 Es sei h € HE . Dann ist sla(—, h) : Term®® — Term™®) eine
Projektion, d.h. fiir alle T € Term™®) gilt sla(sla(T, k), h) = sla(T, h).

Beweis. Sei h € HE . Wir beweisen VT € Term™?) . sla(sla(T, h), h) = sla(T, h)
durch eine noethersche Induktion entlang der wohlfundierten Relation <". Wir
fiihren nur die Fille zu den Konstrukten strict, und loop, aus:

T = strict, (11, T3): Wir unterscheiden zwei Fille:

Fall 1: h(p) = L: Dann ist sla(T, h) = sla(Ty, h). Wegen T, <" T und 1. V. gilt
sla(sla(T3, h), h) = sla(T3, h). Daraus folgt: sla(sla(T, k), h) = sla(sla(Ts, h), h) =
sla(Ty, h) = sla(T, h).

Fall 2: h(p) # L: Dann ist sla(T, h) = strict,(sla(T}, h), Ty). Wegen T} <" T und
wegen der 1. V. gilt sla(sla(71, h), h) = sla(T1, h). Daraus folgt:

sla(sla(T', h), h) = sla(strict,(sla(71, h), T2), h) = [wegen h(p) # L]

strict, (sla(sla(71, h), h), Tz) = strict, (sla(14, h), Tz) = sla(T, h).
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T = loop,(T1): Wir unterscheiden drei Félle:

Fall 1: h(p) ¢ {{1},{2}}: Dann ist sla(7', h) = loop,(11) = T

Es folgt: sla(sla(T, h), h) = sla(T, h).

Fall 2: h(p) = {1}: Dann ist sla(T, h) = Empty.

Es folgt: sla(sla(7T, h), h) = sla(Empty, h) = Empty = sla(T, h).

Fall 3: h(p) = {2}: Dann ist sla(7, h) = seq,(sla(T1, h),sla(loop, 5(,.2711), h)). Es
gilt Ty <" T und loop,,(,2T1) <" T. Mit der I V. folgt: sla(sla(Ty,h), h) =
sla(Ty, h) und sla(sla(loop, 5(,.271), h), h) = sla(loop, 5(.271),h). Daraus folgt:
sla(sla(T', h), h) = sla(seq,(sla(Ty, k), sla(loop, 5 (.2 T1), b)), h) =

seq, (sla(sla(11, h), h),sla(sla(loop, (.2 T1), h), h)) =

seq, (sla(T1, h), sla(loop, 5(,.2T1), h)) = sla(T', h). O

Bemerkungen: (1) a(sla(T,h)) C o(T)
(2) v(sla(T, h)) Cv(T)

Diese Bemerkungen konnen leicht durch eine noethersche Induktion entlang der
Relation <" bewiesen werden.

4.7.2 Die Reduktionsrelation =

Die Reduktionsrelation = C (Term“®)2, die in der Konstruktion der Relation
[ auftritt, ist definiert durch folgendes Termersetzungssystem T:

T1] Clseq,(Empty,T2)] = C[T>] mit C € Context ::= e | strict, (C1,T2)

[T2] Clpar,(Empty, T3)] = C[T?] | seq, (C1,T3) | seqy (T, Ch)
(T3] Clpar,(T1, Empty)] = C[T1] | par, (C1,T3) | pary (11, Ca2)
L(L)

wobei hier stets 77,75 € Term ist.

Die Reduktionsrelation = hat mit Aufrdumschritten zu tun. Wenn die globa-
le operationale Semantik einen Aufraumschritt ausfiithrt, dann kénnen wir dies
in der lokalen Semantik problemlos nachbilden, indem jede Lifeline den besag-
ten (7-) Aufraumschritt ausfithrt. In der Gegenrichtung ist die Situation etwas
schwieriger: Einen Aufréumschritt der lokalen Semantik, der von einer einzelnen
Lifeline [ ausgefiihrt wird, werden wir in der globalen Semantik nur trivial nachbil-
den (d. h. die globale Konfiguration bleibt unverandert), weil der Aufrdumschritt
von den restlichen Lifelines L\ {l} u. U. noch nicht ausgefiihrt wurde. Damit die
unveranderte globale Konfiguration mit der durch den Aufrdumschritt verander-
ten lokalen Konfiguration vertrédglich bleibt, abstrahieren wir in der Definition
der Vertréaglichkeitsbeziehung mittels der Relation =* {iber Aufraumschritte.

Die Regeln [T1], [T2] und [T3] des Termersetzungssystems T entsprechen genau
den Axiomen der operationalen Semantiken, die fiir Aufrdumschritte verantwort-
lich sind (siche Abschnitte und EZ3). Dabei miissen wir nur solche Kontexte
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C € Context beriicksichtigen, innerhalb der durch die operationalen Semantiken
ein Aufrdumschritt ausgefithrt werden kann. Weil die Regelsysteme der ope-
rationalen Semantiken keine Regeln vorsehen, mit deren Hilfe in die Teilterme
eines loop,- oder alt,-Konstruktes “hineingegriffen” werden kénnte, kénnen wir
auf loop,- und alt,-Konstrukte im Kontext C' verzichten. Entsprechendes gilt fiir
den rechten Teilterm eines strict,-Konstruktes.

Die Einsetzung eines Terms T € Term®® in einen Kontext C' liefert einen Term
C[T] € Term™™ und ist definiert wie folgt:

o[T] =T

strict,y (C1, 1) [T := strict, (C1[T], T5)
sed,, (01>T2)[T] 1= seq,, (C1[T],T»)
seq, (11, Co)[T] = seq, (11, Co[T1])
par, (C1, To)[T] = par, (C\[T], T»)
parp,(Tl,C’g)[T] = parp,(Tl,C’Q[T])

Analog zum Einsetzen eines Terms in einen Kontext definieren wir die Einsetzung
eines Kontexts C' in einen anderen Kontext C’. Sind C,C’ € Context so ist
C’'[C] € Context. Es gilt folgendes Lemma [vgl. mit Berregeb et al. 1997 S. 6]:

Lemma 4.8 Es gilt: C'[C[T]] = (C'[C))[T]

Beweis. Der Beweis erfolgt durch strukturelle Induktion iiber den syntaktischen
Aufbau des dufieren Kontextes C' (“Kontextinduktion”):

C’ = o: Es gilt: o[C[T]] = C[T] = ([C])[T].

C' = strict, (C!, T}): Es gilt: strict, (C{,T’)[ [T)] = strict,, (C}[C[T]], T%) '

strict, ((C4[C)) [T, T3) = strict,s(C4[C), T3)[T] = (strict, (%, T3)[C))[T]

Alle verbleibenden Félle sind analog. O
L(L)

Lemma 4.9 Seien 7,7’ € Term
Aus T =™ T’ folgt C'[T] =™ C'[T"].

, C" € Context und m € Ny. Dann gilt:

Beweis. Wir zeigen die Aussage nur fiir m = 1. Die Verallgemeinerung auf
m € Ny folgt durch eine vollstandige Induktion nach m. Es gelte T = T".
Dieses Judgement kann nur mit einem der Axiome [T1], [T2], [T3] abgelei-
tet worden sein. Falls es mit [T1] abgeleitet wurde, dann gibt es ein C' €
Context, so dass 1" = Cf[seq,(Empty,T3)] und 7" = C[I3]. Mit Lemma

folgt C'[T] = C'[C[seq,(Empty, T3)]] = (C'[C])[seq,(Empty, T)] und C'[T"] =
C'[CT]] = (C'[C)[T3]. Weil C'[C] € Context ist, folgt mit Axiom [T1], dass gilt
C'|T) = C'[T"]. Die Félle [T2] und [T3] sind analog. O
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Wir definieren sowohl auf Termen 7' € Term™) als auch auf Kontexten C' eine
size-Funktion rekursiv wie folgt:

size : Term™® J Context — N,

size(const) =0

size(uop,(T1)) = 1+ size(Th)
size(bop,(T1,T2)) = 1+ size(T1) + size(T)
size(e) =0

size(strict,y (C1,T3)) = 1+ size(Cy) + size(T3)
size(seq,, (C1,Tz)) = 1+ size(Ch) + size(T)
size(seq,, (T1,C2)) = 1+ size(Ty) + size(Cy)
size(par, (C1,T3)) = 1+ size(Ch) + size(T)
size(par, (11,C3)) = 1+ size(T1) + size(T5)

(1) size(C[T]) = size(C') + size(T)

(2) Aus (T =+ T") = size(T) = size(T") + k.
(3) (T — T/) (T :>(size(T)—size(T’)) T/)

4) (T=T) = oT)=a(T) ANv(T) =v(T")

Bemerkungen:

Die Bemerkung (1) folgt mit einer Kontextinduktion iiber C. Fiir k = 1 ist die
Bemerkung (2) eine unmittelbare Folgerung aus (1) und der Definition des Ter-
mersetzungsystems T. Die Aussage fiir k£ € Ny folgt durch vollstandige Induktion
nach k. Die Bemerkung (3) ist unmittelbare Folgerung aus (2). Die Bemerkung
(4) zeigt man mit einer geeigneten Kontextinduktion.

Aus Bemerkung (2) folgt, dass das Termersetzungssystem T terminiert, d.h. es
gibt keine unendlichen “absteigenden” Ketten Ty = 177 = Ty = .... Anders
ausgedriickt ist (=)~" eine wohlfundierte Relation auf Term®®),

Wir stellen nun einige Lemmata fiir das Termersetzungssystem T bereit, welche
wir fiir die weiteren Beweisfithrungen bendtigen. Wir interessieren uns insbeson-
dere dafiir, wie Interaktionsterme S syntaktisch gebaut sind, die sich in endlich
vielen Rewritingschritten zu einem gegebenen Term sla(T', h) reduzieren lassen.
Zunéchst geben wir zwei neue Definitionen an:

ET € ETerm ::= Empty RC € RContext ::= e
| seq,(ET., ET5) | seqp (ETq, RCy)
| par,(ETy, ET5) | par, (ETy, RC»)
| p (Rol,ET2)

Fiir jedes T € Term™® setzen wir RTerm[T] := {RC[T]| RC € RContext }.
Offenkundig gilt RTerm[Empty] = ETerm.

Die Menge ETerm ist gegeniiber riickwérts ausgefithrten Rewritingschritten ab-
geschlossen. Diese Aussage kann wie in folgendem Lemma formalisiert werden:
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Lemma 4.11 Es gilt:
VT € Term™® T’ € ETerm. [(T = T") folgt T € ETerm |

Beweis. Fiir alle C' € Context, Ty, Ty € Term™?)

(i)  C[Iy] € ETerm = C[seq,(Empty, T3)] € ETerm und

(ii) C[T3] € ETerm = C'par,(Empty, T3)] € ETerm und

(iii) C[T] € ETerm = Clpar, (11, Empty)] € ETerm
durch stukturelle Induktion iiber den syntaktischen Aufbau des Kontextes C.
C = e: Es gelte C[T1],C[Ty] € ETerm. Wegen C[Iy] = T; folgt T, € ETerm.
Somit gilt Clseq,(Empty, T)] = seq,(Empty,T3) € ETerm, d.h. es gilt (i). Die
Aussagen (ii) und (iii) zeigt man analog.
C= strictp/(C’l,T): Dann sind C[T1],C[Ty] ¢ ETerm, weil es keinen Term in
ETerm gibt, dessen Toplevelfunktionssymbol strict,, ist.

C= seqp,(Cl,f): Es gelte C[T],C[T,] € ETerm. Somit ist seqp,(Cl[Tg],T) =
C[I3] € ETerm. Es folgt: C1[15] € ETerm und 7' € ETerm. Aus C4[13] € ETerm
und der 1. V. folgt Ci[seq,(Empty,T3)] € ETerm. Zusammen mit 7' € ETerm
folgt: C[seq,(Empty, T5)] = seq,, (C1[seq,(Empty, T3)],T) € ETerm. Also gilt (i).
Die Aussagen (ii) und (iii) zeigt man analog.

C = seqy (T, Cy) oder par, (Cy,T) oder par, (T, Cy): Analog zu seq,,(C1, 7). O

und p € Path zeigen wir

Lemma 4.12 Sei T € Term®®), Dann gilt: T € ETerm <= (T =* Empty)

Beweis. “=" Durch strukturelle Induktion iiber T' € ETerm.

“«<” Mittels Lemma ELTT] und einer vollsténdigen Induktion {iber die Anzahl m
der Rewritingschritte 7" =" Empty. U

Aus Lemma folgt, dass ETerm die Menge aller Interaktionsterme 7' ist, die
die Eigenschaft haben, dass ihre (eindeutig bestimmte) Normalform Empty ist.
Aufbauend auf Lemma zeigt man durch Kontextinduktion iitber RC', dass
fiir alle RC' € RContext und alle T € Term™® gilt RC[T] =* T.

Lemma 4.13 Seien T,7",17,T} € Term™®) | p € Path und es gelte T =* T".
Dann gilt:

1. Falls das (entnummerierte) Toplevelfunktionssymbol von 7" nicht strict, seq
oder par ist, dann gilt 7" € RTerm[T”].

2. Falls T" = strict, (17, T3) ist, dann gibt es einen Term 7; € Term
dass gilt T} =* T] und T € RTerm|strict, (T3, T3)].

LL) g0
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3. Falls T = bop, (T}, T;) mit bop € {seq, par} ist, dann gibt es Terme
Ty, Ty € Term™ ™), so dass gilt Ty =* T und Ty =* T; und
T € RTerm[bop, (11, T5)].

Beweis. Der Beweis erfolgt durch vollstindige Induktion tiber die Anzahl m der
Rewritingschritte 7" =™ T’. Der Induktionsanfang fiir m = 0 ist trivial. Fiir
jeden der drei Falle beweisen wir eine Hilfsaussage, aus welcher der jeweilige In-
duktionsschluss trivial folgt.

Ad 1. Sei T" wie gefordert. Als Hilfsaussage zeigen wir, dass RTerm|[T"] ge-
geniiber riickwérts ausgefiihrten Rewritingschritten abgeschlossen ist; vgl. mit
Lemma ECTT Zu zeigen: Fiir alle C € Context, S;, Ss € Term™®) | p € Path gilt:

(i)  C[Ss] € RTerm[T"] = C'[seq,,(Empty, S3)] € RTerm[T"] und
(ii)  C[Ss] € RTerm[I"] = C'[par,(Empty, S3)] € RTerm[7"] und
(iii) C[S1] € RTerm[T"] = C'[par,,(S1, Empty)] € RTerm[T"]

Wir begniigen uns mit dem Beweis der Aussage (i). Die Aussagen (ii) und (iii)
zeigt man vollig analog. Der Beweis erfolgt durch strukturelle Induktion iiber
den syntaktischen Aufbau des Kontextes C.

C =e:Es gelte C[Sy] € RTerm[T"] also ist S; € RTerm[T"]. Somit gibt
es ein RCy € RContext mit S = RC,[T"]. Es folgt Clseq,(Empty, Sy)] =
seq,(Empty, RC5[T"]) = seq,(Empty, RC3)[T"]. Weil Empty € ETerm und RC €
RContext ist, folgt seq,(Empty, RC3) € RContext. Also ist C[seq,(Empty, S;)] €
RTerm[T”].

C = strict, (Cy, T): Dann ist C[S,] ¢ RTerm|[T”], weil einerseits das (entnumme-
rierte) Toplevelfunktionssymbol von 7" nicht strict ist (nach Voraussetzung) und
andererseits auch kein nichtleerer Kontext RC € RContext existiert, dessen To-
plevelfunktionssymbol strict ist.

C= seqp,(C’l,T): Es gelte C[Sy] € RTerm[T"]. Es gilt seq,, (C1[S5], T)=C[Sy) €
RTerm[T"]. Es gibt ein RC' € RContext, so dass gilt: seq,, (C [S2], T) = RC[T").
Weil das Toplevelfunktionssymbol von 7" nicht seq ist (nach Voraussetzung), muss
RC # e gelten. Somit kommt nur RC = seq,, (ET1, RC3) in Frage. Mithin gilt
(1) C1[S5] = ET, € ETerm und (2) T = RC5[T"]. Aus (1) und Lemma BT folgt:
C\[seq,(Empty, S5)] € ETerm. Hieraus und mit (2) folgt: C[seq,(Empty, S;)] =
seq,, (C1[seq, (Empty, Sy)], T) = seq,, (C1[seq,(Empty, Sy)], RC3)[T'] € RTerm[T"].

C:seqp,(f, Cy): Es gelte C[S;] € RTerm[T']. Es gilt seqp,(f, Cs[Ss]) =
C[Ss] = RC[T’] mit einem RC € RContext. Weil das Toplevelfunktionssym-
bol von T" nicht seq ist, muss RC # e gelten. Somit kommt nur RC =

seq, (ET, RCy) in Frage. Mithin gilt (1) T = ET, € ETerm und (2) Cy[S,] =
RC,[T'] € RTerm[T"]. Aus (2) und der 1. V. fiir Cy folgt: Cy[seq,(Empty, S»)] €
RTerm[T”], d.h. es gibt ein RC"y € RContext mit Cs[seq,(Empty, S3)] = RCH[T"].
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Hieraus und mit (1) folgt: C[seq,(Empty, Sy)] = seqp,(i Cs[seq, (Empty, S5)]) =
seq,,(ETy, RCY)[T'] € RTerm[T"].

C= parp,(C’l,f): Es gelte C[S,] € RTerm[T"]. Es gilt par, (C1[Ss], T) = C[Sy] =
RCIT’] mit einem RC € RContext. Weil das Toplevelfunktionssymbol von
T’ nicht par ist, muss RC # e gelten. Es kommen nur die Fille (a) RC =
par, (ET1, RCy) oder (b) RC = par,(RCy, ET,) in Frage. Im Fall (a) argumen-

tiert man analog zu C = seq,, (C1, T), im Fall (b) analog zu C' = seqp/(f, Cy).
C= parp,(f, C5): Analog.

Ad 2. Es gelte T" = strict,(77,73). Als Hilfsaussage zeigen wir, dass fiir alle
C € Context, 57,53 € TermL( ) und ¢ € Path gilt:
(i) C[Se] € RTerm[T"] = 3Ty € Tem™ W . (Ty =T VT = T}) A
Clseq, (Empty, S2)] € RTerm|strict, (T, 73)])
(ii) C[Sy) € ETerm[T"] = 3T} € Term*"). (T, = T{ vV T} = T}) A
Clpar,(Empty, S>)] € RTerm|[strict, (T}, T3)])
(ili) C[S1) € ETerm[T"] = 3T, € TermL(L).((Tl =T/VvT = 1T]) A
Clpar, (S, Empty)] € RTerm|[strict, (T}, T3)])
Wir begniigen uns mit dem Beweis der Aussage (i). Die Aussagen (ii) und (iii)
zeigt man analog. Der Beweis erfolgt durch stukturelle Induktion iiber den syn-
taktischen Aufbau des Kontextes C'.
C' = e: Analog zum Fall C' = e aus Ad 1. mit 7} := T7.

C = stricty (Cy, T): Es gelte C[S,] € RTerm[T”]. Es gibt RC € RContext mit
stricty (C1[Ss], T) = C[Sy] = RC[T") = RC|strict, (T}, T})]. Weil kein Kontext RC
existiert, dessen Toplevelfunktionssymbol strict ist, muss RC' = e sein. Folglich
ist ¢ = pund C4[S5] = T/ und T = Tj. Setze Ty = Ci[seq,(Empty, S2)].
Es ist Ty € Term™®. Mit Axiom [T1] folgt Ty = Cy[Ss] = T}. Aufer-
dem gilt C[seq,(Empty, So)] = strictq/(Cl[seqq(Empty,Sg)],f) = strict,(11,73) =
ostrict,(71,T3)] € RTerm|[strict, (T3, T3)].

C = seq,(Ch, T): Analog zum Fall C' = seq, (C1, T) aus Ad 1. mit T} := T7.

C :seqq,(i Cy): Es gelte C[Sy] € RTerm[T]. Es gibt RC € RContext mit
seq, (T, C5[Sy]) = C[Ss] = RC[T"] = RC|strict, (T}, T)]. Offenkundig ist RC' # e.
Es kommt nur RC = seq,,(ET1, RC3) in Frage. Mithin ist (1) T = ET; € ETerm
und (2) Cy[S2] = RC,[T'] € RTerm[T”]. Aus (2) und der 1. V. fiir Cy folgt: Es
gibt T € Term™® und RC), € RContext, so dass gilt (T3 = T/ oder T} = T7)
und Cy[seq,(Empty, S)] = RC%|[strict,(T1,T3)]. Es folgt: C[seq,(Empty, S;)] =
seqq,(i Cy[seq,(Empty, S3)]) = seq,, (ET1, RCY)|strict,(T1, T3)] € RTerm].. .

C= parq,((]l,f) oder par,, (T, Cs): Analog.
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Ad 3. Dieser Fall ist methodisch so &hnlich zu den Féllen 1. und 2., dass wir den
Beweis dem geneigten Leser iiberlassen. O

4.8 Beobachtungsiquivalenz als Regelsystem

Ausgehend von der Konstruktion der Relation § aus Abschnitt EE7 konnte man
versuchen zu beweisen, dass (8 eine Beobachtungsidquivalenz zwischen der pfad-
annotierten globalen operationalen Semantik und der lokalen operationalen Se-
mantik ist. Aufgrund der etwas technisch geratenen Definiton von 3, die sowohl
auf die Funktion sla als auch auf die Relation =* zuriickgreift, erweist sich ein
solches direktes Vorgehen als iiberraschend schwierig. Es stellt sich daher die
Frage, ob es moglich ist, die Definition von 3 in eine Gestalt zu bringen, die uns
wéahrend der Ausfithrung der Koinduktion hilft, die verschiedenen kombinatori-
schen Fallgestaltungen iiberschaubar zu halten. Zu diesem Zweck isolieren wir
zunachst den eigentlich problematischen Teil der Definition von 3, namlich die
Kombination der Abstraktionsfunktion sla und der reflexiv-transitiven Hiille =*
der Reduktionsrelation. Sei I € L und h € HE . Die Relation p C (Term™))?2
sei definiert wie folgt:

pi(S,T) <= S ="sla(T,h) und (S,T) € (Term{}{H))2

Dann gilt 3(T, [l : Ty, ..., 1, : Ty, h]) < Vi e {1,...,n}. p}(m,(T),T,). Es
erscheint uns sinnvoll, die Relationen p!" mit Hilfe von Regelsystemen R? SO zu
axiomatisieren, dass p'(S,T) < IFgr (5, T) gilt. Die weiteren Designziele fiir
diese Regelsysteme R} sind zunichst vage. Es versteht sich von selbst, dass wir
moglichst wenige und moglichst einfache Regelschemata wiinschen. Bei naivem
Vorgehen kénnte man z. B. versuchen, ein Regelsystem Ry, fiir die Abstraktions-
funktion und ein zweites Regelsystem R, fiir die Reduktionsrelation aufzustellen.
Anschlielend erweitert man das Regelsystem R_. um zwei Regelschemata

(T) Tl) (T/) Tl/)

[refl] (T,T) [trans] 1)

und bildet dadurch die reflexiv-transitive Hiille. Schlielich fiigt man das Regel-
system Rg, und das um [refl] und [trans] erweiterte Regelsystem R._ mit Hilfe
eines weiteren Regelschemas [combine] zum Regelsystem R;L zusammen. Das
Problem an dieser einfachen Methode ist, dass die Regelschemata [trans] und
[combine] nicht syntax-directed sind. Uberdies enthélt [trans] einen frei withlba-
ren Parameter T”. Somit wiirde dieses naive Regelsystem R? zu genau denselben
kombinatorischen Problemen fiithren, denen wir durch Einfithrung des Regelsys-
tems eigentlich ausweichen wollten. Ein Designziel fiir R!" ist somit der Verzicht
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auf ein Regelschema der Form [trans]. Auflerdem wére es misslich, zwei getrennte
Regelsysteme aufzustellen, die mit Hilfe eines Regelschemas [combine] zusammen-
gefiigt werden miissen. Stattdessen wollen wir ein gemeinsames verschmolzenes
Regelsystem finden. Ein Indiz dafiir, dass ein solches Vorhaben nicht chancenlos
ist, findet sich in folgender Beobachtung, welche wir im Ubrigen nicht beweisen
und auch nicht weiter verwenden werden:

Beobachtung: Sei h € HL . Seien S,7 € Term™® und der Term S erfiille
beziiglich h die Invariante Dann gilt: (S =1T) = (sla(S,h) = sla(T, h))

Demnach wirkt die Abstraktionsfunktion sla(—, h) fiir festes h wie ein Kontext des
Termersetzungssystems T (vgl. mit Lemma ). Dies unterstreicht die Tatsache,
dass die sla-Funktion und die Reduktionsrelation = nicht viel miteinander zu tun
haben. Sie interferieren nicht miteinander. Dies wiederum néhrt die Hoffnung,
dass man die Regelschemata fiir Ry, und R_ einfach miteinander “mischen”
kann.

Sei I € L und h € HE. Das Regelsystem R} iiber Judgements der Form
(S,T) € (Term™™)? ist in Tafel B4l angegeben. Der allergrofte Teil der Regel-
schemata—némlich alle Regelschemata aufler [seq?], [par?] und [par®]—sind nur
eine Straightforward-Ubersetzung der <"-rekursiven Definition der sla-Funktion.
Das Geheimnis der hier angewandten Methode liegt aber in den drei unscheinba-
ren zusiitzlichen Regeln [seq?], [par?] und [par®]. Der gesamte Effekt der reflexiv-
transitiven Hiille =* der Reduktionsrelation =, die in der Definition von p} der
sla-Funktion vorgeschaltet ist, &ufert sich in diesen hinzugemischten drei Regeln.
Es liegt auf der Hand, dass dies eine drastische Vereinfachung der Definition von
pff und somit auch der Definition von 3 bedeutet. Alle technischen Probleme der
urspriinglichen Definition von 3 werden durch die Regelsysteme R}' und durch
den zugehorigen Korrektheits- und Vollstandigkeitsbeweis gekapselt und somit
vor der eigentlichen Koinduktion, die sich nur noch auf die Regelschemata in den
Tafeln B2 und EL4 stiitzt, verschattet. Wir betrachten dieses Vorgehen als
methodisch schon.
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[None]
[Empty]

[Action]

[strict!]
[strict?]
[seq’]
[seq”]
[par’]
[par?]
[par?]

[loop']

[loop?]
[loop?]

[alt!]

[alt?]

[alt?]

(None(a), None(a))

(Empty, Empty)
(a,a)
(S, T»)
(S, strict, (11, T3))
(51,T1)

(strict,(S1, T3), strict, (17, T5))

(S1,T1)  (S2,T»)
(seq,(S1,52),seq,(T1,T2))
(S1,Empty) (S2,T»)

(seq,(S1,52),T>)

(51,T1) (52, T3)
(par,(S1, 82), par,(T1,13))
(S1,Empty) (S2,T»)
(par,(S1,52),T2)
(S1,T1) (S2,Empty)
(par,(S1,52),T1)

(S, Empty)
(S, loop,,(T1))
(S1,T1)  (S2,lo0p, 5(p.2T1))

(seq, (51, S2),loop,,(11))
(loop,,(T1), loop,,(T1))
(S1,T1)
(S1,alt, (T, T3))
(S2,T»)
(S2,alt, (T, T3))
(alty (T3, T), alty (T4, T2))

falls I € a(a)

falls [ € a(a)

falls h(p) =L AN Ty € Term {1

falls h(p) # L A Ty € TermtE)

-- entspricht [T1]

-- entspricht [T2]
-- entspricht [T3]
falls h(p) = {1} A T} € Term{{H)

falls h(p) = {2}
falls h(p) ¢ {{1},{2}} AT} € Term{{)

falls h(p) = {1} A Ty € Term{W)

falls h(p) = {2} A T} € Term{AW)

falls h(p) ¢ {{1}, {2}} A 1, Ty € Term{D1)

Tafel 4.4: Axiomatisierung der Relation p} (= Regelsystem R!")
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4.8.1 Korrektheit

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass das Regelsystem R aus Tafel B4l eine
korrekte Axiomatisierung der Relation p}' darstellt. Anschliefend zeigen wir in
Abschnitt die Vollsténdigkeit des Regelsystems R}'.

Satz 4.14 (Korrektheit von R/") Sei [ € L und h € Hf,. Dann gilt:
V(S,T) € (Term"")2 Ikgn (S,T) = p(S,T).

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Ableitungsinduktion fiir Judgements (5,7).
Wir erinnern daran, dass Term! := Term{? %) gesetzt wurde.

[None], [Empty], [Action] Dann ist S = T' = const und (const, const) € (Term')2.
Auflerdem gilt const =* const = sla(const, h).

[strict'] Dann ist 7' = strict, (7}, T3) und h(p) = L und T} € Term' und IFgn (S, T3).
Mit der L. V. folgt pl(S,T5). Es folgt S =* sla(Ts, h) und (S,T3) € (Term)2.
Wegen h(p) = L gilt sla(Ts, h) = sla(strict,(T1,13),h) = sla(T,h). Also gilt
S =*sla(T, h). AuBerdem ist (S,7T) € (Term')?. Es folgt: pl'(S,T).

[strict?] Dann ist S = strict, (S, T2) und T' = strict, (T}, T2) und h(p) # L und
Ty € Term' und H-th (S1,Ty). Mit 1. V. folgt pl'(S;, Ty). Es folgt S; =~ sla(Ty, h)
und (Sy,7y) € (Term')?. Setze C' := strict,(e,T;) € Context. Mit Lemma
folgt: C[S1] =* C[sla(T1, h)]. Somit gilt strict,(Sy, Ta) =* strict,(sla(T, k), T5).
Und weil h(p) # L ist, folgt strict,(sla(11, h), Tz) = sla(strict,(11,73), h). Somit
gilt S =*sla(T, h) und (S,T) € Term', d.h. es gilt p}(S,T).

Die restlichen Félle seien in einem kiirzeren Stil behandelt.

[seq'] Es gelte S; =* sla(Ty,h) und Sy =* sla(Ty, k). Aus S; =* sla(Ty, h) und
Lemma mit C' := seq,(e,Sy) folgt seq,(S1,S2) =" seq,(sla(T1, h), S2). In
entsprechender Weise folgt aus Sy =* sla(75,h) und Lemma B9 mit C' :=
seq, (sla(Ty, h), e), dass gilt seq, (sla(T1, h), So) = seq,(sla(11, h),sla(T3, h)). Ins-
gesammt folgt: seq, (51, S2) =~ seq,(sla(Ty, h),sla(Ty, h)) = sla(seq,(T1,13), h).

[seq?] Es gelte S; =* sla(Empty, h) und Sy =* sla(Ty, h). Aus S; =* sla(Empty, h)
und sla(Empty, h) = Empty und Lemma mit Kontext C' := seq, (e, Sz) folgt
seq,(S1,92) =" seq,(Empty, S3). Mit Axiom [T1] folgt seq,(Empty, So) = Ss.
Insgesammt gilt seq,(S1,S2) = seq,(Empty, S2) = Sy =" sla(Ts, h) und somit
seqp(Sl, SQ) =* sla(Tg, h)

1

par!] Analog zu [seq!].

par?] Analog zu [seq?] mit Axiom [T2

]
‘] J
par®] Analog zu [seq?] mit Axiom [T3].

[

[
[par®
[loop'] Es gelte h(p) = {1} und S =* sla(Empty, h). Weil h(p) = {1} ist, gilt
sla(Empty, h) = Empty = sla(loop,(71), h). Also gilt S =* sla(loop,(T1), h).
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loop?] Es gelte h(p) = {2} und Sy =* sla(T, h) und Sy =* sla(loop,, 5(,.211), h).
Durch zweimalige Anwendung von Lemma erhdlt man: seq,(S;,S2) =~
seq, (sla(Ty, h), S2) =" seq,(sla(T1, h),sla(loop, 5(,.2T1)) = sla(loop,(11), h), wo-
bei das Gleichheitszeichen wegen h(p) = {2} gilt.

loop®] Es gelte h(p) ¢ {{1},{2}}. Es folgt loop,(T1) = sla(loop,(77),h). Also
gilt loop,(11) =" sla(loop,(T1), h).

[alt!] Es gelte h(p) = {1} und S; =* sla(Ty,h). Weil h(p) = {1} ist, folgt
sla(Ty, h) = sla(alt, (71, T»), h). Somit gilt S; =" sla(alt, (11, 73), h).

[alt?] Analog zu [alt?].

[alt?] Es gelte h(p) ¢ {{1},{2}}. Es folgt alt,(T1, T>) = sla(alt, (T3, T»), h). Also
gllt altp(Tl, Tg) =* sla(altp(Tl, Tg), h) I

4.8.2 Vollstandigkeit

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass das Regelsystem R!' aus Tafel B4l eine
vollstéindige Axiomatisierung der Relation p' darstellt.

Lemma 4.15 Sei ET € ETerm beliebig. Dann gilt: H—th (ET, Empty).

Beweis. Der Beweis erfolgt durch strukturelle Induktion iiber ET':
ET = Empty: Mit Axiom [Empty]| folgt IFgn (Empty, Empty).

ET = seq,(ET,, ET): Nach L V. gilt: IFgo (ET, Empty) und IFgn (ET9, Empty).
Mit Regel [seq?] folgt I (seq,(ETH, ET2) Empty).

ET = par,: Analog zum Fall ET = seq,(ET;, ET) mit Regel [par?. O

Lemma 4.16 Es gelte S € RTerm(S] und Ikpy (S,7). Dann gilt: gy (S,7).

Beweis. Wir zeigen VRC € RContext. IFgn (RC[S],T) durch strukturelle In-
duktion iiber den syntaktischen Aufbau des Kontextes RC"

RC = e: Trivial.

RC = seq,(ET1, RC5): Aus Lemma ELTH folgt Ik (E7T, Empty). Aus der LV.
folgt Ik (RC2[S],T). Mit Regel [seq?] folgt: “_Rh (seq,(ET1, RC,[S]),T), d.h.
es gilt IFgn (RC[S], T).

RC = par,(ET, RCy): Analog zum Fall RC = seq,(ET1, RC3) mit Regel [par?].
RC = par,(RCy, ET3): Analog zum Fall RC' = seq,(ET1, RC5) mit Regel [par?].
U
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Satz 4.17 (Vollstindigkeit von R)) Sei l € L und h € Hf,. Dann gilt:
V(S,T) € (Term" M2 p} (S, T) = Ikgy (S, 7).

Beweis. Seien [ € L und h € HE vorgegeben. Wir setzen
A(T) <= VS ¢ Term{l}({l}).((s ="sla(T,h)) = Ikgp (5, T))

fiir jedes T € Term’. Wir zeigen V T' € Term'. A(T) durch noethersche Induktion
entlang der Relation <" aus Abschnitt EZZ1L

Sei T € Term' und gelte VT" <" T. A(T"). Zu zeigen ist A(T). Sei S € Term'
und gelte S =* sla(T, h). Zu zeigen ist IFrp (S,T)). Wir fithren eine Fallunter-
scheidung nach der syntaktischen Form von 7" aus:

T = None(a): Dann ist [ € a(a) (weil T € Term' ist) und sla(T, h) = None(a).
Damit gilt S =* None(a) und mit Lemma EET3T] folgt S € RTerm[None(a)]. Mit
Axiom [None] und [/ € a(a) folgt IFgn (None(a), None(a)). Mit Lemma ELTA folgt
IFgn (S, None(a)).

T = Empty: Dann ist sla(7’, h) = Empty. Somit gilt S =* Empty und mit Lemma
ETET folgt S € RTerm[Empty]. Mit Axiom [Empty] folgt IFp. (Empty, Empty).
Mit Lemma ET4 folgt I (S, Empty).

T = a: Analog zum Fall 7' = None(a) mit Axiom [Action].

T = strict, (1, T5): Wir unterscheiden zwei Fille:

Fall 1: h(p) = L: Dann ist sla(T,h) = sla(Ty, h). Somit gilt S =* sla(T3,h).
Wegen Ty <" T gilt A(Ty). Es folgt IFgn (S, T2). Wegen h(p) = Lund T; € Term'
und Regel [strict'] folgt IFgp (S, strict, (11, T3)).

Fall 2: h(p) # L: Dann ist sla(T, h) = strict,(sla(T3, h),T5). Somit gilt S =*
strict,(sla(74, h),T5). Nach Lemma gibt es ein 7] € Term™®), so dass
gilt (1) 7] =* sla(T1,h) und (2) S € RTerm|strict, (77, T)]. Wegen Ty <" T
gilt A(T}). Bevor wir A(T}) auf (1) anwenden konnen, miissen wir noch zeigen,
dass T] € Term' gilt: Weil T € Term' ist, folgt a(T),v(T) C {I}. Somit gilt
a(T]) = a(sla(Ty1, h)) € a(Ty) C o(T) C {i} und v(17) = v(sla(Ty, h)) C v(Ty) C
v(T) C {I}. Folglich ist T/ € Term'. Aus A(T}) und 7] € Term' und (1)
folgt Ik (77,71). Wegen h(p) # L und T € Term' und Regel [strict?] folgt
(3) Ikgp (strict, (17, T3), strict, (71, T2)). Mit (2) und (3) und Lemma folgt
IFgp (S, strict, (Th, T2)).

T = seq,(T1,T3): Dann ist sla(T, h) = seq,(sla(T1, h),sla(Ts, h)).  Folglich gilt
S =" seq,(sla(T1, h),sla(T, h)). Nach Lemma gibt es T/, T} € Term™®)
(wegen T € Term' folgt T!, Ty € Term'), so dass gilt (1) T/ =* sla(T,h)
und (2) T; =~ sla(T, h) und (3) S € RTermlseq, (77, T3)]. Wegen Ty, Ty <" T
gilt A(Ty) und A(Ty). Aus A(Ty) und T} € Term' und (1) folgt Fre (11, Th).
Aus A(Ty) und Ty € Term' und (2) folgt IFgn (13, T2). Mittels der Regel [seq']
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folgt (4) IFgn (seq,(T7,T3), seq, (11, T2)). Mit (3) und (4) und Lemma BT folgt
”'th (S, seq, (11, T2)).

T = par,(T1,T): Analog zum Fall T = seq,,(T1, T>) mit Regel [par'].

T = loop,(T1): Wir unterscheiden drei Félle:

Fall 1: h(p) = {1}: Dann ist sla(7,h) = Empty und es gilt S =* Empty. Mit
Lemma T3] folgt S € RTerm[Empty]. Mit Lemma ET8 und Axiom [Empty]
folgt IFgn (S, Empty). Wegen h(p) = {1} und 71 € Term' und Regel [loop!] folgt
II-th (S, Ioopp(Tl)).

Fall 2: h(p) = {2}: Dann ist sla(T,h) = seq,(sla(T1, h),sla(loop, 5(,.271), h)).
Somit gilt S =" seq,(sla(T1, h),sla(loop, 5(,271),h)). Aufgrund von Lemma
(und weil T € Term' ist) gibt es 77,7 € Term', so dass gilt
(1) 177 =~ sla(Ty,h) und (2) T, =" sla(loop,s(p271), k) und (3) S €
RTermlseq, (T}, T3)]. Es gilt Ty <" T. Weil h(p) = {2} ist, gilt ferner
loop,, 5(p.271) <" loop,(T1) = T. Somit gilt A(Ty) und A(loop, 5(p2T1)). Aus
A(T)) und T/ € Term' und (1) folgt Fge (11, T1).  Aus Aloop,, 5(,.277)) und
Ty € Term' und (2) folgt IFrr (T3, 100p,, 5(p2T1)). Mit h(p) = {2} und Regel
[loop?] folgt (4) IFrr (seq, (17, T3), loop,,(11)). Mit (3) und (4) und Lemma ELTd
folgt Ik (S, loop,(T1)).

Fall 3: h(p) ¢ {{1},{2}}: Dann ist sla(T,h) = loop,(T1). Somit gilt S =*
loop,(71). Mit Lemma EET3T] folgt S € RTerm[loop,(71)]. Mit Lemma ETH und
Axiom [loop®] und h(p) ¢ {{1},{2}} und T, € Term' folgt IFgn (S, loop,(T7)).

T = alt,(T1,T5): Wir unterscheiden drei Félle:

Fall 1: h(p) = {1}: Dann ist sla(T,h) = sla(71, h) und es gilt S =* sla(Ty, h).
Wegen Ty <" T gilt A(T)). Aus A(T)) und S € Term' und S =* sla(T1, h) folgt
Fgp (5,T1). Weil h(p) = {1} und T € Term' gilt, folgt mit Regel [alt!] dass
“_R;L (S,altp(Tl,Tz)).

Fall 2: h(p) = {2}: Analog zu Fall 1 mit Regel [alt?].

Fall 3: h(p) ¢ {{1},{2}}: Dann ist sla(7,h) = alt,(71,72). Somit gilt
S =* alt,(T1,T2). Mit Lemma B3 folgt S € RTermlalt,(71,75)]. Mit Lem-
ma EI8 und Axiom [alt?] und h(p) ¢ {{1},{2}} und 71,75 € Term' folgt
“_R;L (S,altp(Tl,Tz)). ]

4.9 Beweis der Beobachtungsiquivalenz

4.9.1 Simulation globaler semantischer Schritte

Wirft man einen unbefangenen Blick auf das Regelsystem R[' aus Tafel B4 so
stellt man zunéchst fest, dass die Regeln [strict!], [loop'], [alt'] und [alt?] links-
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seitig nicht syntax-directed sind, wihrend die Regeln [seq?], [par?] und [par?]
rechtsseitig nicht syntax-directed sind. Fiir den Beweis, welchen wir in diesem
Abschnitt anstreben, dass jeder Schritt der globalen operationalen Semantik in
der lokalen operationalen Semantik simuliert werden kann, werden wir eine struk-
turelle Induktion iiber die syntaktische Form des globalen Konfigurationsterms
ausfithren. Weil die linke Seite der Judgements (S, T) des Regelsystems R;* dem
(projizierten) globalen Konfigurationsterm entspricht, ist vorhersehbar, dass uns
innerhalb der Fallunterscheidung der strukturellen Induktion diejenigen Regeln
aus Rf‘ storen werden, die linksseitig nicht syntax-directed sind. Insofern liegt der
Gedanke nahe, vor Ausfithrung der Fallunterscheidung fiir die Ableitungsbaume
der Vertraglichkeitsbeziehungen quasi eine Art von Beweisbaumnormalisierung
auszufiihren, die zu einer Beseitigung der Regeln [strict'], [loop!], [alt!], [alt?] in
der Baumstruktur fiithren. Es stellt sich heraus, dass mit dieser Methode auch
die Regel [loop?] beseitigt werden kann. Man erhélt das folgende Lemma:

Lemma 4.18 Seil € L und h € HE . Es gelte IFgn (5, T). Der Term T erfiille
beziiglich h die Invariante Dann gibt es einen Term 7" € Term{AH g0
dass gilt:

1.1:Th 5—@ 1:T h (h unveréndert!)
2. lFgn (5, 77)

Das Symbol R} bezeichne das Regelsystem aus Tafel EE4 ohne die Regeln [strict!],
[loop!], [loop?], [alt!] und [alt?]—also ohne diejenigen Regeln, die den Fall betref-
fen, dass die Abstraktionsfunktion sla “eingeschaltet” ist. Das Symbol L be-
zeichne das Regelsystem der lokalen operationalen Semantik aus Tafel ohne
die Axiome (seq?), (par}) und (par; )—also ohne die Axiome zur Ausfithrung von
Aufraumschritten.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Ableitungsinduktion fiir Judgements (.S, 7).
(I) Regeln, die linksseitig nicht syntax-directed sind:

[strict!] Dann ist T = strict,(13,73) und h(p) = L und Ibgn (S, T2). Weil T', h
die Invariante erfiillen, gilt dies ebenso fiir T und h. Nach L. V. gibt es
T € Term{l}({l} ,so dass gilt: 1: Ty, h Zop 12T, h und gy (S, T"). Weil T, h
die Invariante erfilllen und h(p) = L ist, folgt T = Empty Somlt gilt T =
strict,(Empty, Tz). Mit h(p) = L und Axiom (strlctL) folgt {: T, h =1, 1: Ty, h. Es
folgt 1: T, h Ty, 1:T", h.

loop'] Dann ist T' = loop,(17) und h(p) = {1} und IFgy (S, Empty). Trivialer-

weise erfiillen Empty, h die Invariante . Weil es fiir Empty keine ableitbaren

Ubergiinge gibt, folgt aus der I. V. dass ”_Rh (S, Empty). Weil h(p) = {1} ist (also
h(p) N {2} = 0), folgt mit Axiom (loop;) dass gilt: [:T,h S, [ : Empty, h.
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[alt!] Dann ist T = alt,(71,73) und h(p) = {1} und Fgp (5,T1). Weil T', h die
Invariante erfiillen, gilt dies ebenso fiir 77 und h. Nach 1. V. gibt es T" €
Term™ )| o dass gilt: 1:Ty,h Z5p 1:T', h und gy (S, 7). Weil h(p) = {1}
ist (also h(p) N {2} = 0), folgt mit Axiom (alt}) dass gilt: [: T, h =1 1: Ty, h. Es
folgt 1:T,h Z5p 1: T, h.

[alt?] Analog zu Fall [alt!] mit Axiom (alt?).

(IT) Regeln, die linksseitig syntax-directed sind:
[None], [Empty], [Action], [loop®], [alt?] Setze T := T'. Fertig.

[strict?] Dann ist S = strict,(S1, T2) und T' = strict, (73, T%) und h(p) # L und
Ty € Term™) und ||-th (S1,T1). Es erfiillen T3, h die Invariante . Nach
V. gibt es T! € Term!™ (M so dass gilt: 1: 7y, h 25, 1: T/, h und gy (S1,T7).
Mit Regel (strict!) folgt: [ : T,h >y 1 T',h mit T' := strict,(T7,T). Mit
h(p) # L und Ty € Term™ ) und Regel [strict?] folgt Fgn (5,T7).

[seq'] Methodisch &hnlich zu Fall [strict?], wobei die Regeln (seq; ) und (seq}) zu
verwenden sind. Man beachte a(7) = 0 und R} = id.

[seq”] Methodisch &hnlich zu den Féllen [strict?] und [loop'], wobei man ausnutzt,
dass es fiir Empty keine ableitbaren Uberginge gibt.

par'], [par?], [par’] Analog.

loop®] Dann ist S = seq,(S1,S;) und 7' = loop,(71) und h(p) = {2} und IFgp
(51,T1) und kg (S2,loop,, 5(p2T1)). Weil T', h die Invariante erfiillen, gilt
dies ebenso fiir 7} und h. Mit h(p) = {2} und Regel (loop?) folgt die Ableitbarkeit
von (1) 1:T,h 5y, 1 :seq, (T, loop, ,(,211)), h. Weil die Eigenschaft [I6) invariant
bleibt, wird sie folglich auch von loop, 5(,271) und A erfiillt. Nach 1. V. gibt es

7!, T} € Term'™ U | g0 dass gilt (2) 1: Ty, h LL L+ Ty, huand (3) Ikga (51, T7)
und (4) [ :loop,5(p.2T1),h f—@ LTy, h und (5) IFgn (S2,73). Aus (2) und (4)
und (seqf) und (seq}) folgt: I : seq, (T, loop,s(p2T1)),h 1 [ : seq,(T},T}), h.

Hieraus und mit (1) folgt [ : T, h r—@ T',h mit T' := seq,(T},T3). Aus (3) und
(5) und [seq'] folgt IFgn (5,T7). O

Das Lemma bezieht sich auf eine Situation, in welcher ein bestimmter Ent-
scheidungsschritt (loop, oder alt,) von mindestens einer Lifeline oder ein Syn-
chronisationsschritt (strict,) von allen Lifelines ausgefithrt wurde. Dann ist also
h(p) € {{1},{2}} bzw. h(p) = L und die sla-Funktion ist fiir dieses p “eingeschal-
tet”. Die sla-Funktion tduscht nunmehr innerhalb der Vertréglichkeitsbeziehung
[ fiir alle Lifelines, die den Entscheidungsschritt zu p noch nicht nachgefiihrt
haben, eben diesen Nachfiihrschritt vor. Fiir alle Lifelines, die ein Konstrukt
strict,(Empty, 75) noch nicht durch 7, ersetzt haben, téuscht die sla-Funktion
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diese Ersetzung vor—welche wir ebenfalls Nachfiihrschritt genannt haben. Kurz
gesagt: Die sla-Funktion “faket” Nachfiihrschritte. Bevor nun die globale Seman-
tik ihren néchsten Schritt macht, gewihrleistet es Lemma LTS8, dass alle diese
gefaketen 7-Nachfiihrschritte tatséchlich ausgefiithrt werden kénnen.

Lemma 4.19 Seil € L und I/ C L und h € HE,. Dann gilt:
L lkgn (5, 1) = IFgr (RL(S),RL(T))
2. kg (S,T) = Irgn (RL/(S), RL(T))

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Ableitungsinduktion fiir Judgements (S5, 7).
Wir fithren nur einige Félle exemplarisch aus.

[None] Dann ist S = None(a) = T und | € a(a). Somit ist R},(S) = S und
R;/(T) =T. Daraus folgt die Behauptung.

[Empty] Analog zu Fall [None].

[Action] Dann ist S = a = T und | € «a(a). Falls a(a) N L' = 0 ist, dann
gilt R}, (S) = S.und R;(T) = T. Falls a(a) N L' # 0 ist, dann gilt R},(S) =
None(a) = R}, (7). Daraus folgt die Behauptung.

[strict!] Dann ist T' = strict, (7}, Ty) und A(p) = L und T} € Term?{) und
g (9,Ty). Nach LV. gilt IFge (R}, (S), Rj/(Th)). Weil 1 € Term!M ) st
gilt auch R%,(T}) € Term ) " Mittels h(p) = L und Regel [strict!] folgt I
(R;/(S), strict,(R;/(Th), R}, (T2))). Mit R;/(T) = strict,(R}/(Th), R}/ (T2)) folgt
die Behauptung.

Alle weiteren Induktionsfille sind #hnlich zum Fall [strict!]. Tm Fall [loop?] ist
R} (pnT) = pnR}/(T) zu verwenden. 0O

Lemma 4.20 Seil € L und h € HE . Sei T € Term! ) T wohlnummeriert
und top(T) € {L,p} mit p € Path. Es gelte h(p.r) = 0 fiir alle » € Path. Dann
folgt: IFgp (T, 7).

Beweis. Mit Hilfe einer trivialen strukturellen Induktion iiber T" zeige man, dass
sla(T, h) = T gilt. Die Behauptung folgt dann mit Satz 17 O

Wir setzen AY := {a € A|a(a) C L} und AL := AL U {r}. Fiir jedes p € Path
setzen wir PathSpace(p) := {q € Path|3r € Path.q = p.r}.

Lemma 4.21 Seien [ € L, h,h' € HL | T, 7" € Term) und a € AL,
Es gelte [ : T, h 51, 1: T, 1. Dann gilt:
1. Falls @ = a € A" ist, dann gilt #’ = h und a € A1,

2. Falls T" wohlnummeriert und top(7") = p € Path ist,
dann gilt /' (q) = h(q) fiir alle ¢ € Path \ PathSpace(p).
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Beweis. Auch dieser Beweis ist trivial. Er erfolgt durch Ableitungsinduktion fiir
Judgements {: T, h =, 1T, K. O

Lemma 4.22 Seien [ € L, h, ' € HE, und es gelte gy (5, 7). Dann gilt:
1. Falls top(7T') = L ist, dann folgt ”_th' (S, T).

2. Falls top(T") # L und T wohlnummeriert ist und tiberdies h(q) = h'(q)
fiir alle ¢ € PathSpace(top(7')) gilt, dann folgt ||-th/ (S,T).

Anmerkung: In beiden Féllen lésst sich sogar zeigen, dass der gegebene Ablei-
tungsbaum d € Dgy mit d -y (S, 7)) ein Element aus DR?/ ist.

Beweis. Mittels einer noetherschen Induktion entlang der Relation <" zeigen wir
sla(T, h) = sla(T, '), wobei wir nur exemplarisch die Fille T = strict, (77, T3) und
T = loop,,(T1) ausfithren werden. Die Behauptung folgt dann mit den Sétzen BT
und EET71

T = strict, (11, T3): Es ist top(T) = p # L. Es sei T' wohlnummeriert und es gelte
h | PathSpace(p) = b’ | PathSpace(p). Somit sind 77 und 7, wohlnummeriert und
es gibt ¢, ¢2 € Path mit top(77) € {L,p.1.¢1} und top(T3) € {L,p.2.qo}. Weil
PathSpace(p.1.q;), PathSpace(p.2.¢q2) € PathSpace(p) und T3, Ty <" T ist, folgt
mit der I. V. dass gilt: sla(T},h) = sla(Ty, n') und sla(Ty, h) = sla(Ty, #'). Falls
h(p) = K (p) = L ist, dann gilt sla(T, h) = sla(Ts, h) = sla(Ty, h') = sla(T,R’).
Falls h(p) = K(p) # L ist, dann gilt sla(7,h) = strict,(sla(11,h),T2) =
strict, (sla(74, 1), Tz) = sla(T, 1').

T = loop,(T1): Es ist top(T) = p # L. Es sei T" wohlnummeriert und es gel-
te h [ PathSpace(p) = R’ | PathSpace(p). Somit ist 77 wohlnummeriert und es
gibt ¢ € Path mit top(7y) € {L,p.1.q1}. Analog zu Fall T = strict, (T}, T3)
folgt sla(Ty, h) = sla(Ty, h'). Wegen Lemma BTl ist , 7} wohlnummeriert und es
gilt top(p2T1) € {L,p.2.1.q1}. Somit ist loop, 5(p.271) wohlnummeriert. Falls
h(p) = W(p) = {1} ist, dann gilt sla(7,h) = Empty = sla(T,h'). Falls
h(p) = W(p) = {2} ist, dann gilt loop, 5(,.2T1) <" T. Weil loop, 5(,271) wohl-
nummeriert und PathSpace(p.2) C PathSpace(p) ist, folgt mit der 1. V. dass
gilt: sla(loop, 5(,.271),h) = sla(loop, 5(p2T1),h'). Zusammen mit sla(7,h) =
sla(Ty, ') folgt sla(T, h) = sla(T,h'). Falls h(p) = W'(p) ¢ {{1},{2}} ist, dann
gilt sla(T, h) =T = sla(T, k). O

Lemma 4.23 Seien [ € L, h € HL und S, T € Term!{),
Es sei S wohlnummeriert und es gelte I-gn (S, 7). Dann gilt:
1. top(S) =L = top(T) =L (genauer: S=1T)
2. top(S) =p = top(T) € {L,p.r} mit r € Path.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Ableitungsinduktion fiir Judgements (S,7).
Fiir alle Regeln auBer [seq?], [par?] und [par®] ist die Aussage trivial wahr.
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[seq?] Dann ist S = seq,(S1,S;) und IFgn (51, Empty) und IFgn (S, 7). Es gilt
top(S) =p# L. Weil S wohlnummeriert ist, ist auch Sy wohlnummeriert und es
gilt top(Sg) € {L,p.2.q2}, g2 € Path. Mit der 1. V. folgt: Falls top(Sz) = L ist,
dann ist top(7") = L. Falls top(S2) = p.2.qy ist, dann ist top(T') € {L,p.2.q2.7},
r € Path.

[par?] und [par®] Analog. O
Satz 4.24 Sei L = {ll, ooy ln} €T mit [y, ..., 1, paarw. verschieden und n > 0.
Seien T € Term™ ), [l1 Ti,, ... ln:Ty,, h] € Conf®, @ € AL und es gelte

T ist wohlnummeriert und

T,,...,1, sind wohlnummeriert und

h € HE, d.h. h hat endliche Domain und

Ty, ..., T, h erfiillen die Invarianten [(I3)} [T5)], [(T6)}, [T7)], [[TS)], [(TO)]

und 3(T,~). Dann gilt:

1. Fiir alle 7" € Term™® mit T S T/
gibt es 4 € Conf” mit v =, 4/ und B(T", 7).

2. Falls T % Empty, dann v =1, 7/ mit v € TConf”.
Hierbei ist definiert v =1, 7/ i< v T—*a—m 7 und ¥ =1 Y ey 1*—>L ~'.

Beweis. Ad 1. Der Beweis erfolgt durch strukturelle Induktion iiber die Form
des globalen Konfigurationsterms 7T'. Fiir alle T € Term” setzen wir

A(T) <= VT € Tem”, (T},,...,T,) € Term" x ... x Term™
VheHﬁn,aeAf.(

[ T ist wohlnummeriert und
11, ..., T, sind wohlnummeriert und

T, ..., T, h erfiillen [[I3)], [T5)}, [(T6)], [T7)}, [(T8)] [[T9)] und
Vie{l,....n} Iy (m,(T), T5) und T 56 T =
I(T},...,T]) € Term" x ... x Term™, h' € HE, .|
12Ty, LT, h) S [l1 T/,....0,:T] ,h'] und
Vi€l ..o} lhgy (m, (1), T))])

117..

Sei T € Term” und T wohlnummeriert und es gelte A(T) fiir jeden direkten
Teilterm T von T. Seien 7', Tj,,...,T;,, h und a@ wie gefordert. Bevor wir in
die Fallunterscheidung eintreten, wenden wir das Lemma ELT8 auf jede Lifeline
an, d.h. wir fithren alle von der sla-Funktion gefaketen 7-Nachfithrschritte aus.
Dadurch finden wir ein (7,,...,7;,) € Term x ... x Term™, so dass gilt
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Ty, Ty b o [Ty, L Ty, h] und
Vie{l,....n}. g (m,(T),Ty,).

Auch die Terme Tj,,...,T;, sind wohlnummeriert und T}, ..., T;,, h erfiillen die
Invarianten [(I3)], [[T5)] [(T6)] [[T7)] [(I8)] und [(T9)l Fiir den restlichen Beweis las-
sen wir die Oberstriche wieder weg, d.h. wir schreiben 7;,,...,7;, an Stelle von
ﬂm ce 7ﬂn‘

Wir fiihren eine Fallunterscheidung nach der syntaktischen Form von 7' aus:
T = None(a) oder Empty: Nicht méglich, weil None(a) 2¢ 7" und Empty ¢ 17

T = a: Zur Ableitung von T" ¢ T’ kommt nur (basicg) in Frage. Folglich ist
T =a=a e A und 7" = Empty. Wir setzen [y € L so dass ly € a(a).
Es ist m,(T") = a. Zur Ableitung von “_Rh (m, (1), T1y) kommt nur [Action] in
Frage. Somit ist 7}, = a und mit (basicy) folgt: lo: T}y, h —r, lo : Empty, h. Mit
[Empty] folgt: Ign (m,(77), Empty). AuBerdem ist 7, (1) = Empty = m,(1") fiir
alle l € L\ {lp}, d™h. die restlichen Lifelines bemerken von der Aktion a nichts.

T = alt, (T}, Ty): Zur Ableitung von T ¢ T’ kommen nur (alty) oder (alt) in
Frage. Entsprechend unterscheiden wir zwei Félle:

Fall (alty): Dann ist @ = 7 und 77 = T;. Fiir jedes [ € L kommt zur Ableitung
von lbgn (m(T), Th) aufgrund von m(T') = alt,(m(T}), m(72)) nur das Axiom [alt?]
in Frage. Somit ist T} = alt,(m(T}), m(1%)) fiir alle I € L und es gilt h(p) ¢
{{1},{2}}. Mit Invariante folgt h(p) = (). Wir wéhlen eine beliebige Lifeline
lo € L. Bemerkung: Dies ist die Lifeline, die “mutig voranschreitet” und das
alt,-Konstrukt als Erste bearbeitet (Entscheidungsschritt). Mit Axiom (alt{ ) und
h(p) = 0 folgt: lo: Tjy, h 51, lo: Ty, i wobei T}, = m,(Ty) und &' = hlp — {1}].
Zu zeigen bleibt:

() Irgg (mo (17), Ti) = (mo (T), 70 (Th))

(i) IF gy (m(T"),T)) = (m(Th), alt,(m(Th), m(T2))) firallel € L\ {lo}.

Weil T; = alt,(m(T1), m(T%2)) wohlnummeriert ist (fiir beliebiges | € L), ist auch
m(171) wohlnummeriert und top(m(74)) € {L,p.1.q1}, ¢1 € Path. Aus Invariante
folgt h(p.r) = 0 fiir alle r € Path. Somit gilt A'(p.1.q1.7) = h(p.1.q1.7) = 0
fiir alle r € Path. Mit Lemma E20 folgt IFrpe (m(Th), m(Th)). Firl =1 folgt (i).
Fiir [ € L\ {lo} folgt (ii) mit Regel [alt}] und #/(p) = {1}.

Fall (alt): Analog zu Fall (alt{,) mit Regel [alt?] und Axiom (alt}).

T = loop,(T}): Zur Ableitung von T ¢ T” kommen nur (loop;) oder (loop) in
Frage. Fiir jedes | € L kommt zur Ableitung von I-gs (m(7'), 7)) aufgrund von
m(T) = loop, (m(T})) nur das Axiom [loop?] in Frage. Somit ist Tl = Ioopp(m (T1))
fiir alle [ € L und es gilt h(p) ¢ {{1},{2}}. Mit Invariante [(TI9)] folgt h(p) = 0.
Mit Invariante folgt h(p.r) = ( fiir alle r € Path.

Fall (loopg;): Dann ist @ = 7 und 7" = Empty. Wir wéhlen eine Lifeline Iy € L.
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Mit (loopi) und h(p) = 0 folgt Iy : T,, h =1, Iy : Empty, b/ mit &' = h[p — {1}].
Mit [Empty] folgt “_Rh’ (7, (T"), Empty). Mit [Empty] und [loop'] und »/(p) = {1}
folgt Py (T (m (T, Tl) “fiir alle [ € L\ {lo}.

Fall (loopg): Dann ist @ = 7 und 7" = seq, (11, loop, 5(p.2T1)). Wéile ein [, € L.
Mit (loop?) und h(p) = 0 folgt lo : Ty, h =1, lo : T}, mit ' = hlp — {2}] und
T, = seqp(m0 (T1),loop, 5(p.271, (T1))). Zu zeigen bleibt
() gy (mo (1), T3) =

(seq,(m, (11),100p, 5 (p.2 710 (T1))), 580, (715 (1), 100P,, 5 (271 (T1))))
(i) Fpu (m(T7),Th) =
(seqp(m(Tl) loop, 5(p2mi(11))), loop,(m(T1))) fiir alle I € L\ {lo}

wobei wir m;(,2T1) = p2m(T1) verwendet haben. Weil T; = loop,(m;(71})) wohl-
nummeriert ist (fiir beliebiges [ € L), ist auch m;(71) wohlnummeriert und es gilt
top(m(Th)) € {L,p.l.qx}, ¢n € Path. Es gilt &' (p.1.q1.7) = h(p.1.qz.r) = 0 fir
alle r € Path. Mit Lemma E20 folgt (iii) IRy (m(Ty),m(T)) fiir alle [ € L.
Weil //(p.2) = h(p.2) = 0 ¢ {{1},{2}} ist, folgt mit Axiom [loop?®] dass gilt:
(iv) II-th/ (loop, 5 (p2m(T1)), Ioopp_Q(p,gm(Tl))) fir alle [ € L. Fur [ = [, folgt (i)
aus (iii), (iv) und Regel [seq']. Fiir [ # [, folgt (ii) aus (iii), (iv) und Regel [loop?]
und A/ (p) = {2}.

T = seq,(T1, T): Zur Ableitung von T ¢ T’ kommen nur (seql;), (seqd) oder
(seq?,) in Frage. Entsprechend unterscheiden wir drei Félle:

Fall (seq): Dann gilt Ty = Empty, 7" = Ty und @ = 7. Sei [ € L beliebig. Es
ist m(T') = seq,(Empty, m(73)). Zur Ableitung von lFgn (m(T'), ;) kommen nur
[seq'] oder [seq?] in Frage.

Unterfall [seq']: Dann ist T} = seq,(7}',77) und es gilt IFgp (Empty, T}') und
Frp (mi(T2), T?) = (m(T"), T?). Aus H_Rh (Empty, T}') folgt Tl1 = Empty. Somit
ist Tl = seq,(Empty, 7}?) und mit Axiom (seq?) folgt [: T}, h S, [ : T3, h.
Unterfall [seq®]: Dann ist Frp (m(T2), Th) = (m(T"), T).

Bemerkung: Der globale Aufrdumschritt fiir seq,(Empty, 73) wird simuliert, in-
dem jede Lifeline, die den lokalen Aufraumschritt fiir das korrespondierende Kon-
strukt seqp(Empty,TlQ) bisher noch nicht ausgefiihrt hat, eben diesen Aufrdum-
schritt ausfiihrt; sieche Unterfall [seq']. Demgegeniiber kénnen Lifelines, die den
Aufraumschritt fiir seq,(Empty, T?) bereits ausgefiihrt haben, ihre Konfiguration
beibehalten; siche Unterfall [seq?].

Fall (seq¢;): Dann ist 7" = seq, (77, T>) und T} L6 TI. Fiir jede Lifeline | € L
existiert (mindestens) ein Ableitungsbaum d; € Dgr mit d; Ik (m(T), T7). Es sei
mit d; einer dieser existenten Ableitungsbdume ausgewéhlt und fest vorgegeben.
Aufgrund von m(T) = seq,(m(T1), m(T2)) kann im letzten Schritt des indukti-
ven Aufbaus von d; nur die Regel [seq'| oder [seq?] angewendet worden sein. Je
nachdem welche dieser Regeln angewendet wurde, “verpacken” wir die Lifeline [
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in einer der beiden disjunkten Mengen Ligq1) oder L2

Fall [seq']: Dann sei | € Liqy. Es gilt T} = seq, (T}, T}?) und IFre (m(Th), T;}")
und IFgn (m(T3), T7).

Fall [seq®]: Dann sei | € L2 Es gilt IFgp (m(Th), Empty) und IFgp (m(T2), 1))

Es gilt L = Ligeq) U Ligeq2z) und Ligeqt) N Ligeq2) = (). Um die einfache Beweis-
idee nicht mit einer formalistischen Vielzahl von Indizierungen zuzuschiitten,
erlauben wir uns o.B.d.A. anzunehmen, dass gilt: Lieq = {l1,...,lx} und
Ligeqz) = {lks1, -+ lnf mit 0 <k <.

Wir beabsichtigen, die Induktionsvoraussetzung fiir 7y anzuwenden. Hierzu de-

finieren wir eine Konfiguration 4 = [Iy: T}, ..., L, : T}, h] € Conf’, so dass gilt:
Fre (m, (Th), T,) fiir jedes i € {1,...,n}. Offenkundig leistet

[seq']

1, =
Empty fallslie L

- {Tll falls [ € L
[seq?]

das Gewiinschte. Weil T" wohlnummeriert ist, ist auch T} wohlnummeriert. Weil

T, wohlnummeriert ist, ist auch T}! wohlnummeriert fiir alle [ € L seql]- EMPpty ist

sowieso wohlnummeriert. Weil Tzl, ..., ;. , h die Invarianten [[T3)] kﬁi [(T6)], [(T7)),

erfiillen, gilt dies auch fiir Tzl, ..., 1., h—wie man bei Betrachtung der

Invarianten leicht erkennt. Aus der Induktionsvoraussetzung A(77) folgt:

= [T e Tl Empty, ., Ly Empty, h] =5y,
LT, zk Tll’,zkH;Empty,...,zn:Empty,h']

mit (a) | th (m(T), T}Y) fiir alle [ € Ligeq]
und (b) | F Ry (m(T7), Empty) fiir alle | € Ligeq2)

Durch sukzessive Anwendung von Regel (seq; ) folgt:

[li:seq, (T2, T72) 5. .- lk:seq, (T}, T12) , ey :Empty, ..., 1, : Empty, h] .

lk7

[l :seqp(Tlil, 17), ..., lk:seqp(Tk ,Tk), lry1:Empty, ..., 1,:Empty, h|

Die Lifelines | € Ligq2) = {lk41, - - -, [n} nehmen an den obigen lokalen Ubergéingen
nicht teil. Welche Konfigurationsterme diese Lifelines haben, ist fiir die Ableit-
barkeit der semantischen Schritte irrelevant. Es gilt also auch das Folgende:

[llzseqp(Tlll,TQ), o lersedy (T T2) iy Ty - oo b T h) 1

lk7
[l :seqp(Tl1 TR, :seqp(Tk Tk), PR R S I
Zu zeigen bleibt: (i) IFrp (m(T"), seq, (T}, T?)) fiir alle [ € L
(ii) II—R?/ (m(T"),T1) fiir alle | € Ligeq2)
Weil der globale Konfigurationsterm 7" = seq,(71,7>) wohlnummeriert ist, sind

auch T} und T, wohlnummeriert und es gilt: top(Ty) € {L,p.1.¢1}, ¢ € Path
und top(7T3) € {L,p.2.¢2}, g2 € Path. Mit Lemma E23 folgt:

[seq']
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top(1}') € {L,p.1.qr.r}, | € Path fiir alle | € Ly, und

top(17) € {L,p.2.qo.r7}, 17 € Path fiir alle | € Li,q und

top(T;) € {L,p.2.qo.11}, 71 € Path fiir alle | € L2
Wegen top(T}') € {L,p.l.qr.r} fiir alle | € Ly und wegen Satz (b) in
analoger Anwendung auf 7}! (d.h. wenn der top most operator path von 7}' in

PathSpace(p) liegt, so bleibt er in diesem Raum oder wechselt nach L) und wegen
Lemma B2 folgt: Fiir alle ¢ € Path \ PathSpace(p.1.q;) ist h(q) = h'(q).

Mit Lemma folgt: (c) IF g (m(To), T7) fiir alle | € Ligeq

(d) “_R?/ (WZ(TQ), E) fir alle | € L[squ]
Mit (a) und (c) und [seq'] folgt (i). Mit (b) und (d) und [seq?] folgt (ii).
Fall (seq},): Dann ist 7" = seqp(R* )(T1),T3) und Ty 26 Th. Die Mengen Ligeq!]
und Lpgq2 seien genauso wie im Fall (seqq,) definiert. Wir beabsichtigen, die
Induktionsvoraussetzung fiir 75 anzuwenden. Hierzu definieren wir eine Konfigu-

ration 4 = [[;: Tll, ool Tln, h] € Conf”, so dass gilt: ”_Rh (m,(T3), Tl ) fiir jedes
i€ {l,...,n}. Offenkundig leistet

T L 7‘}2 falls [ € L[seql] = {ll, Ceey lk}
YT falls i€ Ly = {lepr, oo I}

das Gewiinschte. Aus der Induktionsvoraussetzung A(75) folgt:

= [l l b T3 sl Thris- -2t Tyy h] =51
[T, lk 17 AR T o bt T W]
mit (a) | th (m(T3), T7) fiir alle [ € L
und (b) II—Rh/ (m(T3),T)) firallel € L

seq’]
fseq?]

Mit einer sukzessiven Anwendung von Regel (seq? ) und mit Ry = Ry = id und
R;(S) = id(9) fiir jedes S € Term' mit [ # [’ erhélt man:

[11:seq,,( 7 ,Tll),...,lk:seqp( le ,le),lk+1:ﬂk+l,...,ln:7}n,h]éL
* / /
[l1:seqp(Ra(a)(Tlll),Tf1 )y .,lk:seqp(Ra(a)(Tl) T2 ey Ty ooy b T, 1]

Zu zeigen bleibt: (1) kg (m(T"), seq, (R q (1})), T?)) fiir alle [ € Ly

(ii) IFrp (m(T"),T7) fiir alle | € Ligeq]
Sei | € Ligeqy beliebig. Es gilt Ibgn (m(T1), T}'). Mit Hilfe von Lemma ET3 folgt
Frr (R (mi(11)), Ra(a)(Tl)). Aufgrund von Lemma konnen Projektion
und Restriktion vertauscht werden. Es gilt IFpn (m(R7o) (T1)): Riya) (T}')). Diese
Aussage ldsst sich wie in Fall (seq) von h nach A/ iibertragen, d.h. es gilt
IF gy (m(Riya) (11)), R a)(7})). Hieraus und aus (a) und [seq'] folgt (i).
Sel | € Ligeq2) bel1eb1g Es gilt IFgn (m(T1), Empty). Mit Hilfe von Lemma BTG
und Lemma B2 folgt IFge (Wl(Ra(a)(Tl)) Empty). Mit Lemma E22T folgt
Frp (m(Ria) (T1)); Empty). Hieraus und aus (b) und [seq?] folgt (ii).
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T = strict, (T}, T): Zur Ableitung von T' ¢ T’ kommen (stricty) oder (strict?)
in Frage. Aufgrund von m(T") = strict,(m(73), m(7%)) kommt zur Ableitung von
Fgp (m(T), 7)) nur die Regel [strict?] in Frage (und zwar fiir jedes [ € L). Es
folgt: T; = strict oI m(T3)) und Ikgy (m(Th), T}') und h(p) # L.

Fall (stricty): Dann ist T} = Empty und 7" = T und @ = 7. Wegen T} = Empty
gilt IFgn (Empty, 7}') und somit ist 7}! = Empty fiir alle [ € L. Folglich gilt:
T} = strict »(Empty, m(T)) fiir alle I € L. Mit Axiom (strict?) folgt:

Ty, ... 0T, b ;L :Ty,, ..., 1T, , '] wobei b/ = hl[p+— L]

Bemerkung: Die letzte Lifeline meldet, dass sie das Konstrukt strict,(Empty, . . .)
angetroffen hat. Zu zeigen bleibt:
Py (m(T7),Th) =
(mi(T3), strict,(Empty, m,(13))) fur alle [ € L.
Dies folgt mit Regel [strict'] und A'(p) = L, sofern man noch zeigt:
PR (m(Ty), m(T3)) fiir alle [ € L.

Es ist top(m(T3)) € {L,p.2.¢2}, g2 € Path. Mit h(p) # L und Invariante
folgt h(p.2.r) = 0 fiir alle r € Path. Somit ist h'(p.2.q2.r) = 0 fiir alle r € Path.
Mit Lemma E20 folgt PRy (m(T), m(T3)).

Fall (stricty;): Dann ist 7" = strict, (77, T3) und T} 26 TI. Aus A(Ty) folgt:
LT b TR Sy [T L T ]

mit (*) Ik (m(TY), T} fiir alle I € L. Mit Regel (strict] ) folgt:

[l sstrict, (T}, w0, (T2)), -+« Lo sstrict, (T}, m, (T2)), h] <51,
[l strict, (T 7, (T2)), - . ., Ly strict, (T m,, (T3)), B

Zu zeigen bleibt:
II-th/ (strict, (m(T}), m(Ty)), strict, (T}, m(T3))) fiir alle [ € L.

Dies folgt mit (*) und Regel [strict?], sofern wir noch zeigen, dass h/(p) # L ist. Es
ist h(p) # L. Somit geniigt es 1/(p) = h(p) zu zeigen. Es ist top(T}!) € {L,p.1.qi}
mit ¢ € Path fiir jedes [ € L. Mit Satz und Lemma EZT] folgt: Fiir alle
q € Path \ PathSpace(p.1) ist h(q) = h'(q). Insbesondere ist h(p) = h'(p).

T= parp(Tl,Tz): Zur Ableitung von T g T’ kommen nur die Regeln (par,),
(par), (pard,) oder (pary) in Frage. Entsprechend sind vier Félle zu unter-
scheiden.  Fiir jedes | € L kommen zur Ableitung von Ibgn (m(T'),T;) wegen
m(T) = par,(m(T1), m(Tz)) nur die Regeln [par'], [par?] oder [par] in Frage.
Entsprechend ist die Lifelinemenge zu zerlegen: L = L, U Lipar?) U Lipars). Mit
den Methoden aus dem Fall T' = seq,(71,73) sollte die weitere Argumentation
kein Problem darstellen.
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Ad 2. Der Beweis erfolgt durch einfache Fallunterscheidung nach der Form von
T. Wie im Beweis von 1. wenden wir das Lemma auf jede Lifeline an.

T = None(a) oder Empty: Nicht méglich, weil None(a) 2 ¢ 7" und Empty ¢ 1"

T = a: Zur Ableitung von T % Empty kommt nur (basicg) in Frage. Folglich
ist a =a e Al. Seil € L. Falls | ¢ a(a) ist, dann folgt m(T) = m(a) =
Empty. Zur Ableitung von Irgs (m(7'),7;) kommt nur [Empty] in Frage, d.h. es
ist 7, = Empty. Falls [ € a(a ) ist, dann folgt m(7T) = m(a) = a. Zur Ableitung
von lbgn (m(T),T;) kommt nur [Actlon] in Frage, d.h. es ist 7} = a. Mit Axiom
(basicy,) folgt die Behauptung.

T = strict, (T}, T): Zur Ableitung von T' ¢ Empty kommt nur (strict?) in Fra-
ge. Esist Ty = To = Empty und a = 7. Fir jedes | € L gilt m(T) =
strict,(Empty, Empty). Zur Ableitung von IFgs (m(T), 7;) kommt nur [strict?] in
Frage. Es folgt h(p) # L und T; = strict,(Empty, Empty) fiir alle l € L. Mit den
Axiomen (strict}) und (strict?) folgt die Behauptung.

T = seq,(T1, T): Zur Ableitung von T' %o Empty kommt nur (seq?) in Frage. Es
ist Ty = T, = Empty und a = 7. Fiir jedes [ € L gilt m(T) = seq,(Empty, Empty).
Zur Ableitung von IFgn (m(T'), T;) kommen nur [seq'] oder [seq?] in Frage. Im Fall
[seq!]ist T; = seqp(Empty, Empty). Mit Axiom (seq? ) folgt [ : T}, h Ty, [ : Empty, h.
Im Fall [seq?] ist T} = Empty. Daraus folgt die Behauptung.

T = par,(Ty,T»): Ahnlich zu Fall T = seq,,(T1, T3).

T = Ioopp(Tl): Zur Ableitung von T ¢ Empty kommt nur (loopy) in Frage.
Es folgt a = 7. Fiir jedes [ € L gilt m(T) = loop,(m(T1)). Zur Ableitung
von Iy (m(T), T;) kommt nur [loop?] in Frage. Es folgt h(p) ¢ {{1},{2}} und
T, = Ioopp(m(Tl)) fiir alle [ € L. Mit Invariante folgt h(p) = 0. Mit Axiom
(loopi ) folgt die Behauptung.

T = alt, (T}, Ty): Zur Ableitung von T' g Empty kommen nur (altl,) oder (altZ)
in Frage. Es liege 0.B.d. A. der Fall (alty) vor. Es ist T} = cEmpty und
a = 7. Fir jedes | € L gilt m(T) = alt,(Empty, 7;(1%)). Zur Ableitung von
Fgr (m(T),Ti) kommt nur [alt’] in Frage. Es folgt h(p) ¢ {{1},{2}} und
T, = alt,(Empty, m(T3)) fiir alle I € L. Mit Invariante folgt h(p) = 0.
Mit Axiom (alt}) folgt die Behauptung. O

4.9.2 Simulation lokaler semantischer Schritte

Das folgende Lemma kann als Umkehrung von Lemma ET8 aufgefasst werden.

Lemma 4.25 Sei | € L und h € Hf,. Es gelte IFgp (S,T). Dann existiert
ein S € TermW) 50 dass gilt S € RTerm[S] und H_Rh (S,T), wobei im letz-
ten Schritt der Ableitung keine der Regeln [seq?], [parj], [par®] benutzt wurde
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(symbolisch: IFgn (S, T)).
=l

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Ableitungsinduktion fiir Judgements (S, T).
Fiir alle Regeln aufler [seq?®], [par?] und [par®] ist die Behauptung mit S := S
trivial wahr.

[seq’] Dann ist S = seq,(S1,S;) und IFgp (S1,Empty) und IFgn (52, 7). Aus
“_Rh (S1, Empty) und Satz EET4 und sla(Empty, h) = Empty und Lemma
folgt S1 = ET, € ETerm. Aus IFgp (53,T) und der LV. folgt: Es gibt ein
Sy € Term™U) und ein RC, € RContext so dass gilt: S = RCQ[SQ] und
IFgr (82, T). Es gilt: S = seq,(S1,5s) = seqp(ETl, RC5)[S5] € RTerm|[S,].

[par?] oder [par?]: Analog. O

Das néchste Lemma ist—quasi—eine Umkehrung von Lemma LTS Innerhalb der
Koinduktion dient das Lemma LTS dazu, alle 7-Nachfiihrschritte, die von der sla-
Funktion fiir eine Lifeline | gefaked werden, tatséchlich auszufithren. Hierdurch
werden die lokalen Konfigurationsterme 7; gleichsam zum Repréasentanten ihrer
sla-Aquivalenzklasse “vorgespult”. Das Lemma dient dazu, dieses “Vorspu-
len” riickgéingig machen zu kénnen. Es sei hier daran erinnert, dass das Symbol
L das Regelsystem der lokalen operationalen Semantik aus Tafel ohne die
Axiome (seq?), (par?) und (par{) bezeichnet.

Lemma 4.26 Scil € Lund h € Hg,. Es gelte lbgy (S, 7") und 1: T, h =y, 1: T, h.
Ferner erfiillen 7', h die Invariante [(I6)] Dann gilt: IFgn (5, 7).

Beweis. Wir fithren diesen Beweis durch eine Ableitungsinduktion fiir Judge-
ments [ : T, h =y [: T, h.

Axiome von L:

(basicy,) Nicht moglich, weil es sich nach Voraussetz. um einen 7-Schritt handelt.

(strictf) Dann ist T = strict,(Empty, 75) und 75 = T" und h(p) = L. Es gilt
Fgp (5,T7) = (S, T3). Mit Regel [strict!] und h(p) = L folgt Fgn (5, 7).
(strict? ) Nicht moglich, weil h nach Voraussetzung unveréndert bleibt.

(seq?), (pary), (parf) gehoren nicht zu L.

(loopy,) Dann ist T' = loop,(7y) und 7" = Empty und T} € Term ) und
h = hlp — {1}], d.-h. es ist h(p) = {1}. Es gilt Irgn (S,7") = (S, Empty). Mit
Regel [loop'] und A(p) = {1} und T} € Term{}{?) folgt Frn (5, 7).

(loopt ) Dann ist T' = loop,,(11), T" = seq,,(T1,100p,, 5(,271)) und h = hlp — {2}],
d.h. es ist h(p) = {2}. Es gilt IFgr (S,7"). Nach Lemma EZ3 gibt es ein S e
Term ) mit S € RTerm|[S] und. ”_Rh (S,T"). Zur Ableitung von Ik (S, T")
kommt wegen T" = seq,, (11, Ioopp2(p2T1)) nur die Regel [seq!] in Frage. Bs folgt:

S = seqp(Sl, S,) und IFgp (S1,T1) und IFgp (S, loop,, 5(p.2T1)). Mit Regel [loop?]
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und h(p) = {2} folgt IFgn (seqp(Sl, Ss), loop,, (1)) = (S,T). Mit Lemma T und
S € RTerm[S] folgt IFgr (S, T).

(alt}) Dann ist T' = alt, (T}, Ty) und T; = 7" und Ty € Term W) und h = h[p —
{1}], d.h. es ist h(p) = {1}. Es gilt ks (S, T7) = (S, T1). Mit Regel [alt!] und
h(p) = {1} und Ty € Term M) folgt I e (9, T).

(alt?) Analog zu Fall (alt}) mit Regel [alt?].
Echte Regeln von L:

(strict!) Dann ist T = strict, (T}, T3), T" = strict,(T7,T) und Tp € Term!Y{D
und [ : Ty, h Sy 12 T),h. Folglich ist T} # Empty, weil es andernfalls fiir
die Lifeline ! keinen ableitbaren Ubergang gibe. Weil T, h die Invariante
erfiillen und 7y 7 Empty ist, muss h(p) # L sein. Es gilt IFgn (5,77). Nach
Lemma EE2H gibt es ein S € Term{l}({l} mit S € RTerm[S] und “_Rh (S,T"). Zur
Ableitung von H_Rh (S,T") kommt wegen 1" = strict, (17, T3) und h( ) # L nur
die Regel [strict’] in Frage. Es folgt: S = strict (Sl,Tg) und IFgn (S1,TY). Mit
der 1. V. folgt IFgy (S1,71). Mit [strict?] und A(p ) # L und T € TermMWD folgg
IFgn (strict, (Sl,TQ) strict, (71, T3)) = (S, T). Mit Lemma EI6 und S € RTerm[S]
folgt IFgn (5, 7).

(seqi) Analog zum Fall (seq? ).

(seqi) Dann ist T' = seq,, (11, T5) und 7" = seqy, (R, (11), T3) = seq,,(T1,T3) und
[ Ty,h S 12 T3 h. Es gilt Ibga (S,77). Nach Lemma I3 gibt es ein 5 €
Term{) mit S € RTerm[S] und H_Rh (S,T"). Zur Ableitung von H_Rh (S, ,T7)
kommt wegen 17" = seq, (11, T;) nur die Regel [seq!] in Frage. Es folgt: S =
sed,,(S1, 52) und (1) Irgp (S1,71) und (2) Irgp (S2,73). Aus (2) und der LV.
folgt (3) IFgn (S2,T2). Aus (1) und (3) und [seq ] folgt Igp (S,T). Mit Lemma
ET6 und S € RTerm[S] folgt Ibgn (S, 7).

(parl) oder (par?) Analog. O

In der Situation top(S) = p und kg (S,T) und [ : T’ h Sy LT, B (mit wohl-
nummerierten Termen S, T') haben wir im Beweis von Satz héufig mit Lem-
ma 23 argumentiert, dass ein r € Path existiert, so dass gilt top(7') € {L,p.r}.
Dies ermoglichte uns, mittels Lemma EZ2T] zu schlieflen, dass gilt h(q) = h'(q) fiir
alle ¢ € Path \ PathSpace(p). Tatséchlich kann man diesen Schluss auch dann
ziehen, wenn man lediglich “_Rh (S,T) im nicht eingeschrinkten Regelsystem R}
gegeben hat. Denn die Regeln [strict!], [loop!], [alt'] und [alt?], die einzig dafiir
verantwortlich sind, dass im rechten Argument einer Vertraglichkeitsbeziehung
IFgp (5,T) ein T mit top(T') = g ¢ PathSpace(p) auftreten kann, entsprechen
durch ihre Seitenbedingungen einer fiir ¢ “eingeschalteten” sla-Funktion mit ei-
nem beziiglich < maximalen Wert fiir h(g). Dabei ist < diejenige Ordnung,
die in der Formulierung der Invariante auftritt. Folglich kénnen sich diese
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maximalen Werte h(q) durch den Ubergang [: T, h 51, 1: T, i nicht #ndern.

Lemma 4.27 Scien [ € L und h,h' € HY, und S, T,T" € Term! ) Es seien
S und 7" wohlnummeriert. Es erfiillen 7', h die Invariante . Es gelte ferner
Frp (S,T) und 2T, h 0 LT B, Dann gilt:

l.top(S) =L = KW ="H

2. top(S) =p = V¢ € Path \ PathSpace(p) . [1(¢) = h(q)]

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Ableitungsinduktion fiir Judgements (.S, 7).
[None] oder [Empty] Nicht méglich, weil z. B. I : None(a), h—41, 1: T", h.

[Action] Dann ist S = 7' = a. Zur Ableitung von [: T, h < [: 7", h/ kommt nur
die Regel (basicy,) in Frage. Es folgt A’ = h.

strict!] Dann ist T = strict;(71, T») und h(p) = L. Weil T, h die Invariante [(I6)]
erfiillen, folgt Ty = Empty. Weil T' = strict;(Empty, T5) und h(p) = L ist und weil
es fiir Empty keine Ubergénge gibt, kommt zur Ableitung von {: T, h —p, 1: T, K/
nur die Regel (strict?) in Frage. Es folgt b/ = h.

[strict?], [seq!], [par!], [loop?], [loop?] oder [alt®] Es ist top(S) = p = top(T') und
die Behauptung folgt mit Lemma EZT]

[seq?] Dann ist S = seq,,(S1, S2) und IFgp (S2,T). Weil S wohlnummeriert ist, ist
auch Sy wohlnummeriert und es gilt top(Sy) € {L, p.2.79} mit ro € Path. Mit der
I. V. folgt: h(q) = h(q) fiir alle p € Path \ PathSpace(p.2.r2). Die Behauptung
folgt mit PathSpace(p.2.ry) C PathSpacep.

loop'] Dann ist 7" = loop;(71) und h(p) = {1}. Die einzige matchende Regel ist
(loopy). Weil h(p) = {1} ist, folgt h' = h[p — {1}] = h.

[alt!] oder [alt?] Analog zu Fall [loop!] mit Axiom (alt{) oder (alt?) O

Satz 4.28 Sei L = {l1,...,l,} C I mitly,...,1, paarw. verschieden und n > 0.
Seien T € TermL(L), vy=1:Ty,...,l,:T), k] € ConfL, a € AL und es gelte

T ist wohlnummeriert und
..., 1, sind wohlnummeriert und
h € HE, d.h. h hat endliche Domain und

T,,..., T, ,h erfiillen die Invarianten [(I3)} [[T4)], [(T5), [T6)], [T7)}, [(T8), [[TO)]

und 3(T,~). Dann gilt:

1. Fiir alle 4 € Conf"” mit ~ iLﬂ’
gibt es 7" € Term™™® mit T 2 T" und B(T",7).

2. Falls v 51, 7/ mit 7/ € TConf”, dann T =¢ Empty.
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Hierbei ist definiert T ¢ 77 < T T*—a>G T'und T ST T i>G T

Beweis. Ad 1. Der Beweis erfolgt durch Ableitungsinduktion fiir das Vertréglich-
keitsjudgement H_Rh (m,(T),Ti;) zwischen dem globalen Term T und dem loka-
len Term 7T, derJenlgen Lifeline j, welche fiir den Schritt v 2, 4 aktiv ist. Sei
j € {1,...,n} und h € HE beliebig. Es bezeichne Dgs die Menge aller Rl

Ableltungsbaume und < dle echte Teilbaumrelation auf DRh . Fiir alle d € DRh
setzen wir K

A(d) <= VT € Term”, (T,,... Tln)ETermllx...xTerml”
VT’ETerm h’EHﬁn,aEA i

[ T ist wohlnummeriert und
T, ..., 1}, sind wohlnummeriert und

n

Ty, ..., T, h erfiillen [(I3), [TA), [(T5)}, [T6)], [(T7)] [[T8)], [T9)] und
Vie{l,...,n}. H-RZ (m,(T),T;,) und
d gy (m,(T),T,) und 1 : Ty, b S, 1 TR ] =
3T’ € Term”. [T 26T und
Vie{l,...,n}\ {j}. IFgy (m,(T"), Ty,
gy (m, (), )

Sei d € Dy und gelte Vd~<d.A(d). Seien T, Ty, ..., Tj,, T}, a, b’ wie gefordert.
Sei | € L\{l }. Es gilt Fgy (m(T), Ty) und Tl, h erfiillen die Invariante [(I6)} Nach

Lemma IR gibt es T} € Term' mit 1: 7y, h Zsy 1: T}, h und IFrp (m(T), Th).

Wir fiihren eine Fallunterscheidung nach der letzten zum induktiven Aufbau von
d angewandten Regel aus:

[None] Nicht moglich, weil [; : None(a), h2by L TN
Empty] Nicht moglich, weil [; : Empty, h2br 1 T W

[

[Action] Dann ist 7, (T) =a und Tj; = a und [; € a(a). Zur Ableitung von
lj:Ty,,h Sl Tl'], h' kommt nur (basicy ) in Frage. Esist a = a und Tl’] = Empty
und 7' = h. Aus 7, (T) = a folgt T = a. Wir setzen 17" := Empty. Mit Axiom
(basicq) folgt T S 1.

Zu zeigen bleibt:

() Iy (0 (T'),T)  firalle i € {1,...,n}\ {7}

(i) Iy (m, (77), 1))

Mit 7" = Empty und TZ’J = Empty und [Empty] folgt (ii). Fiir jedes i € {1,...,n}
gilt Ibgn (m,(T'),T},) nach Voraussetzung. Falls ¢ # j ist, dann gilt m,(T') =
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7, (a) = Empty = 7, (Empty) = m,(7”). Somit gilt (i). Deutung: Das Nachbilden
der echten Aktion a in der globalen Semantik wird von den restlichen Lifelines ¢ #
J nicht bemerkt, weil sich die Projektionen des globalen Terms auf die restlichen
Lifelines nicht &ndern.

[seq'] Dann ist 7, (T') = seq,(S1, S2) [also T' = seq,(T1,T>) und Sy = m;, (1) und
Sy = m,(13)] und T, = seqp(Tll,TQ). Es gibt dy,d, € DRh mit dy,dy < d und
d; “_Rh (m, (T1), Tl ) und dy ||-thj (7Tl (Ty), Tl ).

Sei [ E LA\ A{l;}. Wegen m(T) = seq,,(m(T1), m(T2)) kommen zur Ableitung von
IFgp (m(T), 7)) nur die Regeln [seq'] oder [seq?] in Frage:

Fall [seq']: Dann sei | € Lieq. Bs gilt T) = seq,, (T}, T7?) und IFrr (m(Th), T}
und Ign (m(T3), 1) 2).
Fall [seqz] Dann sei | € Lieq. Es gilt IFgn (m(77), Empty) und IFgn (m(Ty), Tj).
Wegen 1), = seqp(le, Tl]) kommen zur Ableitung von I;: Tj,, h Ll T}, b’ nur
(seqi), (seq?) oder (seq}) in Frage:

Fall (seqi): Dann ist 7} = Empty und 7}, = 77 und @ = 7 und 7’ = h. Es
geniigt zu zeigen: H—th (m,(T),T7,). Es gllt IFrn (7rl (Th), Té) = (m, (11), Empty)
und Igp (m,(T2), T2) = (m;(T), T’,). Mit Regel [seq?] folgt die Behauptung.
Deutung Ein lokaler 7-Schritt zur Beseltlgung eines Konstruktes seq,(Empty, T5)

wird in der globalen Semantik trivial nachgebildet. Die globale Konfiguration
bleibt unverédndert.

Fall (seqi): Dann ist 1, = seqp(Tlil,Ti) und /; : Té, hSy :Tlil, h'. Unser Ziel
ist die Anwendung der . V. fiir d;. O.B.d. A. sei j = 1 und Lieq) = {l2, ..., lx}
und Ligeq2) = {lky1, - - -5 In} mit 1 <k <n. Wir betrachten die Konfiguration

[lleﬁ,llel

[seq

l27"'7

Iy :Tli, l41:Empty, ..., 1, :Empty, h].

Die Terme 7} und Tli sind wohlnummeriert. Die Terme T} fiir [ € Ligeqt) sind
ebenfalls wohlnummeriert. Ferner ist Empty wohlnummeriert. Man iiberlege sich,

dass Tli, Té, e ,Tli, Empty, ..., Empty, h dieﬁ Invarianten [(I3)], [T4)], [[T5), [(16)]
[(T7)], [18), [T9)] erfiillen. Aus A(d;) folgt: Ty = T¢ mit T/ € Term” und

(@) Irgye (m, (T7). 1)

(il) e (m(TY),T}") fiir alle I € Ligeqy

(iil) IFgpr (m(T7), Empty) fiir alle [ € Lieq2).

R}
Ry
Aus Tt 2¢ T/ und Regel (seql) folgt: T = seq, (11, T>) 2a seq, (17, T>). Wir set-
zen T' := seq (T}, T3). Es gilt top(m;, (T1)) = top(11) € {L,p.1.q} mit ¢, € Path.
Mit Lemma folgt h(q) = h'(q) fiir alle ¢ € Path \ PathSpace(p.1). Mit Lem-
ma folgt:

(iv) Ty (i, (T2, T2)

Mit Lemma und Lemma folgt:
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(v) ||-th/ (m(Ty), T7) fiir alle I € Ly

(vi) IFrp (m(T), ) fiir alle | € Ligeq)-

Aus (ii) und (v) und Regel [seq'] folgt IF gy (seqp(m(T) m(T3)), seqp(Tll,Tz)) =
(m(T"),Ty) fiir alle | € L. Mit 1:T;, h T 12Ty, h und Invariante [(T4)] folgt
L1, 0 i@ [:T;, 1. Aus Lemma EZH folgt PRy (m(T"),T) fur alle | € Lseq -
Aus (iii) und (vi) und Regel [seq?] folgt II—Rh/ (seq,(m(T7), m(T»)), T1) =
(m(T"),T;) fiir alle [ € L. Mit Lemma E A folgt kg (m(T7),T;) fiir alle
le L eq?] Aus (i) und (iv) und Regel [seq'] folgt “_Rh’ (seqp(m (17), m,(13)),
seq,, (1)), 17)) = (m,(T"), ;).

Fall (seq}): Dann ist T}, = seq,( a(a)(Tl) Til) und [; : Ti,h 5L L Til,h'.
Unser Ziel ist die Anwendung der 1. V. fiir dy. Wir betrachten die Konfiguration

[l 111 ,lg J}Q,...,lkij}i,lkJrliﬂkJrl,...,lnIT'ln,h].

Aus A(dy) folgt: Ty 2¢ T} mit T3 € Term®” und
() Ty (m, (1), T2)

(i) Ty (m(T3).72) fiir alle | € Ligq,

(iii) IFrp (m(T3),T1) fiir alle l € L

seq?]:

Aus Ty 2 T3 und Regel (seqy) folgt: T = seq, (T4, T3) 2a seqp(R @(T1),13).
Wir setzen 1" := seq,, (R}, (71),73). Analog zur Argumentation in Fall (seqt)
erhélt man:

(iv) IFrp (m(Th), T}') fiir alle I € Ly
(v) ||-th/ (m(T1), Empty) fiir alle [ € L;
(Vi) gy (m, (1), 7))

Mit (iv) und I ¢ «(a) und (ii) und Regel [seq'] folgt IF i (seqp(m(RZ(a)(Tl)),
m(T3)),seq, (T}, T7)) = (m(T'),T;) fir alle | € Loy Mit Lemma B
folgt “_Rh’( m(T"),T)) fir alle | € Lieqy.  Aus (v) un_d I ¢ a(a) und (iii)
und Regel [seq?] folgt IFrpe (seqp(m(R* \(Th)), m(13)), Th) = (m(T"),Th) fir al-
le | € Lgeqz. Mit Lemma Al folgt II—R?/ (m(T"),Ty) fiir alle | € Ligeq2. Mit
(vi) und Lemma ET9 und Lemma 2 und (i) und Regel [seq!] erhilt man
b (55, (R ), (9. 58, (R (), T2) = (o (DT}

[seq®] Dann ist 7, (T') = seq,(S1, S2) [also T' = seq,(T1,T>) und Sy = m;, (T7) und
Sy = m, (13)] und es gibt dy, dy € DRh mit dy,dy < d und d; H_Rh (m, (Tl) Empty)
und ds ”_Rh (m,;(T2), Ty;). Wir setzerl Ligeqr) und Ligeqe) Wir im Fall [seq']. Unser
Ziel ist die Anwendung der 1. V. fiir ds. er betrachten die Konfiguration

[1;:Ti;, 1o TZQ,---,lkile,lkHileH,---,lniTln,h]-

seq?]*

%
le

Aus A(dy) folgt: Ty =g Ty mit Ty € Term” und
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@) Irgye (1, (T3), T5)
(ii) “_Rh’ (m(T3), T7) fiir alle | € Ly
(iii) II—R?/ (m(T3),T;) fiirallel € L

[seq?]-

Aus Ty =¢ T} und Regel (seqd,) folgt: T = seq, (11, T>) 26 sed, (Riya) (11), 13)-
Wir setzen 1" := seq,, (R}, (71),73). Analog zur Argumentation in Fall (seqt)
erhélt man:

(iv) ||-th/ (m(Th), T} fiir alle [ € Ligeq!]
(v) ||-th/ (m(T1), Empty) fiir alle [ € L;
(vi) Trggr (m, (T3), Empty)

Aus (iv) und (ii) folgt wie in Fall [seq'] Unterfall (seq ) dass gilt Iy (m(T),T7)
fiir alle | € Ligeqy. Aus (v) und (iii) folgt wie in Fall [seq'] Unterfall (seqL) dass gilt
II-th/ (m(T"),T;) fitr alle | € Ligeqz)- Mit (vi) und LemmaEETH und Lemma 2 und
(i) und Regel [seq?] folgt: gy (seq,(m, (Riya) (T1)), 7, (13)), 1)) = (m, (T7), T7)).-
[alt'] Dann ist T, = altp(Té %]) und A(p) = {1} und H_Rh (m, (T), Tl) Zur
Ableitung von I; : T;,, h 5L l; -1}, ' kommt nur das AXlom (alt) in Frage. Es
folgt: 7/ = 7). und @ = 7 und &' = h. Somit gilt gy (m,(T),T; ) und mehr ist
nicht zu’ zelgen Deutung: Ein 7-Nachfiihrschritt wird in der globalen Semantik
trivial nachgebildet. Die globale Konfiguration bleibt unveréndert.

[alt?] Analog zu Fall [alt!].

[alt?] Dann ist m, (T) = alt (Tll,TQ) T;, lalso T' = alt, (71, T3) und T1 = m, (1)
und Tlf = m,(13)] und h(p §E] {{1} {2}} und Tll,T2 € Term®. Mit Invariante
[(19)] folgt h(p) = 0. Mit Invarlante (18)] folgt A(p. 7") = () fiir alle 7 € Path.

Sei l € L\ {l;}. Wegen m(T) = alt,(m(T1), m(13)) kommt zur Ableitung von
IFge (m(T), T;) nur das Axiom [alt?] in Frage. Es folgt: T} = alt,(m(T}), m(T3)).

seq?]*

Weil T}, = alt, (7)), T7) und h(p) = 0 ist, kann I; : T, h LY )., ' entweder
mit (alt!) oder mit (alt?) abgeleitet worden sein.

Fall (alt{): Dann ist T = T1 und 2/ = h[p — {1}] und @ = 7. Mit Axiom (alt})
folgt T' = alt, (11, 1) —>G T1 Wir setzen 7" := T;. Welil Tli wohlnummeriert
ist und top(Té) € {L,p.1.q;} mit ¢, € Path gilt und weil fiir alle r € Path gilt
B (p.l.gi.r) = h(p.l.qr.r) = 0, folgt mit Lemma E20 dass gilt ”_Rh’ (Té,Tli) =
(7 (Tl),Tl’j ) = (m, (T'),T/j ). Mit der Wohlnummeriertheit von 7rl(T) und ei-
ner Argumentation wie eben folgt: IFpu (m(T1), m(11)) fiir alle I € L\ {I;}.
Mit A'(p) = {1} und Regel [alt!] folit: IFrp (m(Th), alt,(m(Ty), m(T%))) =
(m(T"),T;). Mit Lemma E24 folgt das Gewiinséhte. Deutung: Ein lokaler 7-
Entscheidungsschritt wird in der globalen Semantik durch den entsprechenden
globalen Entscheidungsschritt nachgebildet.

Fall (alt?): Analog zu Fall (alt{) mit (alt?) und [alt?].
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loop'] Dann ist T;, = Ioopp(Tl) und A(p) = {1} und H_Rh (m,(T), Empty). Zur
Ableitung von I; : Tj,, h =1, [ : 7], b’ kommt nur das AXlom (loop}) in Frage. Es
folgt: 7, = Empty und a = 7 und A’ = h. Somit gilt IFpw (m, (1), T],) und mehr
ist nicht zu zeigen. Ein 7-Nachfiihrschritt wird in der globalen Semantik trivial
nachgebildet. Die globale Konfiguration bleibt unverédndert.

loop?] Dann ist 7, (T') = seq,(S1, S2) [also T' = seq, (71, T3) und Sy = 7, (17) und
So = m,(T2)] und Tj; = loop,(T}}) und h(p) = {2} und

(2) gy (S2,100p, 2052 T3).

Zur Ableitung von I : Ty, h LN l; Tl , b/ kommt nur das Axiom (loop?) in Frage.
Es folgt: T} = seqp(Tll,Ioopr(pgT )) und @ = 7 und ' = h. Mit (1) und (2)
und Regel [seq'] folgt IF g (seqp(Sl,Sg) seqp(Tll,Ioopr(pQTl))) (m,(T),T))
und mehr ist nicht zu zeigéh. Deutung: Identisch zu Fall [loop ].

loop?®] Dann ist m, (T) = Ioopp(Tl) Ti; [also T' = loop,(T1) und m;,(T1) = T1
und h(p) ¢ {{1}, {2}} und T1 € Term’. Mit Invariante [19)] folgt h(p) = 0. Mit
Invariante |(17) - folgt h(p.r) = (D fiir alle r € Path.

Sei I € L\ {l;}. Wel m(T) = Ioopp(m(Tl)) ist, kommt zur Ableitung von
Fge (m(T), T;) nur das Axiom [loop?®] in Frage. Es folgt: T; = loop,(m(T})).

Weil T, = Ioopp(Té) und h(p) = 0 ist, kann [; : 7; , h 5L l;:T], W entweder mit
(loopi ) oder mit (loop?) abgeleitet worden sein.

Fall (loop]): Dann ist T} = Empty und ' = hlp — {1}] und a = 7. Mit Axiom
(loopg,) folgt T = Ioopp(Tl) —¢g Empty. Wir setzen 7" := Empty. Mit Axiom
[Empty] folgt IFg, (m, (Empty), 7)). Mit [Empty] und [loop'] und W' (p) = {1}
folgt kg (m(Empty), T)) fiir alle lel \ {;}.

Fall (loop?): Dann ist T’] = seqp(Tl ,Ioopp2(p2T )) und A’ = h[p — {2}] und
a = 7. Mit Axiom (loopg) folgt T = loop,(T}) —¢ seq,(T1,loop, 5(,2T1)). Wir
setzen T" := seq,(T1,l00p, 5(p.211))-

Es ist T}, wohlnummeriert. Somit ist Tli wohlnum. und top(Té) € {L,p.l.q;} mit

q1 € Path. Fiir alle r € Path gilt 2/(p.1.q1.7) = h(p.1.q1.r) = 0. Mit Lemma E20]

folgt (1) II—R?/ (Tll,Tl) (m,; (Th), Ti) Andererseits gilt 1/(p.2) = h(p.2) = 0

und mit [loop®] folgt ( ) IFpp (loop,, 5(p2m; (T1)), Ioopp2(p2T1)) Mit (1) und (2)

und [seq?] folgt: gy (seq, (7, (73),100p, o, (T2) 560, (T2 100p, 252731 )))
/ / J

(Trlj(T )7 jﬂh)

Mit der Wohlnummeriertheit von m;(7") und einer Argumentation wie eben folgt
(1) IF i (m(Th),m(Ty)) fiir jedes I € L\ {l;}. Mit [loop?] und einer Argu-
mentation wie eben folgt (2) II-th/ (loop,, 5(p.2(T1)), loop, 5 (p2m(T1))). Mit (1)
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und (2) und [loop?] und 7'(p) = {2} folgt: II-Rh/ (seq,(m(T1),loop,, o(p2m(11))),
loop,,(m(11))) = (m(T"),T1). Mit Lemma B A folgt das Gewiinschte. Deutung:
Ein lokaler 7-Entscheidungsschritt wird in der globalen Semantik durch den ent-
sprechenden globalen Entscheidungsschritt nachgebildet.

[strict'] Dann ist T;, = strlct o(T), T7) und h(p) = L und H_Rh (m,(T), T7). Weil
T;,, h die Invariante erfullen ist T1 = Empty. Weil T;, = strict (Empty, T2)
und h(p) = L ist und Well es fiir den Tellterm Empty keine ableltbaren Ubergange
gibt, kommt zur Ableitung von I; : Tj,, h <y, I; T}, I’ nur das Axiom (strict?)
in Frage. Es folgt: T] = Tlf und A’ = h und @ = 7. Wir wissen also, dass
II—Rh/ (m;(T'), T},) und mehr ist nicht zu zeigen. Deutung: Ein 7-Nachfiihrschritt
wird in der globalen Semantik trivial nachgebildet. Die globale Konfiguration
bleibt unverédndert.

[strict?] Dann ist m, (T') = strict,(S1, T72) [also T = strict,(T1, T2) und m,(T1) = S
und 7, (T3) = 7] und Ty, = strict,(T;;, 7;2) und h(p) # L und es gibt di € Dy
mit dy < d und dy IFgn (m, (T7), Té) Weil T;,, h die Invariante erfiillen, gilt
h(p.2.r) = { fiir alle r € Path.

Seil € L\{l;}. Aufgrund von m(T') = strict,(m(71), m(132)) kommt zur Ableitung
von Ikgn (m(T'), Ty) nur die Regel [strict?] in Frage. Es gilt T; = strict,(T}', m(T3))
und IFgn (m(Ty), T}H).

Weil T}, = strictp(Tli,, Tlf) und h(p) # L ist, kommt zur Ableitung des Judgements
LT, h Syl T}, b’ nur (stricti) oder (strict}) in Frage:

Fall (strict{): Dann ist T, = strictp(Té/, Tlf) und /; :Té, hyl :Tli/, h'. Mit Tj,
ist auch 7} wohlnummeriert und es gilt top(7}}) € {L,p.1.q1} mit ¢; € Path. Mit
Lemma B2 folgt h'(q) = h(q) fiir alle ¢ € Path \ PathSpace(p.1). Insbesondere
gilt #'(p) = h(p) # L.

O.B.d.A. sei j = 1. Die Anwendung der L. V. fiir d; auf die Konfiguration
L Tl Ao T 1, T} R liefert Ty = T mit 7] € Term” und

(1) H_RV ( lj(Tll)aTg,)

(ii) IF gy (m(TY),T}') fiir alle l € L\ {l;}.

Mit 7} 2 T} und Regel (stricty) folgt: T = strict, (11, Ty) = strict, (17, Ty).
Wir setzen T" := strict, (T}, T2). Mit (i) und Regel [strict?] und A'(p) # L folgt:
th/ (strict, (m, (1Y), m; (T3)), strict, (T, m, (Ty))) = (m, (T"), strict, (T, T2)) =
(m (T') T} ). Mit (ii) und Regel [strict?] und A'(p) # L folgt: IFp (strict, (m (17),

Wl(Tg)),strictp(Tll,m(Tg))) = (m(T"),T)) fiir alle [ € L\ {l;}. Mit Lemma
folgt das Gewdiinschte.
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Fall (strict}): Dann ist 7;, = strictp(Té,Ti) =T und Té = Empty und a = 7
und A’ = h[p — h(p) U {l;}] und {; ¢ h(p).

Fall 1: R'(p) # L: Mit Tli = Empty und Lemma EZ2T] folgt Iy (7, (Tl),Tli).
Mit Regel [strict?] und A'(p) # L folgt: IFrp (strict,(m, (T1), m, (Tg)),strictp(Tli,
m,(12))) = (m,(T), Th,) = (m, (T), T,).- ’

Fir i € L\ {l;} gilt IFgn (m(T1), T;'). Mit Lemma EE23 folgt top(T}!) € {L,p.1.r}
mit r € Path. Es gilt h'(q) = h(q) fiur jedes ¢ € PathSpace(p.1.r). Mit Lem-

ma folgt Iy (m(T),T;). Mit Lemma folgt das Gewtinschte.

Fall 2: h'(p) = L: Es gilt Té = Empty und somit IFgn (m,(T1), Empty). Aus
Satz B4 folgt 7, (1) =* Empty. Mit Hilfe von Lemma ETZ1 folgt m, (T3) €
RTerm[Empty].

O.B.d.A. sei j = 1. Betrachte die Konfiguration [I; :Tl’j, lo: Ty, ... LTy, ).
Diese Konfig. ist in endlich vielen 7-Schritten aus [I; : 77,1y : Th,, ..., Iy : T}, , B
hervorgegangen und erfiillt daher ebenfalls die Invariante [(I6)} Weil h'(p) = L
ist, folgt 7)) = ... =T, = Empty. Es gilt demnach IFgn (m(T), Empty) fur alle
l € L\ {l;}. Folglich gilt m(T7) € RTerm[Empty] fir alle [ € L.

Weil m(T1) € RTerm[Empty| fiir alle Lifelines [ gilt, kann T} als Blattterme nur
Empty enthalten. Daraus folgt 77 € RTerm[Empty]. Es folgt 77 ~—¢ Empty. Mit
(stricty,) folgt T = strict,(Ty,Ty) —¢ strict,(Empty, T3). Wegen (strict?) gilt
strict, (Empty, Ty) —>q Tp. Wir setzen T' := Ty. Es bleibt zu zeigen:

() Iy (m, (). T3)

J

(i) gy (m(T"),Ty) fiir alle I € L\ {1;}.

Mit der Wohlnummeriertheit von 7' folgt, dass 7, wohlnummeriert ist und
top(Ty) € {L,p.2.qo} mit ¢o € Path. Weil A/(p.2.q2.r) = h(p.2.q2.7) = O fiir
alle r € Path, folgt mit Lemma 20, dass gilt Iy (mi(T3), m(T5)) fir alle [ € L.

Ad (i) Aus ||—R?/
strict,(Empty, 7rjlj (T3))) = (m, (T3), strict,(Empty, Tlf)) = (m,(1"),17)).
Ad (i) Aus II—R?/ (m(Ty), m(Ty)) und [strict'] und A'(p) = L folgt: II—R?/ (m(Ty),
strict, (Empty, m(13))) = (m(T"),T;) fiir alle € L\ {I,}.

(m, (1), m,(T>)) und [strict'] und h/(p) = L folgt: IFrp (m,(T3),

J

Deutung: Ein lokaler 7-Synchronisationsschritt einer Lifeline /; fiir ein Konstrukt
strict,(Empty, Tlf) wird—solange [; nicht die letzte Lifeline ist, die fiir dieses p den
Synchronisationsschritt ausfithrt—in der globalen Semantik trivial nachgebildet
(= Fall 1). Die globale Konfiguration bleibt unverindert. Erst wenn die letzte
Lifeline den Synchronisationsschritt fiir p ausfithrt (= Fall 2), bilden wir diesen
durch einen globalen Synchronisationsschritt nach. Die hierzu erforderliche Regel
(strict?) setzt allerdings voraus, dass der linke Teilterm des globalen Konfigura-
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tionsterms gleich Empty ist. Aufgrund der Tatsache, dass wir lokale Aufrium-
schritte in der globalen Semantik trivial nachbilden (miissen), steht im linken
Teilterm des globalen Konfigurationsterms i. A. nicht Empty sondern irgendein
zu Empty reduzierbarer “Miill”, den wir zunéchst durch globale 7- Aufraumschrit-
te beseitigen miissen, bevor wir den globalen 7-Synchronisationsschritt ausfithren
koénnen.

Ad 2. Dieser Beweisteil wird aus Zeitgriinden nicht ausgefithrt. Methodische
Schwierigkeiten sind allerdings keine zu erwarten. O

4.10 Die Regel (seq;) unter der Lupe

Aus Zeitgriinden sei hier nur angemerkt, dass sich das Unmoglichkeitsresultat aus
Abschnitt B.5T] problemlos auf die verteilte operationale Semantik {ibertragen
1aBt. Das Problem ist genau das gleiche.
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Kapitel 5

Kanalidentifikatoren

Die Semantiken, die in den Kapiteln B, Bl und Bl angegeben wurden, interpretier-
ten Sende- und Empfangsaktionen in nahezu identischer Weise. Ein Unterschied
bestand nur insoweit, als fiir Sendeaktionen snd(s,r, m) die Instanz s (= Sender-
instanz) und fiir Empfangsaktionen rcv(s,r,m) die Instanz r (= Empfingerin-
stanz) aktiv war. Die in Sendeaktionen enthaltenen Empfiangerangaben und die
in Empféangeraktionen enthaltenen Senderangaben wurden vollstdndig ignoriert.
Die Modellierung der zeitlichen Abhéingigkeit korrespondierender Sende- und
Empfangsaktionen geschah explizit durch Verwendung von strict-Konstrukten.
Diese zweckentfremdende, exzessive Verwendung von strict-Konstrukten hatte
in der lokalen Semantik den Nachteil, dass stdndig alle Lifelines synchronisiert
werden mussten, was eine hohe Anzahl von Lese- und Schreibzugriffen auf das
Shared Memory h zur Folge hatte. Aus diesen Griinden wird in Kapitel Bl schritt-
weise eine lokale Semantik entwickelt, die den asynchronen Nachrichtenversand
mittels gerichteter Kanéle nachbildet und somit einen impliziten Mechanismus
zur Erzwingung der korrekten zeitlichen Reihenfolge korrespondierender Sende-
und Empfangsaktionen anbietet. Das geordnete Paar (s,r) aus einer Sender-
und einer Empféngerinstanz wird als Kanalidentifikator interpretiert. Um dieses
Kanalkonzept besser nutzen zu kénnen und um eine natiirlichere Modellierung
der Interaktionen zu ermoglichen, wird die Termsprache der positiven UML 2.0-
Interaktionen iiberdies um allgemeine, durch Pomsets beschriebene Basic Inter-
actions B erweitert.

5.1 Allgemeine elementare Interaktionen

Die abstrakte Syntax der um allgemeine elementare Interaktionen erweiterten
UML 2.0-Interaktionssprache ist in Tafel Bl angegeben. Dabei ist B Metava-
riable mit Bereich Basic := Pg, := {p € D|p ist lokal linear und endlich}. Als
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I € IFrag == B
| strict(y, I5)
| seq({1,ls)
| par(ly, 1)
| loop(I)

| alt([l,lg)

Tafel 5.1: Erweiterte abstrakte Syntax der Interaktionen

syntaktischer Zucker sei definiert Empty := ¢ € Basic. Anmerkung: Wir erlauben
uns in diesem Kapitel Symbole wie z. B. IFrag neu zu definieren.

5.2 Denotationelle und
globale operationale Semantik

Fiir die erweiterte Interaktionssprache IFrag aus Tafel Bl gelte die denotationelle
Semantik aus Abschnitt 224, wobei die definierenden Klauseln fiir Empty und a
durch die Klausel D[B] := B] zu ersetzen sind. Offensichtlich gilt D[Empty] =
Dle] = el = {e} und D[a] = a] = {a} fiir jedes a € A.

Die Konfigurationen und die Transitionen der (unnummerierten) globalen ope-
rationalen Semantik seien genauso wie in Abschnitt definiert. Dabei ist das
redefinierte Symbol IFrag im Sinne von Tafel Bl zu verstehen. Die Restriktions-
funktion Ry, werde wie in Abschnitt B2 auf S.[[8 definiert, wobei die definierenden
Klauseln fiir Empty und a durch folgende Klausel zu ersetzen sind:

B falls a(BYNL =0
Ru(B) = (B)
None andernfalls
Lemma ] bleibt giiltig. Die erforderlichen Anderungen am Beweis sind trivial.

Sei p € P und (F, <, \) ein Reprisentant von p. Die Menge aller Minima von E
beziiglich < sei als Min<(FE) notiert. Wir definieren Min(p) := A(Min<(FE)) C A.
Fiir jedes a € Min(p) existiert ein ey € Min<(£) mit A(ep) = a. Aufgrund der
lokalen Linearitét von p ist dieses ey eindeutig bestimmt (sieche Satz EZI). Wir
definieren p\ {a} := [(£', <", N)] mit £' := E\ {ep} und <" := <N (E' x E') und
N:=\[FE.

Lemma 5.1 Sei p,p’ € P, a € Min(p) und gelte p’ = p\ {a}. Dann gilt:
Vi'eT.(t' €ep| < a;t' €pl)

Beweis. “=": Es sei p = [(F,<,\)] € P und a € Min(p) = A(Min<(E)) und es
gelte p’ = p\ {a}. Es gibt ein eindeutig bestimmtes ey € Min<(E) mit A(eg) = a
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(siehe Satz ZTl). Nach Definition gilt p \ {a} = [(£', <", X)] mit E' := E \ {eo}
und <':= <N (E' X E')und N := X\ | E’. Seit € p'| beliebig. Es gibt eine totale
Ordnung <{ auf E' mit <" C <{ und t = [(E', <[, N')]. Es gilt a;t' = [(E, <¢, \)]
mit <; := {(eg, €0)} U < U{eg} x E' und <y ist eine totale Ordnung auf E. Zu
zeigen ist < C <;. Weil ¢y € Min<(FE) ist, gilt <N (E" x {ep}) = 0. Daraus
folat: < = (<N {eo} x{eo}) U (SN {eo} x B') U (S NE' x {e}) U (SN E' x ) C
{(eo,e0)} U{eo} x E"U D U <" C{(eg,e0)} U< U{eg} x B = <.

“<": Wir iiberlassen den Beweis der Gegenrichtung dem Leser. O

Die (unnummerierte) globale operationale Semantik der erweiterten Interakti-
onssprache IFrag werde wie in Abschnitt definiert, wobei in Tafel Bl das
Regelschema (basicg,) durch folgendes Regelschema zu ersetzen ist:

(basicqu) B —qu B\{a}  falls a € Min(B)

Lemma B2, Satz B3, Lemma B4, Lemma BH und Satz B bleiben giiltig. In dem
Beweis von Lemma ist der Fall (basicg,) in folgender Weise anzupassen:

(basicg,) Dann gilt / = B € Basic und a € Min(B) und I’ = B\ {a}. Zu
zeigen ist D[B \ {a}] C D[B] /a. D.h. es ist zu zeigen (B \ {a})] C B| /a. Sei
t' € (B\ {a})| beliebig. Aus Lemma BTl folgt a;t' € B].

In dem Beweis von Lemma BH sind unter Ad. 1 die Félle I = Empty und I = d
durch folgenden untergliederten Fall I = B zu ersetzen:

I = B: Wir unterscheiden zwei Félle:

Fall 1: a € Min(B): Aus Lemma BTl folgt D[B] /a = D[B \ {a}]. Mit Axiom
(basicqy) folgt I = B Sqy B\ {al.

Fall 2: a ¢ Min(B): Dann ist D[B] /Ja= Bl /a = 0.

5.3 Globale operationale Semantik mit Kanélen

Als Zwischenschritt auf unserem Weg zu einer lokalen operationalen Semantik
mit Kanélen wird in diesem Abschnitt eine globale operationale Semantik mit
Kanélen eingefiihrt. Es wird dabei die Frage untersucht werden, wie die Kanéle zu
modellieren sind und welche Wohlgeformtheitseigenschaft die Interaktionsterme
haben miissen, damit korrespondierende Startterme in der globalen operationalen
Semantik ohne Kanéle (siche Abschnitt BJ) und in der globalen operationalen
Semantik mit Kanélen bisimilar sind.
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5.3.1 Kanalmodelle

Grundsétzlich kommt eine Modellierung der Kanile als Queues und als Pools
in Frage. Komplexere Kanalmodelle wie z. B. Prioritdtswarteschlangen werden
nicht betrachtet. Aus Griinden der Einfachheit sei iiberdies eine unendliche Ka-
nalkapazitdt vorausgesetzt.

Zwischen jedem Paar (s,r) € I x I von Lifelines sei ein gerichteter Kanal C(s,r)
vorhanden, der eine beliebig hohe endliche Zahl von Nachrichten m € M puffern
kann. Angenommen diese Kanile seien als Queues modelliert und wir fiithrten
das Sequenzdiagramm Bsp3 aus (siche Abb. unten links). Aufgrund der Reihen-
folgeerhaltung der Nachrichten in der Queue C(ly,[5) sind die Abldufe acdb und
cabd nicht moglich, obgleich diese Traces zur Erfiillungsmenge D[Bsp3] gehoren.

sd Bsp3 sd Bsp4

ll lg ll l2
par || i par ]| :
“ m o
25 - [——= |5
I I B pE L.

| | — ]
“I m2 I” | |
/ I ml I @
) 1Bs

Mithin wiirde eine Modellierung als Queues zu einer operationalen Semantik
fithren, die nicht dquivalent zur denotationellen Semantik der Interaktionsdia-
gramme ist. Als richtige Wahl eines Kanalmodells stellt sich der Nachrichtenpool
heraus, der mathematisch als endliche Multimenge iiber M zu beschreiben istfl.

Leider tritt bei der Kanalmodellierung eine weitere Schwierigkeit auf, die ihre Ur-
sache darin findet, dass ein und dieselbe Nachricht zwischen denselben Lifelines
in verschiedenen Basic Interactions versendet werden kann. Man betrachte hierzu
das Sequenzdiagramm Bsp/4 in der Abbildung oben rechts. Die beiden Operan-
den des Combinded Fragments par seien die Basic Interactions By und Bs. Nach
Ausfithrung der Aktion a enthalte der Kanal C(ly,[y) die Nachricht m;. In dieser
Konfiguration sei der Blick auf die Basic Interaction By gerichtet. Die Version
von By, welche der operationalen Semantik mit Kanélen vorgelegt wird, lautet
a' || b und nicht a’;b. Denn es ist ja gerade der Sinn der operationalen Semantik

IMarfa Victoria Cengarle, miindliche AuBerung.
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mit Kanilen die explizite Modellierung der Ordnungsbeziehungen zwischen kor-
respondierenden Sende- und Empfangsaktionen entbehrlich zu machen. Mithin
hélt die operationale Semantik mit Kanélen die Aktion b fiir ein Minimum der
Basic Interaction By. Weil die Aktion b eine Empfangsaktion rev(ly, ly, my) ist,
muss fiir die Ausfithrbarkeit von b eine passende Nachricht m; im Kanal C(ly, )
vorhanden sein. Eine solche passende Nachricht st vorhanden und folglich kann
die Aktion b ausgefithrt werden. Anschliefend konnte es zur Ausfithrung der
Aktion ¢ kommen, so dass sich—bis zu diesem Zeitpunkt—der Teilablauf abc
ergeben wiirde. Dieser Ablauf verletzt aber die denotationalle Semantik des Dia-
gramms, weil der Ausfithrung der Teiltrace bc korrekterweise zwei Sendeaktionen
a = a' =snd(ly,ly, m;) vorangegangen sein miissen.

Um das Problem, das am Diagramm Bsp4 beschrieben wurde, besser zu verste-
hen, deuten wir jede Basic Interaction B; als einen verteilt realisierten Prozess
und das zugehorige i € {1,2} als einen Prozessidentifikator. Wenn man so weit
geht, die Lifelines {; und Iy als Quell- und Ziel-IP-Adressen zu interpretieren, so
konnte der Prozessidentifikator ¢ mutig als eine Portnummer gedeutet werden.

Es ist nun klar, wie das Kanalmodell fiir das Diagramm Bsp4 zu verfeinern ist:
Die Kanile miissen zusétzlich nach dem Prozessidentifikator i € {1, 2} unterschie-
den werden. Im allgemeinen Fall benutzen wir (statt i) eindeutige Pfadannotie-
rungen p € Path, welche wir im néchsten Unterabschnitt bis auf die Blattebene
der Interaktionsterme fithren werden. Somit gelangen wir zu folgender Definition
des Kanalzustandes:

C € Channels := 1 x I x Path x M — N

Aus technischen Griinden wurden die endlichen Multimengen iiber M als Abbil-
dungen M — Nj dargestellt. Der leere Kanalzustand () € Channels sei definiert
durch (s, 7, p,m) — 0.

5.3.2 Pfadannotierte elementare Interaktionen

Die abstrakte Syntax der pfadannotierten Interaktionsterme mit pfadannotierten
elementaren Interaktionen ist in Tafel angegeben. Dabei ist B Metavariable
mit Bereich Basic und p Metavariable mit Bereich Path. Die Funktion top werde
redefiniert wir folgt:

top : Term — Path

top(const,) = p fiir alle const € {None(B), B}
top(uop,(T)) = p fur alle uop € {loop}
top(bop,(T1,13)) := p  fiir alle bop € {strict, seq, par, alt}

WEeil die redefinierte Fassung von top nicht iiber den Funktionswert | verfiigt, sei
als Ersatz ein unéres Pradikat isConst C Term eingefiihrt, das definiert sei wie
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S,T € Term == None(B),

Bp

strict, (71, T3)
seq, (11, T>)
par, (11, T3)
loop,,(T')
altp(Tl, Tg)

Tafel 5.2: Abstrakte Syntax der erweiterten pfadannotierten Interaktionsterme

folgt: isConst(7") :<= 3IB € Basic,p € Path.(T' = B, VT = None(B),). Die
induktive Definition der Wohlnummeriertheit von Interaktionstermen T € Term
ist wie folgt anzupassen:

1. const, ist wohlnummeriert.

2. uopp(T) ist wohlnummeriert, falls 7" wohlnummeriert ist und ein Pfad ¢
existiert, so dass gilt top(7') = p.1.q.

3. bopp(Tl, T3) ist wohlnummeriert, falls 7 und 75 wohlnummeriert sind und
Pfade ¢1, g2 existieren, so dass gilt top(77) = p.1.¢q1 und top(7s) = p.2.¢s.

Innerhalb der Definitionen des Nummerierungsoperators num und des Umnum-
merierungsoperators ren sind die Basisfille wie folgt anzupassen:

num(B,p) := B,

consty n.q falls ¢ = p.¢’

ren(p, n, const,) =
v ‘) { const, andernfalls

Das Lemma BTl bleibt giiltig. Die Basisfille der Definition der Restriktionsfunk-
tion R} (siehe S. B7) miissen ebenfalls angepasst werden:

R (None(B),) := None(B),
{Bp falls o(B)N L =

* B =
RL(By) None(B), andernfalls

5.3.3 Globale Semantiken ohne Kanile und mit Kanéilen

In diesem Unterabschnitt werden zwei pfadannotierte Fassungen der globalen
operationalen Semantik—eine ohne Kanéle und eine mit Kanélen—spezifiziert
und gegeniibergestellt. In den Unterabschnitten B34 und wird untersucht
werden, unter welchen Voraussetzugen korrespondierende Startterme in diesen
beiden Semantiken (stark) bisimilar sind. In Abschnitt B4l wird schliefllich die
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(basicg) B, —q (B\{a}), falls a € Min(B)

-1 T i)G Tll ) . T
(strictg) - (strictgy) strict,(Empty,, 7o) —q 1>
strictp(Tl, Tg) —a strictp(Tl’, Tg)
T, L6 T)
(seqé) - , (seqé) seqp(Emptyq,Tg) LaTh
seq, (11, T2) —a seq, (11, 12)
Ty L T}
(seq:é) - - ,
Seqp(Tl’ TQ) —G Seqp(Ra(a) (Tl)’ T2)
T Lq T T, Lq T
(park) L (par?) : ,
par,(T1,T2) —¢ par,(T7,13) par,(T1,T2) —¢ par,(T1,T3)
(par%) par,(Empty,, T3) Lo T (par‘é) par,(T1, Empty, ) et
(loopg;) loop,,(T) Do Empty,, (loopg,) loop, (T Da seq,,(T',100p,, 5(p.2T))
(alt(l}) a|tp(T1, TQ) L)G Ty (alté) a|tp(T1, TQ) L)G T

Tafel 5.3: Pfadannotierte globale operationalen Semantik ohne Kanéle

Beobachtungséquivalenz der globalen operationalen Semantik mit Kanélen und
einer lokalen operationalen Semantik mit Kanélen gezeigt werden.

a) Pfadannotierte globale operationale Semantik ohne Kanile

Die Konfigurationen der pfadannotierten globalen operationalen Semantik oh-
ne Kanile sind die Interaktionsterme 7" € Term aus Tafel B2 Die Endkonfi-
gurationen haben die allgemeine Form Empty, := ¢,. Transitionen haben die
allgemeine Form T ¢ T mit T, T’ € Term, T # Empty, und a € A, (vgl. mit
Abschnitt E23)). Das redefinierte Regelsystem G der pfadannotierten Fassung der
globalen operationalen Semantik ohne Kanéle ist in Tafel b3 angegeben. Die Me-
tavariablen der Regelschemata von G haben die folgenden Bereiche: T" € Term,
B € Basic, a € A, a € A, und p, q € Path.

Die Wohlnummeriertheit der Konfigurationsterme 7" ist eine Invariante der pfa-
dannotierten Fassung der globalen operationalen Semantik ohne Kanile. Die
geringfiigigen Anderungen, die an der Formulierung von Satz und dem zu-
gehorigen Beweis erforderlich sind, seien dem Leser iiberlassen.

Ist I € IFrag eine Anfangskonfiguration der (unnummerierten) globalen opera-
tionalen Semantik aus Abschnitt B2, dann ist num(/, 1) die korrespondierende
Anfangskonfiguration der pfadannotierten Fassung.

87



b) Pfadannotierte globale operationale Semantik mit Kanilen

Ein Pomset p € D heie parallel, falls ein Reprasentant (£, <, \) von p existiert,
der die Eigenschaft Vej, ey € E.(A(e1) 5= Aeg) <= e < ey V ey < 1) hat.
Ein paralleles Pomset kann mit einer Menge von Traces identifiziert werden, die
auf paarweise verschiedenen Lifelines liegen. Es sei definiert Basic| := {p € D/|
p ist parallel und endlich}. Offenkundig gilt Basicy C Basic. Eine Projektion
shrink : Basic — Basic| sei definiert durch shrink([(£, <, \)]) := [(E, <, A)] mit
<= <N {(e1,e2) € E x E|A(e1) x Aez)}. Die Kategorie Term enthalte alle
diejenigen Terme T aus Tafel B2, die nur Blattterme der Form B, oder None(B),
mit B € Basic enthalten. Das Symbol shrink sei tiberladen und bezeichne auch
eine Funktion Term — Term,, die definiert ist wie folgt:

shrink(B,) := (shrink(B)),
shrink(None(B),) := None(shrink(B)),
shrink(uop,(T1))  := uop,(shrink(7}))

shrink(bop,, (11, T»)):= bop, (shrink(T1), shrink(75))

Die Konfigurationen der pfadannotierten globalen operationalen Semantik mit
Kanélen sind geordnete Paare v = (T',C) € Term| x Channels. Die Endkonfi-
gurationen haben die allgemeine Form (Empty,,, (). Die Transitionen haben die
allgemeine Form v g, 7/ mit v, € Term x Channels, v # (Empty,,,0) und
a € A,. Das Regelsystem Gc der pfadannotierten globalen operationalen Se-
mantik mit Kanélen entspricht dem Regelsystem aus Tafel B3, sofern man die
iiblichen Shorthand Notations benutzt, die Annotierung G durch Ge ersetzt und

das Axiomenschema (basicg) durch folgende zwei Axiomenschemata ersetzt:

(basicy.) B,,C ——q. (B\{a}),,Cl(s,r,p,m) — C(s,r,p,m) + 1]
falls @ € Min(B)
und a = snd(s,r,m).
(basicd.) B,,C ——q. (B\{a}),,C|(s,r,p,m) — C(s,r,p,m) — 1]

falls @ € Min(B)
und a = rev(s, T, m)
und C(s,r,p,m) > 1.

Ist T' € Term eine Startkonfiguration der pfadannotierten globalen operationalen
Semantik ohne Kanéle, dann ist (shrink(7"),?) die korrespondierende Startkonfi-
guration der pfadannotierten globalen operationalen Semantik mit Kanélen.
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5.3.4 Wohlgeformte elementare Interaktionen

Seien p,q zwei Pomsets. Es heifle p ein Teilpomset von ¢ (symbolisch: p C q),
falls es Représentanten (E,<,\) von p und (E’, <, \’) von ¢ gibt, so dass gilt
E=F und < C <"und A = X. Anmerkung: Die Teilpomsetbeziehung < ist
auf der Klasse der Pomsets reflexiv und transitiv. Auf endlichen Pomsets ist die
Teilpomsetbeziehung auch antisymmetrisch.

Seip = [(E,<,\)] € D. Es heie [(E, <, \)] eine lokale Linearisierung von p, falls
< C < gilt und [(E, <, )] lokal linear ist. Es sei px| definiert als die Menge
aller lokalen Linearisierungen von p. Ein Pomset ¢ € D heifle eine minimale
lokale Linearisierung von p, falls g eine lokale Linearisierung von p ist und kein
echtes Teilpomset von ¢ existiert, das lokale Linearisierung von p ist. Es sei
P3| min definiert als die Menge aller minimalen lokalen Linearisierungen von p.
Die Abbildungen 35| und 35| ,,;, werden in kanonischer Weise auf Prozesse P C D
angehoben.

Sei P C P ein Prozess (aus lokal linearen Pomsets) und a € A. Es sei definiert
P\{a}:={p\{a}|p € P Aae Min(p)}, wobei die Notation p\ {a} auf S.
erklart ist. Anmerkung: Man beachte die starke Analogie zur Definition des
linken Quotienten P /a von S. [l Fiir Prozesse P C T gilt P\ {a} = P/ a.

Lemma 5.2 Seien P, P, C P Prozesse und a € A. Es gilt:
(Pr]| Po) % lmin) \ {a} = ((Pr\ {a}) || P2) = min U (P1 || (P2 \ {a})) =l min

Anmerkung: Das Lemma ist eine Verallgemeinerung von Lemma EZ33 Der
Gedanke liegt nahe, dass sich alle Teilaussagen von Lemmas in der hier be-
schriebenen Art verallgemeinern lassen.

Beweis. Seien py,ps € P und a € A. Es geniigt zu zeigen:

Z.2. ((p1[Ip2) #lmin) \{a} = (({p1}\{a}) [[{P2}) =lumin U {1} | ({P2} \{a})) = Lmin

“C7: Sei g € ((p1 || p2)%lmin) \ {a} beliebig. Es gibt ein p € (p; || p2) %] min mit
a € Min(p) und ¢ = p\ {a}. Wir wihlen Reprisentanten von p; und ps, so
dass gilt: p; = [(E1, <1, A\1)] und py = [(F2,<2,\)] und E; N Ey = (). Dann
gilt p1||p2 = [(E,<,N)] mit £ = FE; UFE;, und < = <; U< und A = A\ U g,
Wegen p € (p1 || p2) %] gibt es eine partielle Ordnung < auf F mit < C < und
[(E,<,\)] = p ist lokal linear. Wegen p € (p1 || p2) %/ min gilt fiir jede partielle
Ordnung < auf F mit < € < und < # <, dass < € < oder [(E, <, \)] ist
nicht lokal linear. Auflerdem gibt es ein (wg. p lokal linear) eindeutig bestimmtes
eop € Emit Meg) =aund Ve € E. (e<eg = e = ep). SchlieBlich ist ¢ = p\ {a} =
[(E', <", N)] wobei B/ := E\ {ep} und <" := <N (E' x E') und N := \ | E".

Fall 1: ey € E,. Weil <; € < C < gilt, ist ey auch beziiglich <; minimal
in Fy. Also ist a € Min(py) und p; \ {a} = [(E], <|, ,A\)] mit B} := E; \ {eo}
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und < = <; N (Ef x E}) und X} = A\ [ Ef. Dann gilt: (p1 \ {a})|lp2 =
[(E] U Es, <L U<, M U A

Zu zeigen: q € ((p1 \ {a}) || p2) =l

Es gllt Ei U EQ = (E1 \ {60}) U E2 = (E1 U Ez) \ {60} = F \ {60} = F'. Es
gilt <{U <o = (SiN(E] X EY)) U<y = (S1U<) N((ELU Ep) X (BY U Ey)) =
<N(E'xE)C<N(E'xE)=<". Esgilt ferner X, UXy = A\, | B{ U\, =
(ALUX) [ (E]UES) =XT E = XN. Mit p ist auch ¢ lokal linear.

Zu zeigen: ¢ € ((p1\ {a}) [ p2) %l min

Angenommen es géibe eine partielle Ordnung él auf £/ = FE; U FEy mit él c <
und <’ # <" und </ U<, C <" und [(E',él, )] ist lokal linear. Wir setzen:
2 (Zn{e} x B)UZ

(1) Z.z. < ist partielle Ordnung auf E:

Die Reflexivitit von < auf F ist klar. Zum Beweis der Transitivitit von <
seien eq, es,e3 € E mit e; < < €2 und ey <€3 vorgegeben. Falls e; # ¢y ist, dann
sind €1,63,€3 € B und e; < < ey und ey < <! e3. Mit der Transitivitat von < folgt
e < < e und somit auch e; < es. Falls 1= ey und 0 B.d. A. ey # ¢ ist, dann gilt
es,e3 € B und e; < ey und ey < < es. Weil < c<' c< gilt und < transitiv ist,
folgt e; < e3 und somit auch e; < e3. Zum Beweis der Antisymmetrie von < seien
e1,e5 € E mit e; <ey und ey <€1 vorgegeben. Angenommen es wire e; # es.
Der Fall e; = ¢ 1st wegen ey < € nicht moéglich. Also gilt e; 7é €. Dann sind
e, 60 € B und e; < < ey und eg < < e1. Mit der Antisymmetrie von < folgt 1 = es.
(2) Z.z. < C<:

Das ist klar, weil Jc<c<

(3) Z.z. < # <:

N

<. Dann gilt < = (€N ({eo} x E)) U< und folglich
Widerspruch.

Angenomrnen es wére
< =<nNExE)=

(4) Z.z. < C <:

e <=
<

Es gilt </ U<, C <. Esfolgt: < =<, U<, = (<1ﬁ({60}><E)) (<y
N (B x ) U € (20 ({eo} x B) UL U<, € (20 ({feo} x B) U = 2,
(5) Z.z. [(E, <, \)] ist lokal linear:

Seien e, ey € E mit A(ey) = A(ez). Weil [(E, <, \)] lokal linear ist, gilt e; <ej
oder es <e;. O.B.d. A. seie; <eyund e # ey. Falls e; = e ist, dann gilt ep < es.
Falls e, # eo ist, dann sind e1,e; € E' und N(ey) 32 X(ez). Weil [(E, <, X))
lokal linear ist, folgt e; él ey oder es él e1. Mit él Cc< folgt die Behauptung.
Die Aussagen (1) bis (5) sind ein Widerspruch zur obigen Voraussetzung der
Nichtexistenz einer solchen partiellen Ordnung <.
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Fall 2: ¢y € Fy: Analog.

“27”: Der Beweis in Gegenrichtung sei dem Leser iibelassen. O

Sei p € P. Wir schreiben p"= € P fiir die n-fache x-Konkatenation von p mit sich
selbst, welche rekursiv definiert ist wie folgt: p’% := & und p"*V= = po p=
fiir jedes n € Ny. Es sei darauf hingewiesen, dass die Hebung dieser n-fachen
z-Konkatenation nicht mit der in Abschnitt eingefiihrten n-ten Potenz eines
Prozesses iibereinstimmt, weil bei der n-te Potenz des Prozesses P in jedem
Schritt ein anderes Pomset p aus dem Prozess P zur 3-Konkatenation ausgewahlt
werden kann. Seien s,7 € I, m € M und p, v € Ny. Definition:

B(s,r,m, p,v) := (rev(s,r,m))*= i (snd(s, r,m) ; rev(s, r,m))"=
Lemma 5.3 Seien s, € I, m € M, p,v € Ny und a € Min(B(s,r, m, u,v)).
Dann ist (a = snd(s,r,m) oder a = rcv(s,r,m)) und es gilt:

1. a=snd(s,r,m) = v>1A B(s,r,m,u,v)\{a} = B(s,r,m,u+1,v—1)

2. a=rev(s,r,m) = u>1A B(s,r,m,u,v)\ {a} = B(s,r,m,u— 1,v)
Der Beweis der anschaulichen Aussage von Lemma sei dem Leser iiberlassen.

Definition: Eine Basic Interaction B € Basic = Pg, heifle wohlgeformt, falls ein

n € Ny und paarweise verschiedene Tripel (s1,71,m1), ..., (Sp, Tn,my) € IXIXxM
und gy, ..., 1y € Nound vy, ..., v, € Ny existieren, so dass gilt:
B € (B(s1,r1,mq, pia, 1) || -« || B(Sny Ty My fny Vi) 3 imin

Satz 5.4 Sei B € Basic wohlgeformt und a € Min(B). Dann ist B\ {a} wohl-
geformt.

Anmerkung: Das Lemma B4 besagt, dass die Eigenschaft der Wohlgeformtheit
der elementaren Blattterme eines Interaktionsterms eine Invariante der globalen
operationalen Semantiken ohne Kanile ist.

Beweis. Aus B € (B(s1,71,my, p1, 1) || -« || B(Sns Ty Moy fhis Vi) Elmin und a €
Min(B) folgt B\{a} € (B(s1,71,m1, p1, 1) || - - || B(Sns T, My s V) Elmmin \ {@ }
== ({B(slarla may, /4L1a Vl)} || cee || {B(Sna Ty Moy, una Vn)}) §§lmin \ {(l}

Mit dem Lemma (analog) und a = xxx(s;, 7, m;) mit xxx € {snd, rcv} und
ie{l,...,n} und {B(s;,rj, mj, pj,v;)} \ {xxx(s;, 7, m;)} = 0 fiir j # i folgt:

B\ {a} € ({B(s1,r1,my, 1, 1)} - | {B(Siz1, i1, Mi—1, pi-1, Vi—1)}
H {B<Si7 Ty Ty [y VZ)} \ {XXX(Sia T3, ml>}
|| {B(Sz‘+1>7“z‘+1>mi+1, Hit1, Vi—i—l)} || e || {B(Snﬂ“n, My, Uy, Vn)}) 2% | min

WEeil der Prozess als Ganzes nichtleer ist, sind alle Teilprozesse nichtleer; insbeson-
dere gilt {B(s;, ri, mi, pi, vi) } \ {xxx(s;, 75, m;) } # 0. Daraus folgt xxx(s;, r;, m;) €
Min(B(s;, 14, mi, i, v;)) und auBerdem {B(s;, ri, mq, i, Vi) } \ {xxx(s4, m,m) } =
{B(si,7i, My, i, vi) \ {xxx(s;, r;, m;) } }. Mit Lemma B33 folgt die Behauptung. O
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Die Funktion pending : Pg, X I x I x Ml — Z mit pending([(E, <, \)], s,r,m) :=
{e € E|X(e) =rev(s,r,m)}| — |{e € E| A(e) = snd(s,r,m)}| berechne die Diffe-
renz zwischen der Anzahl der in einer elementaren Interaktion enthaltenen Emp-
fangsaktionen rcv(s, 7, m) und der Anzahl den korrespondierenden Sendeaktionen
snd(s,r,m). Bemerkung: Fiir wohlgeformte B ist pending(B, —, —, —) > 0.

Lemma 5.5 Sei B € Basic wohlgeformt und B := shrink(B) und a € Min(B)
und a = snd(s,r,m). Dann gilt:

1. a € Min(B)
2. B\ {a} = shrink(B \ {a})

Lemma 5.6 Sei B € Basic wohlgeformt und B := shrink(B) und a € Min(B)
und a = rev(s, 7, m) und pending(B, s,r,m) > 1. Dann gilt:

1. a € Min(B)
2. B\ {a} = shrink(B \ {a})

Beweis. Wir beweisen nur das Lemma[B.0l Der Beweis von LemmaB.list analog.

Sei B € Basic wohlgeformt. Nach Definition ist B € p%|u, wobei ei-
ne Darstellung p = B(sy,r1,my, 1, 1) || -« || B(Sn, T'ny Ma, fin, Vn) gilt. Es sei
p = [(E,<,\)]. Dann ist B = [(E, <, \)] lokal linear und < C < und fiir jede
partielle Ordnung <auf Emit < C < und < # < gilt, dass < & < gilt oder

[(E, <, )] nicht lokal linear ist.

Es gelte a = rev(s;, i, m;) € Min(shrink(B)) und pending(B, s;,7;, m;) > 1. Weil
a € Min(shrink(B)) ist, gibt es ein (wegen B lokal linear) eindeutig bestimmtes
eo € Minz/(E) mit A(eg) = a; dabei ist <" := <N {(e1, e2) € ExE | Mey) = Aey)}.
Wir richten unseren Blick auf die aktive Lifeline r; = a(a). Mit den Setzungen
Eri:= X1 (A") und <" := <N (E" x E") gilt eg € Minzn (E).

Zu zeigen: ey € Minz (E)

Angenommen es wire ey ¢ Minz(F). Dann gébe es ein e_; € E mit e_; <eg
und e_; # eg. Weil g € Minzri(E) ist, muss r; ¢ «(A(e_1)) sein. Es sei
0.B.d.A. e_; iiberdies in E beziiglich < maximal mit der Eigenschaft e_; < e
und e_; # eg. Wenn es uns gelingt zu zeigen, dass e_; < eg gilt, dann ha-
ben wir einen Widerspruch zur Konstruktion von B(s;,;, m;, p;, v;) gefunden.
Denn eine Empfangsaktion rcv(s;, r;, m;), die innerhalb von B(s;, r;, m;, i, V;)
auf der Lifeline r; minimal ist (“zuoberst liegt”) und iiberzéhlig ist (d.h.
pending(p, s;, 75, m;) = pending(B, s;,r;,m;) > 1), hat beziiglich der partiellen
Ordnung von B(s;, r;, m;, p;, v;) keine echten Vorgénger.

Za zeigen: e_1 < eg

Angenommen es wire e_; £ eg. Wir setzen < := <\ {(e_1, e0)}. Dannist < C <
und < # <. Wegen < C < und e_; £ e folgt < C <. Die Reflexivitit auf E
und die Antisymmetrie von < ergeben sich aus den entsprechenden Eigenschaften
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T € Term,, := None(B), falls B wohlgeformt
| B, falls B wohlgeformt
| strict, (T4, T5)
| seq,(T1,T>)
| par, (T3, 13)
| loop,(T') falls 7" ausgewogen
| alt, (71, T%) falls Ty, Ty ausgewogen

Tafel 5.4: Abstrakte Syntax der wohlgeformten Interaktionsterme

von <. Zum Beweis der Transitivitit seien e, s, €3 € E mit e; < ey und ey < eg
vorgegeben. Dann gilt e; <e, und e; <ez. Weil < transitiv ist, folgt e; <es.
Angenommen e; < eg wire falsch. Dann ist e; = e_; und e3 = e,. Es folgt
e_1<ey<epund ey # e_; und ey # ey. Das ist ein Widerspruch zur Maximalitit
von e_;. Also ist < auch transitiv und somit eine partielle Ordnung auf E. Weil
B =[(E,<, \)] lokal linear ist und a(A(e_1)) Na(A(eg)) = a(Ae_1))N{r;} =0
gilt, ist auch [(F, <, )] lokal linear. Das ist ein Widerspruch zur Minimalitéit
von <. Also gilt e_; < ey. Also gilt ¢y € Minz(E).

Zu zeigen bleibt: shrink(B) \ {a} = shrink(B \ {a})

Diese Gleichheitsaussage ist aufgrund der Definitionen trivial. O

5.3.5 Skizze des Bisimilaritatsbeweises

Wir definieren eine Funktion pen : Term x I x I x Path x Ml — Z wie folgt:

o {pending(B, s,r,m) falls p=gq

en(B,,s,r,q,m
pen(B, a.m) 0 falls p # g

pen(None(B),,s,r,q,m) =0
pen(uopp(Tl), $,T,q,m) := pen(T},s,7r,q,m)
pen(bopp(Tla T2)7 s, 7,4, m) = pen(Th $,75 4, m) + pen(T27 $,7,4, m)

Ein T' € Term heifle ausgewogen, falls fiir alle s,r € I, ¢ € Path und m € M gilt
pen(T,s,r,q,m) = 0. Die syntaktische Kategorie Term,, der wohlgeformten In-
teraktionsterme ist in Tafel B4 spezifiziert. Dabei ist B Metavariable mit Bereich
Basic und p Metavariable mit Bereich Path. Anmerkung: Fiir alle T € Term,,
gilt pen(7, —, —, —,—) > 0.

Als Ansatz fiir eine (starke) Bisimulationsrelation zwischen den Transitionssys-
temen der beiden pfadannotierten globalen operationalen Semantiken aus Ab-
schnitt definieren wir # C Term x (Term x Channels) wie folgt:
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B = {(T,shrink(T), pen(T, —, —, —, —)) | T € Term,, und 7" wohlnummeriert }

Innerhalb dieser Koinduktion sind nur die Basisfélle interessant. Wir skizzieren
cinen solchen Basisfall: Mit (basicg,) gelte B,,C ¢ (B\ {a}),,C’ mit C" =
Cl(s,r,p,m) — C(s,r,p,m) — 1] und a € Min(B) und a = rcv(s,r,m) und
C(s,r,p,m) > 1. AuBerdem gelte 3(T,B,,C). Es gibt ein T € Term, mit
T =T und B,= shrink(7) und C' = pen(T, —, —, —, —). Damit ist T =T = B,
mit B € Basic wohlgeformt. Wegen a € Min(B) und a = rcv(s,r,m) und
pending(B, s,r,m) = pen(B,, s,r,p,m) = C(s,r,p,m) > 1 und Lemma B0 folgt
a € Min(B) und B\ {a} = shrink(B \ {a}). Mit Axiom (basicg) folgt T' =
B, =¢ (B \ {a}),- AuBerdem gilt 5((B\ {a}),,(B\ {a}),,C"). O

5.4 Lokale operationale Semantik mit Kanéilen

Wir begniigen uns damit, das Vorgehen zu skizzieren. Sei p = [(E, <, )] ein
Pomset und A eine Menge. Dann heifit p [ A := [(E/, <, X)] mit E' := A\71(A)
und <':= <N (E'" x E') und N := X | E' die Einschrankung von p auf A.

Sei | € I. Wir definieren Projektionen 7; : Term — Term wie folgt:
m(By) = (B | Al),
None(B | Al), falls B
m;(None(B),) := { one(B [ A"), fallsl € a(B)

Empty,, andernfalls
m(uop,(T)) = uop,(m(T))
m(bop, (T, T2)):= bop, (m(Th), m(T2))

Man erweitere zunéichst den Konfigurationsraum aus Abschnitt B4 zu Conf” :=
LConf" x HY x Channels”. AnschlieBend mache man die lokale operationale
Semantik ohne Kanile aus Abschnitt 23 zu einer lokalen operationalen Semantik
mit Kanélen, indem man an den Regelschemata die Annotierungen L durch Lc
ersetzt und das Axiomenschema (basicy,) durch zwei Axiomenschemata (basici )
und (basic?,) ersetzt, welche mit (basicy,.) und (basic.) von S. BY bis auf die
Annotierung iibereinstimmen.

Den Ansatz fiir die Beobachtungséiquivalenz 3 aus Abschnitt L auf S. er-
weitere man um ein logisches Konjunkt, welches das genaue Ubereinstimmen des
Kanalzustandes auf beiden Seiten (der globalen und der lokalen Seite) fordert.

Die Beweismethode aus Kapitel B bleibt anwendbar.
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Kapitel 6

Zusammenfassung

In den Kapiteln ] und B wurden bisherige Resultate iiber die Semantik von
UML 2.0-Interaktionsfragmente zusammengefasst, ergidnzt und z.T. korrigiert.
In Kapitel @l wurde eine verteilte operationale Semantik fiir positive UML 2.0-
Interaktionen angegeben und der Beweis der Beobachtungsiquivalenz zur globa-
len operationalen Semantik detailliert ausgefiihrt. SchliefSlich wurden in Kapitel
die Resultate der Kapitel @ Bl und B auf globale und verteilte operationale Se-
mantiken mit Kanélen iibertragen.

Weiterfithrende interessante Fragestellungen kénnten die Entwicklung einer lo-
kalen operationalen Semantik mit Negation, die Vermeidung von 7-Regeln, das
Problem des Non-Local-Choice und die Durchleuchtung der Méglichkeit zur Au-
tomatisierung der im Kapitel Bl angewandten Beweismethodik sein. Idealerweise
kénnte ein Algorithmus entwickelt werden, der eine [in gewissen Grenzen] frei vor-
gebbare globale operationale Semantik auf eine beobachtungsidquivalente lokale
operationale Semantik abbilden wiirde.
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