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Kapitel 1
Kommunizierende Prozesse

1.1 Parallele Prozesse

Parallelitat

Grundbegriffe

(Sequentieller) Prozess: Folge von Aktionen (“Berechnungsschritten”).

Sequentielles Programm: beschreibt Prozesse (“Rechenvorgange”).

Parallele Prozesse: Prozesse, die parallel (nebenldufig) zueinander ablaufen (k6nnen).

Paralleles Programm: beschreibt parallele Prozesse.

Vorkommen von Parallelitat
¢ Multitasking: Aufteilung von Anwenderprogrammen in parallel ausfiihrbare Teile.

o Reaktive Systeme: Auf “Endlosbetrieb” ausgelegte Systeme mit problemgegeben
parallelen Prozessen.

Beachte: Neben der hier betrachteten Parallelitat “im Programm™ auch mdglich: Parallelitdt in
der Hardware (Beispiel: Vektorrechner).

Interleaving

Als “paralleler Ablauf” von Prozessen oft nur betrachtet: alle sequentiellen Verzahnungen der
Prozesse (“Parallelitdt modelliert als interleaving”™).

“Kleinste Einheiten”, die verzahnt werden kdnnen: atomare Aktionen (abhangig vom Abstrak-
tionsgrad der Betrachtung).

Andere gebréuchliche Terminologie:
e “parallel”: nur wenn tatsachlich mehrere Prozessoren zur \Verfiigung stehen,

e “nebenléufig”: nur fir beliebige Verzahnungen.
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Zusammenwirken von Prozessen

Grundmuster des Zusammenwirkens von (zueinander parallelen) Prozessen:
o Kooperation: Verschiedene Prozesse 16sen Teilaufgabe im Rahmen einer Gesamtaufgabe.
e Konkurrenz: Aktionen eines Prozesses behindern einen anderen Prozess.

Erforderlich daflr: Koordination (Synchronisation) der Prozesse.

Einige Synchronisations-Grundmuster:
e Erzeuger-Verbraucher-Synchronisation.
e Wechselseitiger Ausschluss.

e Leser-Schreiber-Synchronisation.

Einige winschenswerte Eigenschaften von Synchronisationen:
e \erklemmungsfreiheit.
e Aushungerungsfreiheit.

e Fairness.

1.2 Prozesskommunikation

Kommunikationskonzepte

Beim Zusammenwirken von parallelen Prozessen erfolgt (i. Allg.) ein Datenaustausch (Kommu-
nikation) zwischen den Prozessen (problemgegeben und/oder zur Synchronisation).

Beachte: Synchronisation und Kommunikation bedingen sich (i. Allg.) gegenseitig:
e Synchronisation erfordert Kommunikation,

e Kommunikation erfordert (i.Allg.) Synchronisation
(von Informationsangabe und -aufnahme).

Zwei wesentliche Konzepte der Kommunikation:

o Kommunikation uber gemeinsame Datenbereiche
(Variablen, Semaphore, Monitore, ...).
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o Kommunikation durch Nachrichtenaustausch, d.h. tiber Nachrichten (Dateneinheiten die
von einem zu einem (oder mehreren) anderen tbergeben werden).

Dazu zwei grundlegende Operationen: Senden und Empfangen.

Bemerkung:

Parallele Programme mit Kommunikation Gber Nachrichten heif3en auch verteilte Programme.

Nachrichtenaustausch

Zwei Konzepte fiir Nachrichtenaustausch:

e Asynchrone Kommunikation:
Nachricht wird gesendet und beim Empfénger in einen Nachrichten-Puffer abgelegt. Der
Empféanger holt die Nachricht danach aus dem Puffer. (Sende- und Empfange-Aktion ge-
schehen zu verschiedenen Zeitpunkten).

Diese Art des Nachrichtenaustauschs entspricht i.w. der Kommunikation tber einen ge-
meinsamen Datenbereich.

e Synchrone Kommunikation:
Nachrichtenaustausch (d.h. Ausfiihrung einer Sende- und einer Empfange-Aktion) als eine
gleichzeitige (atomare) Aktion.

Kommunizierende Prozesse

Schema der synchronen Kommunikation:

Prozessl: ...;
a : Sende N,

Prozess2: ...;
6 : Empfange N,

1. Kommt Prozessl an die Stelle o, so muss er warten, bis Prozess2 an die Stelle 5 kommt.
2. Kommt Prozess2 an die Stelle 3, so muss er warten, bis Prozess1 an die Stelle o« kommt,

3. Sind Prozessl und Prozess2 an den Stellen « und 3, so kann N Ubertragen werden; an-
schlieRend fahren Prozess1 und Prozess2 im Anschluss an die Stellen o und [ fort.

Sprechweise: kommunizierende Prozesse fur:
“synchron Gber Nachrichten kommunizierende Prozesse”.

CSP

(Prototyp-) Programmiersprache fur kommunizierende Prozesse: CSP
(“Communicating Sequential Processes”).



1.2 Prozesskommunikation 7

Zugrundegelegt:
e Prozesse,

e Kanale zwischen jeweils zwei Prozessen.

Wesentliche Sprachelemente:
1. Anweisungen:

e “Leere” Anweisung: nop (keine Wirkung).
e (ibliche Wertzuweisungen: =z := t.
e Ausgabe- (Sende-) Anweisungen: ¢!t (“Sende den Wert von ¢ auf Kanal ¢”).

e Eingabe- (Empfange-) Anweisungen: c¢?a (“Empfange den Wert auf Kanal ¢
und lege diesen auf Variablen a ab”).

Kommunikation kommt zustande zwischen zwei korrespondierenden Ein-/Ausgabean-
weisungen (d.h.: mit gleichem Kanal und Typubereinstimmung von Aufnahmevariable und
gesendetem Wert).

Sprechweise: Kommunikationsanweisung fur Ein- oder Ausgabeanweisung.

2. Ablaufsteuerung:

e Alternativanweisungen: | Wéchter_1 — Anweisungsfolge_1
[| Wachter_2 — Anweisungsfolge_2

[| Wachter_n — Anweisungsfolge_n

]

Wéchter haben die Form  Bedingung {; Kommunikationsanweisung}é
Anweisungsfolgen haben die Form  Anweisung_1;...; Anweisung_k (k > 1).
Nichtdeterminismus: Mehrere Wéchter kdnnen erfillt sein.

Abkirzungen:
Anweisungsfolge statt TRUE — Anweisungsfolge,
Kommunikationsanweisung statt TRUE ; Kommunikationsanweisung.

e Wiederholungsanweisung:  *Alternativanweisung
3. Datenstrukturen, Variablen, Vereinbarungen u.&.: wie ublich.

4. Programm: [Prozess_1 || ... || Prozess_m]
(m > 1, Prozess_1...Prozess_m: aufgebaut geméal3 1) — 3)).

Auswertung eines Wachters B;a (a mit Kanal c):
e B = wahr (und a “kann sofort mit einem Partner kommunizieren”) ~» Wert wahr,

e B = falsch (oder “alle Partner bzgl. ¢” sind bereits beendet) ~» Wert falsch,
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e B = wahr (und “Partner bzgl. ¢” existiert, ist aber nicht “zur Kommunikation bereit”)
~» keine Auswertung mdoglich.

Wirkung einer Alternativanweisung:
o Alle Wéchter falsch: kein Effekt,

e mindestens ein Wéachter wahr: die Kommunikation in einem der betreffenden Wachter
(falls vorhanden) und die entsprechende Anweisungsfolge
werden ausgefuhrt,

e sonst: Prozess muss warten.

Wirkung einer Wiederholungsanweisung *A:

e A wird so lange wiederholt, bis alle Wachter in A falsch sind.

Beispiele

1. Wechselseitiger Ausschluss zweier Prozesse P1 und P2

[P1: *[ unkritischer_Abschnitt;
cl! eintritt;
Kritischer_Abschnitt;
cl! austritt

]
I

pP2: *[ unkritischer_Abschnitt;
c2 ! eintritt;
Kritischer_Abschnitt;
c2 ! austritt

]
I

Synchr: var a : SIGNAL;
[ el?a— cl?a
le2?7a— cl?a

]
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2. Erzeuger-Verbraucher-System

[ Erzeuger: *[ erzeuge_Objekt obj;
cl!obj

]
I

Verbraucher: var erhalten : OBJEKTTYP;
*[ ¢2 7 erhalten;
verbrauche_Objekt erhalten

]
I

Puffer: varp: PUFFER,;
pobj : OBJEKTTYP;
go: NAT; (* initialisiert mit Ox)
*[ go < mazanz(p);cl?pobj — speichere pobj in p;
go:=go+1
| go>0;c2!top(p) — entferne top(p) aus p;
go :=go —1
]

1.3 Formale Theorien

Eine wahre Begebenheit

Der Clayton-Tunnel in England hatte zwei Gleisspuren, die jeweils in entgegengesetzter Richtung befahren
wurden. Der Tunnel wurde 1841 mit einem neuen Signalsystem ausgestattet, um (aus Sicherheitsgriinden)
zu gewdbhrleisten, dass sich immer nur ein Zug pro Spur im Tunnel befand. An jedem Tunnelende wurde
eine Ampel installiert, die automatisch auf rot gesetzt wurde, wenn ein Zug ein griines Signal passiert hatte.
Aulerdem wurden beide Ampeln rund um die Uhr durch zwei Warter Uberwacht, die ihre jeweilige Ampel
wieder auf grun stellten, nachdem sie sich vergewissert hatten, dass Ziige, die in den Tunnel eingefahren wa-
ren, am anderen Ende wieder aufgetaucht waren. Zu diesem Zweck gab es eine Telegraphenleitung zwischen
den beiden Wartern, auf der einige fest vorgegebene Nachrichten ausgetauscht werden konnten.

Wenn ein Zug in den Tunnel einfuhr, teilte der betreffende Wérter seinem Kollegen dies durch
train_in_tunnel

mit. Sobald er vom Kollegen durch
tunnel_is_free

uber die Ausfahrt des Zuges auf dessen Seite benachrichtigt war, setzte er die Ampel wieder auf grin. Dar-
Uber hinaus konnte jeder Warter noch die Anfrage

has_train_left?
an seinen Kollegen richten.

Als zusatzliche Sicherheit war je eine Signalglocke eingebaut, die den Warter warnte, wenn seine Ampel
aufgrund einer Storung bei Zugeinfahrt nicht auf rot wechselte. Er konnte dann eine rote und eine weille
Flagge benutzen, um die Zlge entsprechend zu dirigieren.
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Im Jahr 1861 geschah folgendes:

Ein Zug passierte Ampel A, und diese wechselte nicht auf rot. Der durch die Glocke gewarnte Waérter
schickte die Meldung train_in_tunnel ab und holte die rote Fahne, um den néchsten Zug zu warnen.

Dieser kam jedoch so schnell, dass er die griine Ampel passierte. Der Fahrer sah aber gerade noch den
heraneilenden Warter mit der roten Flagge, als er in den Tunnel einfuhr. Ein dritter ankommender Zug
wurde rechtzeitig gewarnt und hielt vor dem Tunnel an.

Waérter A kehrte nun zu seinem Hauschen zuruick und telegraphierte noch einmal train_in_tunnel,
um anzuzeigen, dass zwei Zlge im Tunnel waren.

Um den dritten Zug weiterfahren lassen zu kénnen, musste Warter A nun erfahren, wann die beiden
vorherigen Ziige den Tunnel verlassen hatten. Mit der Anfrage has_train_left? wollte er seinen Kol-
legen auf das Problem aufmerksam machen. Der konnte aber, als er den ersten Zug ausfahren sah,
gemal seinen Instruktionen nur tunnel_is_free zuriicksenden.

Fur Warter A war nicht klar, ob er nun zwei solche Meldungen abwarten sollte oder ob tunnel_is_free
wortlich zu nehmen war, d.h. dass der Tunnel wieder frei war. Er entschied sich fiir letzteres und lieR
mit Hilfe der weillen Flagge den dritten Zug in den Tunnel einfahren. Der Lokflhrer des zweiten
Zuges, der die rote Flagge noch gesehen hatte, brachte seinen Zug in der Mitte des Tunnels zum
Stehen und fuhr nach einiger Uberlegung, um ganz sicher zu gehen, riickwérts wieder aus dem Tunnel
heraus.

Bei dem nachfolgenden ZusammenstoR starben 21 Personen, 176 wurden verletzt.

Sichere Systeme

Vermeidung (zumindest: Reduzierung) von Systemfehlern erfordert:

e Prédzise Semantik der Sytembestandteile.

Préazise Spezifikation der Systemanforderungen.
Methoden zur Konstruktion korrekter Systeme.

Methoden zur Systemverifikation.

(Mindestens) dazu nétig: Formale Theorien (d.h. formale Modellbildungen

und formale Methoden) flir Systeme.

Wichtige formale Theorien fiir Systeme paralleler Prozesse:

o (Petri-) Netze.

e Temporale Logik(en).

e Prozessalgebra.
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Prozessalgebra

Spezielle (*algebraische”) Theorien fur kommunizierende Prozesse (i.w. drei leicht unterschied-
liche Ansétze):

e CCS (Calculus of Communicating Systems, Milner 1980).

e TCSP (Theoretical CSP, Hoare et al. 1984)
(“abstrakte Fassung” von CSP, oft auch nur CSP genannt).

e Prozessalgebra (Bergstra/Klop 1982).



Kapitel 2
Grundlagen der Prozessalgebra

2.1 Beschreibung und Verhaltensaquivalenz von Prozessen

Algebraische Beschreibungssprachen

Grundlage einer Theorie fiir Prozesse: Sprache zur Beschreibung (Darstellung) von Prozessen,
so dass

e diese formal behandelbar sind,

e abstrahiert wird auf das, was man untersuchen will.

Hier betrachtet: algebraische Sprachen.
Charakteristika:

e Zugrundegelegt: “atomare” (“elementare”, “unteilbare”) Aktionen,

e “Zusammensetzen” von Prozessen aus solchen Aktionen mit gewissen Operationen (in
abstrakter Nachbildung von Programmkonstruktionen),

e Hauptziel der Theorie dazu: Instrumente zur Analyse der “Gleichheit” solchermalen be-
schriebener Prozesse.

Basiskonzepte zur Beschreibung von Prozessen

e Atomare Aktionen

Eine atomare Aktion a beschreibt einen Prozess, dessen Verhalten nicht weiter detailliert
wird. Das Verhalten besteht darin, dass a ausgefihrt wird und dann (“erfolgreich”) anhélt.

Beispiel: Schokoladenautomat

Atomare Aktionen: 1EUR (Einwerfen einer 1-EUR-Miinze),
SCHOKO (Ausgabe einer Tafel Schokolade).

e Konkatenation (sequentielle Komposition)

p, q Prozesse: p - q beschreibt den Prozess, der sich zuerst so verhélt wie p und
anschlief3end so wie g.

Beispiele: (w.0.)
1EUR - SCHOKO:
Automat, der nach Einwurf einer 1-EUR-Miinze eine Tafel Schokolade
ausgibt (und dann nicht mehr weiterarbeitet).

12
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(1EUR - SCHOKO) - (1EUR - SCHOKO):
Automat, der in gleicher Weise 2 Kunden (nacheinander) bedient
(und dann nicht mehr weiterarbeitet).

e Auswahl (alternative Komposition)
p, q Prozesse: p + g beschreibt den Prozess, der sich entweder so verhélt wie p
oder so wie ¢ (nichtdeterministisch).

Beispiele: (w.0., zusétzlich: atomare Aktion 2EUR (Einwerfen einer 2-EUR-Miinze))

1EUR - SCHOKO + 2EUR - (SCHOKO - SCHOKO)
(Klammern weggelassen gemal “Punkt vor Strich”):
Automat, der nach Einwurf einer 1-EUR-Miinze eine Tafel Schokolade
ausgibt oder nach Einwurf einer 2-EUR-Miinze nacheinander zwei Tafeln
Schokolade ausgibt
(und dann nicht mehr weiterarbeitet).

(1EUR - 1EUR + 2EUR) - (SCHOKO - SCHOKO) :
Automat, der nach Einwurf von zwei 1-EUR-Miinzen oder einer
2-EUR-Miinze nacheinander zwei Tafeln Schokolade ausgibt
(und dann nicht mehr weiterarbeitet).

e Sprachmittel fiir Parallelitat: siehe spater.

Untersuchungsgegenstand

Formal untersucht werden soll die “Gleichheit” p = ¢ von Prozessen p und gq.

Anwendungen:
e \ergleichbarkeit von Konzepten (Operationen) und “Programmen”.

e “Gleichheit” von Spezifikation und Implementierung (beide beschrieben als Prozesse),
d.h.: Korrektheit der Implementierung (bzgl. der Spezifikation).

Beispiel: (w.0.)
SCH = 1EUR - SCHOKO + 2EUR - (SCHOKO - SCHOKO) :
Spezifikation (vom Benutzer gewiinschtes Verhalten) des Automaten.

IMPSCH:
“Interne” Funktionsweise (Realisierung) des Automaten.
SCH = IMPSCH :

Korrektes Funktionieren der Realisierung bzgl. der Spezifikation.

e Nachweis von (ebenfalls in der Prozesssprache darstellbaren) Eigenschaften von Prozes-
sen.

Informelle Bedeutung von p = ¢:  p und ¢ zeigen “gleichwertiges Verhalten”.
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Beispiele:

Plausibel erscheinen: p+ g =g + p,
(ptq) r=p-r+q-r.

Fraglich: p-(q+r);p-q+p-r.
(In verschiedenen Anwendungen: “=" oder “=£” plausibel,
je nachdem, ob der Zeitpunkt von Entscheidungen zwischen
Alternativen mitberiicksichtigt werden soll oder nicht.)

Festlegung der Gleichwertigkeit des Verhaltens von Prozessen:
Unterschiedliche Sichtweisen (Modellvorstellungen, Semantiken) mdglich, eventuell abhéngig
vom beabsichtigten Anwendungsbereich.

2.2 Basissprache und Bisimulations-Semantik

Die Sprache BSP

Gegeben sei: Menge A (Elemente heilien atomare Aktionen, Bezeichnung: a, b, c, .. .).
Definiere: Sprache BSP (“Basissprache fur Prozesse™) (tber A).

Induktive Definition der Menge P, der Prozesse (Uber .A):

(BSP1) Jedes Element aus A ist ein Prozess.
(BSP2) Sind p und ¢ Prozesse, so sind (p - ¢) und (p + ¢) Prozesse.

Schreibweisen: “Punkt vor Strich”-Konvention zur Klammerersparnis,
aulerste Klammern weglassen,
oft pq statt p - q.

Operationelle Semantik von BSP

Zur formalen Bedeutungsdefinition (und Definition der Verhaltensédquivalenz auf Py):
operationelle Semantik (formale Festlegung des Ablaufverhaltens von Prozessen).

Definition. Ein markiertes Transitionssystem (mTS) (S, Tr, —) besteht aus:

S . einer Menge von Zustanden,
Tr : einer Menge von Transitionen,
——: einer Relation Uber S x Tr x §S.

Schreibweise:  s; LR so statt (si,t,89) € —.
(“Transition ¢ Uberflihrt Zustand s; in Zustand s,”.)
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Operationelle Semantik von BSP: mTS mit S = PyU{v'}, Tr = A und — induktiv definiert
wie folgt (a beliebig aus A):

(T) o>V (v': Zustand “erfolgreicher” Terminierung).

(T2) Falls p % p',s0o p+qg—p und ¢ +p - p'.

(T3) Falls p —% p’ und p’' # v, S0 pg —= p'q.

(T4) Falls p =% v, 50 pg — q.

Induktive Erweiterung von p — ¢ auf p —— ¢ firo € A*:
(T*1) p — ¢ gegeben durch (T1) — (T4).
(Tt2) Falls p = g und ¢ 2 r,50 p =% 7.

Informelle Bedeutung:

p - ¢: “p kann die Aktionsfolge o ausfiihren und verhalt sich anschlieRend wie ¢”.
p 2 v: “p kann die Aktionsfolge o ausfiihren und ist dann (erfolgreich) beendet”.

Beispiele:
Es gilt:

(a+b)ec e,
(a+b)e - ¢,
ac + be % ¢,
ac—i—bch,
a(b+c) b+,
ab + ac — b,
ab + ac — ¢,
(a+b)e % v,
a(b+c¢) 2% v,
alb+c) = v,
ab+aca—b>/,
ab + ac =5 v,
(ab)c - be,

(ab)c LUV

Bisimulationen

Gleichwertiges Verhalten von Prozessen: Sichtweise zunéchst “stark differenzierend”
(Verhalten gegeben durch ausfiihrbare Aktionsfolgen + “Verzweigungsstruktur™).

Grundlage dazu:

Definition. Eine zweistellige Relation 5 auf Py heilt Bisimulation (auf Py), wenn fir p, ¢ € P
und a € A gilt:
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(BS1) Falls 5(p,q) und p -2 p’ (p’ # v'), so gibtes ¢ € Py mit ¢ — ¢’ und 3(p’, ¢').
(BS2) Falls 3(p, q) und ¢ —= ¢’ (¢’ # V'), sogibtes p’ € Py mit p — p’ und B(p’, ¢').
(BS3) Falls 3(p, q), s0: p — v genau dann, wenn ¢ —— V.

p, q € Py heiBen bisimilar (in Zeichen: p £ ¢), wenn es eine Bisimulation 5 auf P, gibt, so dass
B(p, q) gilt.

Beispiele:
1. 6={((a+b)c,ac+ bc),(c, c)} (geschrieben in Mengenschreibweise) ist Bisimulation.

2. a(b+ ¢)und ab + ac sind nicht bisimilar.
Satz 2.2.1 < ist eine Aquivalenzrelation.

Satz 2.2.2 Falls P1LEq und P2 £ @2, SO gllt P1P2 = q1 Q2 und P11+ P2 e g+ Q.

Verhaltensaquivalenz von Prozessen

Definition. Zwei Prozesse p und ¢ mit p £ ¢ heiRen verhaltensaquivalent (kurz: gleich) (in der
Bisimulations-Semantik). Schreibweise: p = g.

Satz 2.2.3 Furalle p, ¢, r € Py qgilt:
a) p+qg=q+p.
b) (p+g)+r=p+(g+tr).
) p+p=p.
d (p+q)r=pr+gr.
e) (pg)r=p(qr).

Bemerkungen:

1. Esgilti.a. nicht: p(q +r) = pq + pr.

2. Wegen Satz 2.2.3 b) und e): Im Folgenden hdufig klammerfreie Schreibweisen, z.B.:
p+q+r statt (p+q)+r oder p+(¢g+7),
pqr statt (pg)r oder p(qr)
(und ebenso mit mehr als 3 Prozessen).
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2.3 Axiomatisierung

Rechnen mit Gleichheitsbeziehungen von Prozessen

Folgerung aus den Sétzen 2.2.1 und 2.2.2:

Die Gleichheitsrelation = ist eine Kongruenzrelation auf P, (bzgl. der Operationen - und +),
man kann also so mit ihr “rechnen”, wie man das “tblicherweise” fur Gleichheitsrelationen ge-
wohnt ist.

Damit: Zwei Mdglichkeiten zum Nachweis einer Gleichheitsbeziehung p = ¢:
e “Semantisch”: Zeige p < q.

e (Winschenswert:) Durch “Rechnen”, ohne Ruckgriff auf die semantische Definition.

Systematisierung:
(1) Einige Gleichheitsbeziehungen werden als Axiome ausgezeichnet.

(2) Weitere Gleichheitsbeziehungen p = ¢ kénnen aus den Axiomen mit Hilfe der “tblichen
Regeln” fir die Gleichheitsrelation (Gleichheitslogik) (und eventuell weiteren Regeln)
“errechnet” werden. p = ¢ heillt dann in der somit definierten (axiomatischen) Theorie
(Axiomatisierung) > herleitbar. (Schreibweise: ¥ F p = q.)

Die Theorie Xggp

Geeignete Axiome fir die Gleichheit von Prozessen in BSP (Theorie YXgsp):
(Pl) p+g=q+p

(P2) (p+q)+r=p+(q¢+r)

(P3) p+p=p.

(P4) (p+ q)r=pr—+qr.

(P5) (pq)r = p(ar).

Beispiel:

Es gilt Xgsp F ((p + q) + p)p = pp + gp (fur beliebige p, ¢ € Py) gemal der “Rechnung”
(Herleitung)

(p+g)+pp=((p+(@+ap (P1)
=(p+p)+aqp (P2)
=(p+qp (P3)
=pp+qp (P4)

Satz 2.3.1 (Korrektheit von Yzsp)
Fir p, g € Py gilt: Falls Xgsp -p = ¢,50p = q.
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Prafix-Konkatenation

Induktive Definition der Prozessmenge P, :
1. Jedes Element von A ist in Pp,;.

2. Fallsa € Aund ¢ € Pp,;,80i0st (a- q) € Pya  (Schreibweise wieder: aq)
(Préafix-Konkatenation).

3. Falls p, ¢ € Py, S0ist (p + q) € Ppyas-
Bemerkung:
Aus der Definition folgt: Jedes Element aus P,,; hat die Gestalt
ptpet...+p. (n>1)
mit  p; =a;q;, a; € A ¢ € Ppa

oder p; =b;, b; € A.
(1<i<n).

Vollstandigkeit von Yggp
Satz 2.3.2 Zu jedem p € P, gibtes ein p’ € P,z mitp = p’, und p = p’istin Epgp herleitbar.

Lemma 2.3.3 Sei p € Pp,;. Dann gilt:

8) p— ¢, qZV = ¢€ Py
und
p = ag oderesgibt r € P,z mitp = ag + r.

b) p v = p=a oderesgibtr € Py Mitp =a +r.

(Und diese Gleichungen sind in Xggp herleitbar.)

Satz 2.3.4 (Vollstéandigkeit von Xgsp)
Furp,q € Pygilt: Falls p = ¢,50 YXgsp - p = ¢q.



Kapitel 3
Kommunizierende Prozesse

3.1 Parallelitat

Die Sprache SPP

Weitere Sprachmittel zur Beschreibung von Prozessen (jetzt fur Parallelitét):

o Paralleloperator (free merge operator)
p, q Prozesse: p||q Prozess; informelle Bedeutung: Parallelausfiihrung von p und ¢
(modelliert als interleaving der atomaren Aktionen von p und q).

e Links-Verzahnung (“Hilfs”-Operator, bendtigt zur Axiomatisierung)
p, q Prozesse: p| q Prozess; informelle Bedeutung: wie p || ¢, aber die erste ausgefiihrte
Aktion stammt von p.

Sprache SPP (“Sprache fir parallele Prozesse”):
Erweiterung der Sprache BSP durch zusatzliche Syntaxregel (zu (BSP1),(BSP2)):

(SPP) Sind p und g Prozesse, so sind (p||¢) und (p|| q) Prozesse.
P1: Menge aller Prozesse von SPP (Uber vorgegebenem A, wie bisher).

Bindungsstérke der Operatoren: - “vor “vor” +.

Y

Operationelle Semantik von SPP

Die operationelle Semantik von SPP ergibt sich durch Erweiterung von (T1)-(T4) um:

(T5) Falls p — p’ und p’' # v, 50 pll¢ — p'llq und qllp — q|lp"
(T6) Falls p —% v, s0 quLq und quLq.

(T7) Falls p = p’ und p' # v, 50 p|l ¢ — p’|lq.

(T8) Falls p - v, s0 rll ¢ 4.

Bisimulationen, p < ¢, Gleichheit p = ¢ auf P;: wie bei BSP (d.h.: p = ¢ <= p < ¢).

Satz 3.1.1 Die Satze 2.2.1 und 2.2.2 sowie die Axiome (P1) — (P5) von Xggp gelten auch fir
Prozesse aus P;.

Satz 3.1.2 Seien py, po, q1,q2 € P1. Falls py = ¢ und ps = ¢, SO gilt py1]|p2 = @1|l¢2 und
h ﬂpz = (]1ﬂ(]2-

19
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Folgerung: < ist Kongruenzrelation auch auf P;.

Axiomatisierung

Satz 3.1.3 Furalle p, ¢, € Py, a € Aqilt:
a) pllg=rpllqg+qlp

b) all ¢ = ag.
¢) apllg=al(plq).
d (p+glr=plr+q|r

Theorie Xgpp

(Axiome fur Gleichheit von Prozessen in SPP, Korrektheit folgt aus 3.1.1, 3.1.2, 3.1.3.):

Alle Axiome (P1)-(P5) von Y gsp sowie zusétzlich (a € A):
(P6) »plla=pla+qlp.

(P7) al g = aq.

(P8) apll g = a(pllq).

(PO (p+allr=plr+aqlr

Satz 3.1.4 (Eliminationssatz)

Zu jedem Prozess p € P; gibt es einen Prozess p’ € Py mitp = p’
(und p = p’istin Xgpp herleitbar).

Satz 3.1.5 (Vollstandigkeit von Xgpp)
Fur p,q € Py gilt: Falls p = ¢,s0 Xspp F p = gq.

Einige weitere Gleichheitsbeziehungen

Satz 3.1.6 Fur p, q,r € Py qgilt:

a) pllg=qllp.
b) (o) r=rl(qlr)
c) (pllg)llr=pll(qlr).

Schreibweise:  p||p2||ps  Statt  (p1]|p2)||ps oder pi|(p2]|ps)
(ebenso fir mehr als 3 Prozesse).

Satz 3.1.7 Fur py,...,p, € P, n > 2, gilt:
pillp2ll-- - llpn =

pill (P2l - llpn) + -+ pill (oall - - piallpisall - - [Pn) +

oot pall (ool - [ Pn1)-
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3.2 Kommunikation

Kommunikations- und Ubertragungsaktionen

Operator || (bis jetzt): Parallelitdit ohne Kommunikation zwischen den beteiligten Prozessen.

Erweiterung: Synchrone Kommunikation
(Gber einen Kanal zwischen je zwei Prozessen, vgl. Abschnitt 1.2).

Dazu:

¢ A enthalte drei ausgezeichnete disjunkte Teilmengen:

C (a € C: “Senden (einer bestimmten Nachricht) auf Kanal o”);
C={alacC} (a: “Empfangen auf Kanal a”);
C,={a,|aecC} (a,“Synchrone Ausfiihrungvon a und a”

¢ € C UC heilft Kommunikationsaktion.

a,b € A heifen kommunizierend, wenn ¢ € C,b=a oder beC,a = b
(in beiden Féllen: Bezeichnung (a, b) fir a, bzw. b.).

¢ € C, heiRt Ubertragung(saktion).

e Kommunikationsoperator (communication merge operator) (zur Anpassung von ||)
p, q Prozesse: p|q Prozess; informelle Bedeutung: Verzahnung von p und ¢,
wobei die erste Aktion eine (passende) Ubertragung ist.

Die Sprache SKP

Sprache SKP (“Sprache fir kommunizierende Prozesse”):
Erweiterung der Sprache SPP durch zusétzliche Syntaxregel (zu den Regeln von SPP; A wie
oben):

(SKP) Sind p und ¢ Prozesse, so ist (p|q) ein Prozess.

P,: Menge aller Prozesse von SKP.

Bindungsstérke der Operatoren: - “vor” “vor” +.

¥

Operationelle Semantik von SKP

Die operationelle Semantik von SKP ergibt sich durch Erweiterung von (T1)-(T8) um:
(T9) Falls p—%p/, g -2 ¢, p' £V, ¢ % v, a, b kommunizierend,

s0 pllg ™% p'l¢’ und plg " p')lq.
(T10) Falls p —% p', g -2 v, p’ # v/, a, b kommunizierend,

s0 plla ™ o', plg Y o, qllp ™Y p und qlp "2 p.
(T11) Falls p % v, ¢ - v, a, b kommunizierend,

S0 p||q7@>) v ound plg 1l
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Bisimulationen, p < ¢, Gleichheit p = ¢ auf P5: wie bei SPP (d.h.: p = ¢ <= p < ).

Beispiele:

Es gilt:
ablac =5 b||c,
abla —5 b,
ala =5 V.

Satz 3.2.1 < ist Kongruenzrelation auf P,, und die Axiome (P1) — (P5) und (P7) — (P9) von
Yspp gelten auch fr Prozesse aus Ps.

Axiomatisierung

Satz 3.2.2 Furalle p,q,7 € Py, a,b € Aqilt:
a) pleg=rlla+qlp+rle
b) a|lb =~(a,b), fallsaund b kommunizierend.
c) aplb = (alb)p.
d) albp = (a[b)p.
e) aplbg = (alb)- (pllg).
) (0 + @lr=plr+ qlr.
9 pl(¢+r)=nplg+plr.

Theorie Ygkp
(Axiome fur Gleichheit von Prozessen in SKP, Korrektheit folgt aus 3.2.1, 3.2.2):

Alle Axiome (P1)-(P5) und (P7)-(P9) von Xspp sowie zusatzlich (a, b € A):
(P6.) pllg=pllq+qlp+ple

(P10) alb=~(a,b), fallsaund b kommunizierend.

(P11) ap[b = (ab)p.

(P12) albp = (alb)p.

(P13) aplbg = (alb) - (p|q).

(P14) (p+ q)lr =p|r +q|r.

(P15) pl(q+r) =plg+plr.

Bemerkungen:
1. Der Eliminationssatz gilt in SKP (i. Allg.) nicht.

2. Yskp Ist nicht vollstandig.
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3.3 Verklemmung und Restriktion

Weitere winschenswerte Sprachelemente

e a|b (a,b € A, nicht kommunizierend): Prozess, der nicht “erfolgreich” beendet ist,
aber auch nicht fortfahren kann
(Verklemmung).

Zur Beschreibung: A enthalte ein ausgezeichnetes Element § (Merklemmung, deadlock)
(mit: § ¢ CUCUC,).

Intention:
a|b = 6, falls a, b nicht kommunizierend, und § —~ ...

e a € Cunda € C sind auch “einzeln ausfiihrbar”.
Zur Beschreibung, dass dies nicht méglich ist: Neuer Operator 0.

Intention:
Ofa,ay(abl|ca) Lk gV (und sonst keine “Abldufe” nach v").
Allgemein:

e Restriktion (encapsulation)
p Prozess, R C A\ {é}: Or(p) Prozess; informelle Bedeutung: In p sind
Aktionen aus R nicht (“einzeln”) ausfuhrbar.

Die Sprache ACP

Sprache ACP (“Algebra of Communicating Processes™):
Erweiterung der Sprache SKP durch zusétzliche Syntaxregel (zu den Regeln von SKP; A wie
oben):

(ACP) Ist p ein Prozess, R C A\ {0}, so ist Ox(p) ein Prozess.

P.: Menge aller Prozesse von ACP.

Operationelle Semantik von ACP

Die operationelle Semantik von SKP ergibt sich durch Einschrankung auf ¢ € A\ {0} in (T1)
und Erweiterung von (T1)-(T11) um:

(T12) Falls p % p',p'# v und a ¢ R, s0 Or(p) — Or(p’).
(T13) Falls p - v und a ¢ R, 0 Or(p) — V.

Bisimulationen, p < ¢, Gleichheit p = ¢ auf P,: wie bei SKP (d.h.: p = ¢ < p & ¢q).
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Satz 3.3.1 « ist Kongruenzrelation auf ,, und die Axiome (P1) — (P5), (P6.), (P7) — (P15) von
Yskp gelten auch flr Prozesse aus P,.

Axiomatisierung

Satz3.3.2 Furallep,geP.,a € A, R C A\ {4} gilt:

a) p+0=np.

b) op =9.

c) alb =90, fallsaund b nicht kommunizierend.
d) dr(a)=a flira¢ R.

e) Or(a)=0 flraeR.

f) Or(p +q) = O=(p) + Or(9).

9) 9r(pa) = Ir(p) - Or(q).

Theorie X acp
(Axiome fur Gleichheit von Prozessen in ACP, Korrektheit folgt aus 3.3.1, 3.3.2):

Alle Axiome (P1)-(P5), (P6.), (P7)-(P15) von Xskp sowie zusatzlich (a € A, R C A\ {d}):
(P16) p+ 0 =p.

(P17) dp =0.
(P18) alb =14, fallsaund b nicht kommunizierend.
(P19) Ogr(a)=a fira¢R.
(P20) Og(a)=9 furaeR.
(P21) Or(p + q) = Or(p) + Or(9).
(

(P22)  Or(pq) = Or(p) - Or(q).

Satz 3.3.3 (Eliminationssatz)

Zu jedem Prozess p € P, gibt es einen Prozess p’ € Py mit p = p’
(und p = p’istin X xcp herleitbar).

Satz 3.3.4 (\Vollstandigkeit von X scp)

Furp,q € P, qgilt: Falls p = ¢,50 Xacp F p = ¢.

Einige weitere Gleichheitsbeziehungen

Satz 3.3.5 Fur p, q, r € P, gilt:

a) plg=q|p.
b) »llg = qlp.
c) pld=4.

d) plld=pld=pd.
e) d[p=0.
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f) (plg)lr = pl(qlr) = 0.
9) ([ allr=rl(gllr)
h) »lqllr) = (plg)[ r

) (pllo)llr = pll(qlr).
Klammerfreie Schreibweise (wie in SPP):  py||p2]| - - . ||pn-
Satz 3.1.7 gilt in ACP im Allgemeinen nicht, statt dessen:

Satz 3.3.6 (Expansionssatz)
FUr p1,...,pn € P, n > 3qilt:

2l llpa = poll (2|l - - |lpn)
o+

pill (@al - [Ipiallpisall - [lpn)
+...+

Pl (o1l - [[pa—1) +

(palp2) | (o3l - - - [|on)
NI

(@ilp) L (]l Mpicallpisall - - N2l
oot

(Pnalpn) L (Pl - l[Pn—2)-

Beispiel

System mit

Prozess P;: Sendet Bit 0 oder 1,
Prozess Py: Empféngt dieses Bit (auf dem Verbindungskanal).

Spezifikation von P;: sende(0) + sende(1).
Spezifikation von P,: empfange(0) + empfange(1).

Dabei: empfange(0) = sende(0),
empfange(1) = sende(1).

Sei: Ubertr(0) = y(sende(0), empfange(0)),
Ubertr(1) = y(sende(1),empfange(1)).

Spezifikation des Gesamtsystems:
P = a{sende( 0) ,sende( 1) ,enpf ange( 0) ,enpf ange( 1) }(Pl ”PQ)-
Es gilt:

P = Ubertr(0) + Ubertr(1).

- [pn)

i < J]



3.4 Denotationelle Semantik 26

Allgemeine Form von Spezifikationen

(Systeme von) Prozesse(n) werden in ACP typischerweise in der Form
Or(Pr|[Pall. .. [|Pn)

mit
R = {a,a | esgibt P;, der a enthélt und P;, j # 4, der a enthalt}

beschrieben.

Wirkung von Oz : Aktionen ¢ und a in den Py, die miteinander kommunizieren sollen, werden
“eingekapselt”, ihre jeweilige “alleinige” Wirkung auf die “Aullenwelt” wird ausgeschlossen.

3.4 Denotationelle Semantik

Prozessgraphen

Definition. Ein verwurzelter gerichteter Multigraph (vgMG) G = (V, E, w) ist gegeben durch
e eine Menge V von Knoten,
e eine Multimenge E von geordneten Paaren (v, 1) € V x V (Kanten),
e ein ausgezeichnetes Element w € V (Wurzel).

v € V heillt Endknoten von G, wenn es keine Kante (v,...) € E gibt.

Definition. Ein Prozessgraph ist ein vgMG, in dem jeder Kante ein Element aus .A (als Marke)
zugeordnet ist (gleichen Kanten nicht notwendig gleiche Elemente) und ein Teil der Endknoten
(einschlieRlich keiner oder alle) mit der Marke & markiert ist.

Schreibweisen: v, —— v, fur: (v, v,) € E, markiert mit a,
vé fur:  Endknoten v ist mit é markiert.

Graphische Darstellung von Prozessgraphen:

Knoten: O

Kante mit Marke a: O—2—0)

Wurzel: é

Endknoten mit Marke {: (P

Definition. G = (Vg, Eg, wg) und H = (Vy, Eg, wy ) seien Prozessgraphen. Das kartesische
Produkt G x H von G und H ist ein Prozessgraph (Vgxm, Egxn, Waxm) MIt:
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VG><H = VG X VH
(1)1,1)2)& fur (1)1,1}2) € VGXH < ’Uli oder Ugl.

(Ul,Ug) BN (U{,Ug) in EGXH — U1 LN ’U{ in Eg.

(v1, 1) —= (v, v}) In BEgyp <= v — v} in Ey.

® WexH — (IUG7 wH)-

Der Prozessgraph eines ACP-Prozesses
Intention (p € P.): p 2 Prozessgraph D(p) = [p] (denotationelle Semantik).
Dabei: é

(OO0 = moglicher Zustandsiibergang,

Q = Verklemmungszustand,

>

Anfangszustand,

Endknoten ohne 4§ = Endzustand # Verklemmung.

Induktive Definition von [p] fur p € P.:

(P1) [ = (j)

(D2) [a] = furae € A\ {6}.

(D3) p, q € P.; Konstruktion von [[p + ¢] aus [p] und [¢]:
e Identifiziere die beiden Wurzeln von [p] und [¢].

e Markiere die jetzt gemeinsame Wurzel mit § genau dann, wenn beide Wurzeln von
[p] und [¢] mit 4 markiert sind.

(D4) p, q € P.; Konstruktion von [pq] aus [p] und [q]:

e Identifiziere Endknoten von [[p], die nicht mit 4 markiert sind, mit der Wurzel w von
[¢] (mit Ubernahme aller Kanten, die auf die Endknoten fiihren, und der eventuell
vorhandenen Marke ¢ von w).

e Hat [[p] keine derartigen Endknoten, so ist [p] das Ergebnis.

(D5) p, q € P.; Konstruktion von [[p||¢] aus [p] und [q]:
e Bilde [p] x [¢] (=: G).

a

e Sind (vy,v) — (v],v2) und (vy, v2) LN (v1,v5) Kantenin G, a und b kommu-
nizierend, so flige in G eine Kante (vy, v) net) (v],v5) ein.
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(D6) p, q € P.; Konstruktion von [p|| ¢] aus [p] und [q]:
e Bilde [pllq] (=: G).

o st (v, v,) die Wurzel von G, so entferne alle Kanten (v, v) —— (v, ) und
(v1, 1) — (v],v5) mitc € C, sowie alle Teile von G, die dadurch von (v, v,)
aus auf keiner Kantenfolge erreichbar sind. Wird (v, v;) dadurch Endknoten, so
markiere (v;, v) mit & .

(D7) p,q € P.; Konstruktion von [p|q] aus [p] und [q]:
e Bilde [pll¢] (=: G,Wurzel w).
e Entferne in G alle Kanten w —~ v mit a ¢ C, sowie alle dadurch nicht mehr
erreichbaren Teile von G. Wird w dadurch Endknoten, so markiere w mit & .

(D8) p, q € P.; Konstruktion von [0z (p)] aus [p]:

e Entferne alle Kanten v —%+ v’ mit a € R und alle dadurch unerreichbar geworde-
nen Teile von [[p]. Wird v dadurch Endknoten, so markiere v mit é .

Bisimulationen auf Prozessgraphen

Definition. G = (Vg, Eq,we) und H = (Vg, Eg,wy) seien Prozessgraphen. Eine bindre
Relation p auf V; x Vg heifldt Bisimulation (zwischen G und H), wenn gilt:

(BG1)  o(we, wn).

(BG2) Fallss,s' € Vg, t € Vi, s — s, 0(s, ), sogibtes t —2 " in H mit o(s', t').

(BG3) Fallst,t' € Vy,s € Vg, t — t', o(s,t),s0 gibtes s —2 s’ in G mit o(s’, t').

(BG4) Fallss € Vg, t € Vg, s,t Endknoten, o(s, t), S0: sé <= t4.

G und H heil3en bisimilar (G < H), wenn es eine Bisimulation o zwischen G und H gibt.

Satz 3.4.1 Firp,q € P, gilt: p=q < [p] 2 [q].



Kapitel 4
Rekursion

4.1 Rekursive Spezifikationen

Das Rekursionskonzept
Ziel: Beschreibung von Prozessen, die (auch) “endlos laufen” kénnen.

Beispiel:

Schokoladenautomat (vgl. Abschnitt 2.1) SCH , der den durch 1EUR - SCHOKO beschriebenen
\Vorgang “endlos” wiederholen kann:

SCH = (1EUR - SCHOKO)
(= (1EUR-SCHOKO)- (1EUR-SCHOKO)- (1EUR-SCHOKO)-... (ad infinitum)).

Formale Beschreibung von SCH durch Rekursion:
SCH = (1EUR - SCHOKO) - SCH

(Automat, der nach Einwurf einer 1-EUR-Munze eine Tafel Schokolade ausgibt
und sich anschlieRend erneut so verhalt wie SCH).

Anders ausgedriickt: SCH ist “Ldsung” (fir “Variable” z) der (“Rekursions”-) Gleichung

z = (1EUR - SCHOKO) - z.

Allgemein: Weiteres Konzept zur Beschreibung von Prozessen:

e Rekursion
Beschreibung von Prozessen durch Rekursionsgleichungen.

Prozessterme

Gegeben sei: A wie bisher,
(abzéhlbar unendliche) Menge X von (Prozess-) Variablen.

Induktive Definition der Prozessterme ¢ (Uber A und X’) und der Mengen FV (t) C X ihrer
freien Variablen:

(PT1) Jedes a € Aistein Prozessterm mit F'V (a)
(PT2) Jedes z € X istein Prozessterm mit F'V (z)

0.

29
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(PT3) Sind ¢ und s Prozessterme, R C A\ {6},
sosind (t - s), (t+s),(t||s), (t[ ), (t|s) und Or(t) Prozessterme mit
FV(t-s)=FV(t+s)=FV(tl]ls)=FV(t|]s)=FV(tls)=FV(t)UFV(s),
FV(0r(t)) = FV(t).
(PT4) (siehe spater).

Schreibweisen: wie bisher, auflerdem:

t, 71, ..., m Prozessterme : ¢lv1/mvm/m=] fijr den Prozessterm, der aus ¢ entsteht,
wenn jedes y; (falls es in ¢ vorkommt) durch r; ersetzt wird

G=1,...,m).

Rechnen mit Prozesstermen

Herleitung von Prozesstermgleichungen ¢ = ¢’: wie bisher (in ¥ cp), wobei alle Axiome und
Regeln auf Prozessterme angewendet werden (und dabei Variablen wie Prozesse behandelt wer-
den).

Beispiel: (vgl. Abschnitt 2.3)

(z+q)+z)r =(z+(z+q))z
((z+2)+q)z
=(z+q)z
Ir + gz

Prozessdefinition durch Rekursion

Definition. Sei n € N, n > 1. Eine rekursive Spezifikation S,, = (X, T') ist gegeben durch eine
Folge X = (z,...,,) von Variablen und eine Folge 7' = (¢4, ..., t,) von Prozesstermen mit
FV(t;) C{x,...,z, furallei =1,... n.

Bemerkungen:

1. Eine rekursive Spezifikation (X, T') représentiert ein Gleichungssystem

T = 1y,
Ty = 1o,
Tp = tn.

2. Intention: Eine rekursive Spezifikation (X, T') “definiert” die Prozesse, die “Ldsungen”
fur z,, ..., z, des représentierten Gleichungssystems sind, d.h. Prozesse p1, ..., p, mit

D= tl[zl/Pl,...,zn/pn]

p

p
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Bewachte rekursive Spezifikationen

Problem noch: Nicht jede rekursive Spezifikation definiert eindeutig (bzgl. Verhaltensgleichheit)
Prozesse.

Daher: Beschrankung auf rekursive Spezifikationen mit eindeutigen Losungen.
Im Folgenden: Eine mogliche (syntaktische) Beschrankung.

Definition. Ein Prozessterm ¢ heif3t in Prafixform, wenn ¢ von der Gestalt

h+to+...+t, (n>1) mit: ¢; = a; - 54, a; € A\ {0}, s; Prozessterme
odert; = b;, b; € A

furi=1,...,n
ist.
Definition. Eine rekursive Spezifikation ((zy,...,z,), (t1,. .., t,)) heillit bewacht, wenn es fur
jedes ¢, ¢ = 1,...,n, einen Prozessterm ¢, in Prafixform gibt, so dass ¢; = ¢ herleitbar ist in
Y acp unter eventuell zusatzlicher Verwendung der Gleichungenz; = ¢; (j =1,...,n).

Rekursiv definierte Prozessterme

Vervollstandigung der Syntaxdefinition der Prozessterme:

(PT4) IstS, = (X, T) eine bewachte rekursive Spezifikation, so sind p; X (T')
furalle i = 1,..., n Prozessterme mit FV (1, X (T)) = 0.

Schreibweisen: X = (z1,...,2,), T = (t1,. .., tn) : iy ... Tp(ts, ..., tn),
n=1: uz(t).

Bemerkungen:

1. Informelle Bedeutung von p; X (7'): “L6sung fur z; im durch (X, T') gegebenen Glei-
chungssystem” (i. Allg.: neuartiger, nicht in ACP enthaltener Prozess).

2. Terme in T mussen keine Variablen enthalten, z.B.: uz(a + b) (= a + b, bereits in ACP
enthalten).

3. Die Variablen zy, . . ., z, in u; X (T) heiBen gebunden. Sie sind beliebig durch andere (“un-
verbrauchte”) ersetzbar.

4. Die Prozessterme ¢y, ..., ¢, in u; X (¢, ..., t,) kbnnen selbst wieder von der Gestalt z; . . .
sein.
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4.2 ACP mit Rekursion

Die Sprache ACPR
ACPR (“ACP mit Rekursion”): Erweiterung der Sprache ACP.

Definition. Ein Prozess (von ACPR) ist ein Prozessterm p mit FV(p) = (). P bezeichne die
Menge dieser Prozesse.

Operationelle Semantik von ACPR: Erweiterung von (T1)-(T13) um
(T14) Falls ¢ [o/mX(T)en/un X(T} 20 Vs 1. X(T) —% ¢ (i=1,...,n)
(X = (.Z'l,...,ZEn), T = (tl,,tn))

Bisimulationen, p £ ¢, Gleichheit p = ¢ auf P: wie bei BSP (d.h.: p = ¢ < p < ¢).

Bemerkung:
Fir den Spezialfall n = 1 lautet (T14):

o Falls tle/me®] 2, 4 50 pz(t) -2 q.

Beispiele:
Es gilt:

1. pz(ar) -2 pz(ar),
pz(az + b) 2,
pz(az +b) —— pz(az +b).

2. wma(ar + axs, azy + aaxy) = py(ay).
Satz 4.2.1 < ist Kongruenzrelation auf P, und die Axiome (P1) — (P5), (P6.), (P7) — (P22) von
Yacp gelten auch fur Prozesse aus P.
Spezifikationsbeispiele

1. Schokoladenautomat (jetzt formal)
SCH:  pz(1EUR - SCHOKO - z).
In “Gleichungsschreibweise”:

SCH = 1EUR - SCHOKO - SCH.
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2. (Triviales) Erzeuger-Verbraucher-System (ohne Pufferung)
Atomare Aktionen:

e (Erzeugen eines Objekts),

S (Senden eines Objekts),

S (Empfangen eines Objekts),
v (Verbrauchen eines Objekts).

Erzeuger und Verbraucher (jeweils in Gleichungsschreibweise):

E = esE,
V =3VV.
Gesamtsystem:

EV = 6{s,§}(E||V)'
3. Werkbank
Informelle Spezifikation:

Zwei Arbeiter bearbeiten an einer Werkbank fortwahrend angelieferte Werkstiicke,
die danach wieder ausgeliefert werden. Sie bearbeiten jeweils ein Werkstiick und
legen es anschlieend (etwa auf einem Forderband) ab. Zur Bearbeitung benutzt je-
der Arbeiter entweder ein Werkzeug W, oder ein Werkzeug W,. Beide Werkzeuge
liegen auf der Werkbank bereit und werden jeweils nach Benutzung wieder zurtick-
gelegt.

Atomare Aktionen:

aufn (Aufnehmen eines angelieferten Werksticks),

abl (Ablegen des bearbeiteten Werkstiicks),

arb (Arbeit am Werkstiicks),

nimm (Aufnehmen von W s, synchronisiert mit nimm; ),

zurick,»  (Zurtcklegen von W o, synchronisiert mit zuruck, /).
Arbeiter und Werkzeuge (ebenfalls als Prozesse):

A = aufn-BEARB - abl - A,
BEARB = nimm; - arb - zurick; + nimms - arb - zuricks,
W1 = nimm; - zuruck; - W1
W2 = nimm, - zurick, - W2.

Gesamtsystem:
B = Or(A[|A[lW1]W2)

mit

R = {nimmy, nimmy, nEmm;, nimmy, Zuruck;, zurucks,, zurick,, zurick,}.
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Denotationelle Semantik

Definition. G = (Vg, Eg, wg) und H = (Vy, Eg, wy) seien Prozessgraphen. G heif3t Unter-
Prozessgraph von H (in Zeichen: G C H), wenn gilt: Vo C Vg, Eq C Ey, wg = wy, Kanten
in E¢ N Ey haben die gleiche Marke, und ein Endknoten in Vg N Vi istin G genau dann mit 4
markiert, wenn er in H mit & markiert ist.

Ist Gy, Gs, Gs, . .., G; = (V;, E;, w;) eine unendliche Folge von Prozessgraphen mit G; C G,
firi=1,2,3,..., soist|J;2, G; der Prozessgraph (V,E,w)mit V = {J°, Vi, E = ;- , Ei,
w = w; und den aus G; Ubernommenen Kanten- und Knotenmarkierungen.

Denotationelle Semantik von ACPR: Erweiterung von (D1)-(D8) um

(D9) Konstruktionvon [p] furp = w; X(T) (X = (z1,...,2), T = (t1,..., t)):

e FiUrk>1undi=1,...,nseien
ti(l) = i,
ti(k+1) = ti(lc)[m/h ..... :En/tn}

Weiter seien Gy = [[ti(’“)]], wobei jede Variable in ti('“) als atomare Aktion (und
ti(k) damit als Prozess) aufgefasst wird, und G, der Prozessgraph, der aus Gy, ent-
steht, wenn alle mit Variablen markierten Kanten und dadurch unerreichbar ge-

wordenen Knoten gestrichen werden. (Es qilt: G, C G, fir & > 1.) Dann ist
[p] = Us1 Gi-

Bisimulationen, G < H: wie bisher (Abschnitt 3.4).

Bemerkung:

Der Prozessgraph [p] eines Prozesses p gemé&R der angegebenen Konstruktion ist im Allgemei-
nen unendlich.

Statt [p] (als “Prozessgraph von p”) manchmal verwendet: endlicher Prozessgraph G mit
G < [p] (“Kompaktdarstellung”).

Beispiel: p = pz(ax).

[»]:

Kompaktdarstellung:
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Axiomatisierung

Satz4.22 Sei S, = (X, 1), X = (%1,...,2,), T = (t,...,t,), eine bewachte rekursive
Spezifikation. Fiir 1 < i < n gilt: p; X (T) = /11X (T /un X(T)]

)

Bemerkung:

Satz 4.2.2: “Rekursives Definitions-Prinzip” (RDP).
Informell: 1; X (7T) ist Losung fur z; des Gleichungssystems z; = ¢, ..., 2, = t,.

Lemma4.23 S, = (X,T)und S, = (X, R) seien bewachte rekursive Spezifikationen mit
X=(2, ..,2), T =(tn,...,tp), R=(r1,...,m). FUr jedes s = 1,..., n sei t; = r; herleit-
bar in Xcp unter eventuell zusatzlicher Verwendung der Gleichungen z; = ¢; (j = 1,...,n).
Dann gilt fir beliebige p,,...,p, € P: Falls p; = ti[“/’“ """ /P fgralle s = 1,...,n, SO
pi = ri[“l/pl"“””"/p"] furallei=1,...,n.

Satz4.24 Sei S, = (X, T), X = (21,...,2,), T = (t1,...,t,), eine bewachte rekursive
Spezifikation. Fiir 1 < 4 < n gilt: Sind py, ..., p, € P Prozesse mit p; = t][’“/’“ """ =/ fiir alle
j=1,...,n,s0ist p; = u; X(T).

Theorie X acpr
(Axiome + Regel flr Gleichheit von Prozessen in ACPR, Korrektheit folgt aus 4.2.1, 4.2.2,
4.2.4):

Alle Axiome (P1) — (P5), (P6.), (P7) — (P22) von X scp Sowie zusétzlich
Sn=X,T),X=(z1,...,2,), T =(t1,..., 1), 1 <1< n):
(P23) ,uzX(T) _ t[£1/M1X(T) ----- i‘n/NnX(T)}.

1

(P24) Falls p; = t][zl/pl""’z”/p"] furallej =1,...,n,50 p; = 1; X(T).

Satz4.25 S, = (X, T)und S; = (X, R) seien bewachte rekursive Spezifikationen mit X =
(21,...,2,), T = (t1,...,tn), R = (r,..., ). FUr jedes s = 1,... n sei t; = r; herleitbar
in X acp unter eventuell zusatzlicher Verwendung der Gleichungen z; = ¢; ( = 1,..., n). Dann
giltfurl <i<n: 1; X(T)=; X(R).

Bemerkungen:

1. Satz 4.2.5 kann aufgefasst werden als Erweiterung der “Kongruenzeigenschaft” von <,
zB.firn =1: t = r = px(t) = px(r).

2. Im praktischen Gebrauch (beim Rechnen mit Gleichungssystemen): Benutzung der Varia-
blen bzw. Lésungsprozesse vermischt.

3. Die Sétze 3.3.5 und 3.3.6 gelten auch in ACPR.

4. Y acpr it nicht vollstandig.
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Beispiel

Puffer der Kapazitat 1 (D = {di, do, .. .}: endliche Datenmenge)
Atomare Aktionen (jeweils flr alle d € D):

e(d) (Empfangen von d),
a(d) (Ausgabe von d).

Spezifikation des Puffers:

B,= 3 &(d)-a(d)-B,

deD

(Schreibweise fir: €(dy) - a(dy) - By +€(dy) - a(dz) - By +...).

Zusammensetzung zweier solcher Puffer B; und By
Atomare Aktionen (jeweils fur alle d € D): wie oben und zusétzlich

t(d) (Ausgabe von d von By),
€(d) (Empfangen von d durch By),
t,(d) (Ubertragungsaktion zwischen B; und By).

Spezifikation von B; und By:

B, = 3 &(d)-t(d)-B,

B = 3 T(d)-a(d)- B

Spezifikation der Zusammensetzung:

B = Ot (a),t(a)jacp} (B1[|BY)-

B= Y e(d) - t,(d)-B,
deD
Bi=a(d)-B+ S &(d)-a(d)-t,(d) By (furalled e D).

d’eD
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4.3 Approximation von Prozessen

Ausgezeichnete Prafixformen

GemaR Definition in Abschnitt 4.1: Prafixform von Prozessen aus P:

pit+pet+...+p, (n>1) mit p; =aig, a0, € A\ {6}, €P
oder p; = b;,b; € A

fure=1,...,n
Fir jede bewachte rekursive Spezifikation (X, (¢, ..., t,)) seien im Folgenden ¢, fest gewéhlte
Terme in Préafixformmit ¢, = ¢, (i =1,...,m).

Induktive Definition der ausgezeichneten Préfixform o(p) fur jedes p € P:
(pl) p(a)=a firac A

(02) @(pg)=r+... 410, Wobei @(p)=pi+...+p,
ai(piq), falls p; = a;p,
7, =< biq, falls p;, = b; € A\ {d},
0, falls p; = 0,
(i=1,...,n).

(©3) w(p+q) =)+ »(q)

(w4 oplg)=mr+...+r, wobei o(p)=pi+...4pn,

ai(pillq), falls p; = a;p;,
i =< biq, falls p; = b; € A\ {6},
0, falls p; = ¢,
(i=1,...,n).

(©5) wlg)=ru+ra+...+715+ ...+ Tam, Wobei
eP)=pi+.. oo, 0@ =q+ .+ G,

v(ai, b) - (pillgj), falls p; = a;p;, ¢; = bjq;, a;, bj kommunizierend,

v(ai, b;) - pi, falls p; = a;p;, ¢; = b;, a;, bj kommunizierend,
ri =9 Y(a, b) - g, falls p; = a;, ¢; = b;qj, a;, b; kommunizierend,

v(ai, b;), falls p; = a;, ¢; = b, a;, b kommunizierend,

) sonst,

(t=1,....,n,5=1,...,m).
(©8) w(plla) =e(p| a) + ¢lalp) +e(pla).
(@7 @(Or(p)=m+...+ 1 Wobei o(p)=pi+...+ pn,
a;Or(p)), fallsp; = a;p},a; ¢ R
r = bz‘, falls P = bz §é R,
0, sonst,
(i=1,...,n).

(08) (X (T)) = ¢/ X (Tt ium XD \yobei X = (z1,...,2m), T = (t, ..., tm).

]
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Beispiele:

1. ¢((a+bec)d) = ad + b(cd).
o(pz(ar)) = apz(az) (Annahme: ¢’ = ax).
¥
oo 22(amy + axe, azy + aaxs)) = apot To(. . .) + aauazi2a(. . ).
p(abl| (¢ + d)) + ¢((c+ d)|| ab) + p(ab|(c + d))

o b~ wn

(
(1120 (az) + ama, ALy + aa1r)) = ap 21 2a(. . .) + apioz 1o(. . ).
(
(

p(adl|(c + d))

a(b]|(c+d)) + cab+ dab + 0 + 0
(a,c und a,d nicht kommunizierend).

Lemma 4.3.1 Fiir beliebige p € P gilt:
a) (p) istin Préfixform.
b) p inPrafixform = p = ¢(p).

) p=¢(p).
Projektionen

Definition. Sei p € P, k € N. Die k-Projektion 7, (p) von p ist gegeben wie folgt:
(1) acA: mo(a) =0,
Tri1(a) = a.
(m2) a€ A\{6},qeP: m(aq) =9,
mri1(aq) = am(q).
(m3) @p)=pi+...+pu: T(p) = 7K(P1) + -+ Tk(Pa)-

Beispiele:

1. Firp = (a + be)d gilt:

mo(p) = mo(ad) 4+ mo(b(ed)) = 0 + 6,

m(p) = m(ad) +m(b(ed)) = amp(d) + bmo(ed) = ad + b6,
ma(p) = ami(d) + bmi(ed) = ad + bed,

m3(p) = ama(d) + bma(cd) = ad + bed,

mr(p) = ad + bed  fir k > 3.

2. Furp = ab||(c+ d) gilt:

Wo(p) =0,

m(p) = ad + ¢d + dé,

ma(p) = a(bd + ¢ + dd) + cad + dad,
m3(p) = a(b(c+ d) + c¢b + db) + cab + dab.

Lemma 4.3.2 Fir p € P und alle ¥ € N gilt:

8) 7k(p) = mk(p(p))-
b) Wk(p) € Pe-
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Lemma 4.3.3 Fur p,q € Pundalle k € Ngilt: m41(p) = me11(q) = 7r(p) = m(q).

Satz4.34 Furp,q € Pgilt: p=q < mx(p) = me(q) flrallek € N.

Eine alternative Axiomatisierung von ACPR

Theorie ¥} pr (Axiome + Regel fiir Gleichheit von Prozessen in ACPR):

Alle Axiome (P1) — (P5), (P6.), (P7) — (P22) von X scp Sowie zusatzlich (P23) und
(P25) Falls 7x(p) = m(q) furallek € N,so p = q.

Satz 4.3.5 (Korrektheit und Vollstandigkeit von 3} p)
Firp,g e Pyiltt SiprFp=9q¢ < p=gq

4.4 Sprachvarianten

Projektionen als Operationen in der Sprache

Die Projektionen 7, (k € N) kénnen auch als weitere Operationen (als Spracherweiterung) in
ACPR eingefihrt werden.

Operationelle Semantik: Weitere Transitionsregeln:

o Fallsp %= p' (p' # V), S0 Tpi1(p) — mp(p').
e Fallsp % v, s0 Tr+1(p) V.

Zusétzliche Axiome:
e my(a)=0.
o mpri(a) =a (a € A).
o my(ap) = 0.
o mri(ap) = ami(p) (a € A\{d}).
o mi(p + q) = mk(p) + mi(q).

Teilsprachen von ACP mit Rekursion

e Das Rekursionskonzept kann (in gleicher Weise) auch in den Teilsprachen BSP, SPP und
SKP eingefuhrt werden (mit gleicher Semantik und den Axiomen (P23) und (P24)).

e Zur Benutzung der Projektionen 7, und der Regel (P25) missen diese Sprachen dann auch
um die Verklemmung ¢ erweitert sein.
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Lineare Rekursion

Eine rekursive Spezifikation S,, = (X, T') heift linear, wenn jeder Term von 7 von der Gestalt

th+b+...+1, (nZl) mit: tzEaléﬂz,azEA\{é},éﬂzeX
oder t; = bl,bz e A
furi=1,...,n
ist.

Es gilt: ¥ scpr ISt vollstdndig, wenn man in ACPR nur lineare rekursive Spezifikationen zul&sst.

Unendliche Spezifikationen

Maogliche Erweiterung von ACPR: Rekursive Spezifikationen S, = (X, 7') mit unendlichen
Folgen X = (z1,zo,...)und T' = (t1, to, . . .).

Semantik und Axiome/Regeln: wie bisher.

Bemerkung:

Der Eliminationssatz (Satz 3.3.3) fir ACPR (d.h. fir p € P und bezogen auf BSP+Rekursion)
gilt, falls unendliche Spezifikationen erlaubt sind, nicht jedoch in ACPR ohne diese Erweiterung.

Beispiel

Zéhler Z (“auf einer Z&hlvariablen z, initialisiert mit 0”) mit den atomaren Aktionen

plus (“z:=z+17),
min “r := z — 1, nur moglich, wenn z # 07).

Unendliche Spezifikation (Z = Z,):

Zy = plUSZl,
Z, = plusZ; + minZ,
Z, = plusZ; +minZ,

Z;, = pIUSZi+1 +minZi_1,

Endliche Spezifikation (d.h. in ACPR):

Z=plusYz,
Y =min+ plusYY.

Spezifikation durch eine einzige Gleichung:

C = plus(C|jmin).



Kapitel 5
Abstraktion

5.1 Unsichtbare Aktion und Abstraktionsoperator

Abstraktion von Aktionen

Beispiel:

Puffer der Kapazitét 2
(Datenmenge D, atomare Aktionen €(d), a(d): wie im Puffer-Beispiel in Abschnitt 4.2)

Bs=a(d) B+ > €(d)-a(d)- By (fur alle d € D).

Zusammensetzung von 2 Puffern der Kapazitat 1 (Abschnitt 4.2):

B= Y e(d) t,(d) B,

deD

Bs=a(d)-B+ > €(d)-a(d) -t,(d)- By (furalle d € D).

d’eD

“Nach auBen sichtbar”: B, und B verhalten sich gleich. (t,(d) und t,(d’) sind “interne Aktio-
nen”.)

Winschenswert (zur formalen Behandlung solcher Phdnomene): Sprachmittel zur Abstraktion

(“Unsichtbarmachung”, “Verbergen”) von Aktionen (im Beispiel: interner Aktionen).

Die Sprache ACP"R

Grundidee:
Abstraktion von der Aktion a geschieht durch Ersetzen von « durch eine ausgezeichnete (“un-
sichtbare™) Aktion 7

Erweiterung der Sprache ACPR zur Sprache ACP"R:

1. Aenthalte ein ausgezeichnetes Element 7 (unsichtbare Aktion, silent action) mit 7 = ¢
und 7 ¢ CU C UC,,.

2. Einschrénkung bei Prozesstermen dz(p): R C A\ {0, 7}.
3. Zusétzliche Syntaxregel:
(PTS) st ¢ ein Prozessterm,Z C A\ {6, 7}, so ist 77(¢) ein Prozessterm.

(77 heil3t Abstraktionsoperator;
informelle Bedeutung von 7z(t): Ersetze in ¢ alle a € 7 durch 7.)

41
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4. Modifikation der Rekursion: (siehe spéter).

5. Prozess (von ACP"R): Prozessterm p mit FV (p) = 0.
6. P,: Menge aller Prozesse von ACP"R.

7. Po, Pprs, Pe: wie fruher (aber mit 7 € A).

Operationelle Semantik von ACP"R:

1. Verallgemeinerung der Regeln (T9)-(T11) zu

(T9,) Fallsp e P, q 8 g,n,m>0,p £V, q¢ %V, a, b kommunizierend,
s0 pllg ™% p'll¢’ und plg ¥ p'llq.

(T10,) Falls p e P, q 8y, n,m >0, p’ # Vv, a, b kommunizierend,
s0 pllg ™% p, pla Y 0, qllp Y p' und glp " p.

(T11,) Falls p e v, q 8 v, n,m >0, a, b kommunizierend,

so pllg "% v und plg Y v,

2. Erweiterung von (T1)-(T8),(T9,)-(T11,),(T12)-(T14) um

(T15) Fallsp % p',p' £ v unda € 7,50 72(p) — 72(p’).
(T16) Fallsp % p',p' Z v unda ¢ T, 50 72(p) — 72(p’).
(T17) Fallsp —* v unda € Z,50 77(p) — V.
(T18) Fallsp - v unda ¢ 7,0 72(p) — V.

Beispiele:
Es gilt:

at + 1py(be) == T —
at + 115y (bc) SN Tsy(c) LIS

rrala =5 V.

Denotationelle Semantik von ACP™R:
1. Modifikation von (D7)

(D7.) p,q € P,; Konstruktion von [p|q] aus [p] und [¢]:
e Bilde [pllq] (=: Go, Wurzel wy).

e wy, wy,...Seien die Knoten von G, (evtl. unendlich viele), die von wq aus durch
eine Folge von mit 7 markierten Kanten erreichbar sind. Gy, G, . . . seien die Un-
terprozessgraphen von Gy mit Wurzeln wy, ws, . . ..

e Firallei =0,1,2,...bilde G/ wie folgt: Entferne in G; alle Kanten w; — v mit
a ¢ C, sowie alle dadurch nicht mehr erreichbaren Teile von G;. Wird w,; dadurch
Endknoten, so markiere w; mit ¢ .

e Bilde “G| + G| + G5 + ...” wie in (D3), d.h. identifiziere alle Wurzeln. Die ge-
meinsame Wurzel erhialt Marke & , wenn alle Wurzeln vorher mit { markiert sind.
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2. Erweiterung der induktiven Definition (D1)-(D6),(D7,), (D8),(D9) von [p] um

(D10) p € P,; Konstruktion von [rz(p)] aus [p]:
e Ersetze in allen Kanten v; —— v, mit ¢ € Z die Markierung a durch 7.

Beobachtungséaquivalenz

Schreibweisen (p € P, p’' € P, U{v'}, a € A\ {6, 7}):

p==p' fur: p=yp oderp > p' mitn > 1,

p =~ p' fur: nicht p = p’

p=p fur pip'mithL

p=1p fir p=p - p, =7
Definition. Eine zweistellige Relation 5 auf P, heilit Beobachtungsaquivalenz (observation
equivalence), wenn fir p, ¢ € P und a € A gilt:

(rBS1) Falls 3(p, ¢) und p - p’, p’ =% v/, so gibtes ¢’ € P, mit ¢ == ¢’ und 3(p’, ¢').
(rBS2) Falls 3(p, ¢)und ¢ - ¢, ¢ =% v, sogibtes p’ € P, mitp == p’ und B(p’, ¢).
(7BS3) Falls 3(p, ¢), s0: p == v genau dann, wenn ¢ == V.

p, q € P, heillen beobachtungsaquivalent (in Zeichen: p <, ¢), wenn es eine Beobachtungs-
aquivalenz (5 auf P, gibt, so dass 3(p, ¢) qgilt.

Satz 5.1.1 <, ist eine Aquivalenzrelation auf P,.

Verhaltensgleichheit

Definition. p, ¢ € P, heilRen 7-bisimilar (in Zeichen: p <, ¢), wenn p <, ¢ und zusatzlich gilt:
(7BS4) Fallsp - p/, p’ =& v/, sogibtes ¢’ € P, mitg == ¢’ und p’ =, ¢
(rBS5) Falls ¢ — ¢/, ¢ =% v/, sogibtes p’ € P. mitp = p’ und p’ =, ¢'.

Satz 5.1.2 <. ist eine Kongruenzrelation auf P, (bzgl. der Operationen -, +, |, [|, |, Oz, 7).

Definition. p,q € P, heien verhaltensaquivalent (gleich, p = ¢) (in der Bisimulations-
Semantik), wenn gilt: p <. ¢.

Satz 5.1.3 Furalle p,q € P, a € A\ {0, 7} qilt:
a) pT = p.
b) 7p =7p + p.
¢) a(tp +q) = a(tp + q) + ap.

Rekursion

Ubernahme aus den Abschnitten 2.2, 2.3, 4.1: Py, Py, Préfixform (jetzt mit 7).

Definition. Ein Prozessterm
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in Prafixform hei3t abstraktionsfrei, wenn ¢ keinen Abstraktionsoperator enth&lt und wenn fir
i=1,...,nqiltIst t; = a;s;, S0 Ist a; Z T.

Modifikation der Rekursion: Ersetze die Definition bewachter rekursiver Spezifikationen (Ab-
schnitt 4.1) durch:

Eine rekursive Spezifikation ((z1, ..., %,), (t1,- .., t,)) heilBt bewacht, wenn es fur jedes ¢;, i =
1,...,n, einen abstraktionsfreien Prozessterm ¢; in Prafixform gibt, so dass ¢; = ¢, herleitbar ist
in Xacp unter eventuell zusatzlicher Verwendung der Gleichungenz; = ¢; (j = 1,..., n).

Beispiel:
Der Prozess 7 kann nicht “direkt” als ;. . . . definiert werden, aber:

T = T(a} (pz(az)).

5.2 Axiomatisierung

Bisherige Axiome

Es gilt:
e Die Axiome (P1)-(P5),(P6.),(P7)-(P10),(P14)-(P24) gelten auch fur Prozesse aus P..

Modifikation der Axiome (P11)-(P13):

(P11;) ap|b = (a|b)p (a,b € A\{7}).
(P12;) albp = (alb)p (a,b € A\ {7}).
(P13;) aplbg = (alb) - (pllg)  (a,b € A\ {7}).
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Weitere Axiome

Axiome fir 7 und 77:

1. Zusammenspiel von 7 und | :
(P26) T|p =2.

(P27) plT =0.

(P28) Tplg = plq.

(P29) plrq = plg.

2. “Charakteristische” Axiome flr
(P30) p7=p.

(P31) mp=7p+op.

(P32) a(rp+gq)=alrp+gq)+ap
3. Axiome flr 77:

(P33) 77 a furae ¢ 7.
(P34) 77(a) =71 furae € 7.
)

(
(
(P35) 7z(p + q) = m2(p) + 72(q).
(P36) 7«(

Die Theorien X cp- und Y acp-r

Theorie X ,cp- (Axiome flr Gleichheit von Prozessen in ACP™R ohne Rekursion):
(P1)-(P5),(P6.),(P7)-(P10),(P117)-(P137),(P14)-(P22),(P26)-(P36).

Es gilt:

(a € A\ {0,7}).

1. Zu jedem p € P, gibtesein p’ € Pz mitp = p’

(und p = p’ kann in X cp- allein mit (P1)-(P5),(P16),(P17) hergeleitet werden).

2. Eliminationssatz

Zu jedem Prozess p € P,, der keinen Rekursionsoperator enthélt, gibt es einen Prozess

p' € Pomitp =p’

(und p = p’ kann in X scp- hergeleitet werden).

3. Sind p und ¢ Prozesse aus P,, die keinen Rekursionsoperator enthalten, so gilt:

pP=q = Xacprmp=4q.

Theorie X 5cprr (AXiome + Regel fur Gleichheit von Prozessen in ACP"R):

Alle Axiome von Y ,cp- und zusétzlich (P23) und (P24).
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Approximationen

Prafixform o(p) fur p € P,
1. Ubernahme der Definition von ¢(p) wie bisher mit folgender Modifikation von (¢6):

(()067-) <p(p|q)Er11+r12+...+rij+...+rnm, wobei
eP)=pr+ .+ n ()= q+ o+ G,
0, falls p; = 7 oder ¢; = 7,
o= ) epilg),  fallspi=7pi, ¢ # 7,
K e(pilg), fallsp; #7, ¢ =7¢;,
wie bisher sonst,
(i=1,....,n,5=1,...,m).

2. Definition von ¢(77(p)):

(©9) @(z(p)=r+...+r,, wobei p(p)=p1+...+ pu,
T-717(pf), fallsp; = a;p}, a; €Z,

I falls p, = b, € 7,

YT a-7(p)), fallsp; = aip),a; ¢ I,
b;, falls p; = b; ¢ T,

(i=1,...,n).

Definition von 7, : wie bisher (mit a % 7) und zusétzlich (fir £ > 0):
1. m(r) =T

2. mp(Tp) = TR ().

Lemma5.2.1 Sei p € P. vonder Form p = p; X (T). Dann ist m(p) € P, furalle k € N.

Lemmab5.2.2 Sei p, g € P,, m(p) und 71 (q) definiert fir alle £ € N. Dann gilt:

p=q <= m(p) =m(q) furalle k € N.

Theorie X} p-5 (Axiome + Regel fiir Gleichheit von Prozessen in ACP™R):
Alle Axiome von Y ,cp- und zusétzlich (P23) und (P25).

Satz 5.2.3 (Korrektheit von ¥} p-g)
Firp,q € P, giltt Sicpr-p=9 = p=gq

Bemerkung: X3 p-y ist nicht vollstandig.

Weitere Gesetze

Satz 5.2.4 Furp,q € P-,a € A\ {4, 7} gilt:
a) plg=qlp.
b) pllg=qlp.
c) pld=24.
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d) pllo =p| 0= po.

e) dllp=29.
f) (plg)|r = pl(qlr) = 4.
9 (lalr=rl(gr).

h) pl(agllr) = (plag)| r.
) (pllg)llr = pll(qllr).

Satz 5.2.5 (Expansionssatz)
FUr py,...,pn € P, n > 3qilt:

n
pilpall-- - llpn = 21 pill (ol -- - i llpisall - - llpa) +
1=
n
2 (pilpg) [L(pall-- - Mpeallpisall- - llps-r i
1,]=—

1<g

Spezifikationen

Beispiel:

Fir die Pufferspezifikationen in den Abschnitten 4.2 und 5.1 gilt:
it (d)|den}(B) = Ba.

Allgemeine (typische) Form von Spezifikationen
(von Prozessen mit interner Aktionenmenge 7):

o Or(Pi|...[|Pn) (interne Aktionen “sichtbar”),

o 77(Or(P1] ... ||Pyn)) (nur mehr mit “Schnittstellen” nach auf3en).

5.3 Fairness der Abstraktion

Faire Auswahl von unsichtbaren Aktionen

Beispiel:

Mogliche Ablaufe von 7y, (puz(az + b)) (a # b):

< lpn)-

e Nach einer gewissen Zeit (d.h.: endlich vielen unsichtbaren Schritten) erfolgt 5.

nicht aber:
e Unendlich oft unsichtbare Schritte (b erfolgt nie).
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Allgemein:

Ein Prozess wahlt nicht unendlich oft unsichtbare Schritte, wenn auch sichtbare méglich sind
(Fairness (der Abstraktion)).

Satz 5.3.1 Seienp,q € P.,Z C A\ {0,7}, a € Z. Dann gilt:

p=ap+q = 17(p) =7-72(q).
Beispiel:
Esgilt (a # b): 7oy (pa(az + b)) =7 7(4y(b) = 7 - b.
Koomen’s Fair Abstraction Rule

\erallgemeinerung von Satz 5.3.1:

(KFAR,) Seienpi,....pn,¢1y---3qn € Pr, T CAN\N{S, 7}, a1,..., 00 €T (n > 1).

Dann gilt:
P1=mp:+q
o= @bl U b)) = (r(a) + 7o) + e+ 7r(an).
.pn = pP1+ Gn

(KFAR,,) firn = 1,2:
n=1: p=ap+q = m7(p)=7-712(q) (Satz 5.3.1).

P1=mp2+ q

n=2:
P2 = G2P1 + @2

} = 17(p1) =7 (1z(q1) + 72(@))-

Die Cluster Fair Abstraction Rule

Definition. Seien p; = iz ...z (ty, ..., t) € Pr (1 =1,...,n),Z C A\ {57}, VC X =
{zy,...,z,}. V heillt Cluster von Z in X, wenn flr jedes z; € V gilt:

L= ax, +.. 4+ ant, + 3, +...+ 7,

mitm >1,k>0,a1,....,0am €ZU{7}, 2,...,2, € V,z,...,2, € X\ V.
Flr z;, 7; € X sei

T N~ z; <= z; istin ¢; enthalten.

~F sei die reflexive, transitive Hille von ~.
Die Menge A( V') der Ausgange des Clusters V' ist gegeben durch

AV)={ye X\ V |esgibtz € V mitz ~ y}.

Das Cluster V hei8t konservativ, wenn z ~* y giltfurallez € V,y € A(V).



5.4 Beispiel: Das Alternating Bit Protocol 49

Weitere Verallgemeinerung von Satz 5.3.1:

(CFAR) Seien p; = iz ... x(ty, ..., ty) € Pr(i=1,...,n),Z C A\ {0,7}, V ein konser-
vatives Clustervon Z in X = {zy,...,z,}, A(V) ={zi,..., 3, }, zr € V.
Dann gilt:

tr(pr) =7 (2(piy) + - + T2(Pin))-

Bemerkung:
(KFAR,,) ist ein Spezialfall von (CFAR).

Beispiel:
Wiirfeln, bis eine “sechs” gewdrfelt ist; Spezifikation:
p=T1z(p)
mit Z = {Wur¥, eins, zwei,drei,vier, funf} und p’ Losung fir z in:

z =Wurf- g,

7 =€INS -z + 2,
Ty = ZWel - T + 13,
73 = drei -z + 14,
74 = VIer -+ s,
25 = Funf -z + x4,
76 = sechs.

Konservatives Cluster von Z in {z, zy, ..., zs}: {z, 71, T2, T3, 24, 5 };
Ausgang: zs.

Mit (CFAR) folgt: p = 77(p’) = 7 - 7z(sechs) = 7 - sechs.

5.4 Beispiel: Das Alternating Bit Protocol

Informelle Beschreibung

Datentibertragungsschema:

Der “Sender” S soll bei ihm eingehende Datenelemente d (ber den Kanal K an den “Empfén-
ger” Ubertragen, wo diese ausgegeben werden. K ist unzuverlassig, Sendungen kénnen zerstort
werden.
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Losung im Alternating Bit Protocol:

o Datenelemente werden (als “Paket”) zusammen mit einem Kontrollbit b tibertragen; diese
Sendung wird wiederholt, bis S das von E (auf einem ebenfalls unzuverlassigen Kanal L)

als Bestatigung zurlickgesendete b erhalten hat.

e Danach wird die néchste Eingabe gelesen und mit gedndertem Kontrollbit ebenso verfahren

usw.

e F gibt die Datenelemente unzerstorter Pakete aus und sendet das zugehdrige b zuriick.

e Zerstorte Sendungen (Uber K oder L) seien als solche erkennbar.

Formale Spezifikation

D sei eine endliche Menge von (zu tbertragenden) Daten;
L bezeichne eine “zerstorte Sendung”.

Atomare Aktionen

(deD,bef{0,1},0 €{0,1,L},veDx{0,1},v' € D x{0,1}U{L}):

es(d) Eingabe von d in S (von “aullen”),

ask(v) Ausgabe von v von .S an K, esk(v)
axg(v’) Ausgabe von v’ von K an E, exr (V')
ag,(b)  Ausgabe von b von E an L, ep(b)

as(b’) Ausgabe von b’ von Lan S, ers(b’)

ag(d)  Ausgabe von d bei E (nach “auBen”).

Spezifikation der einzelnen Prozesse (d € D, b € {0, 1}):

Sender: S=5,-5;-8S,
Sy = D es(d)-Sa,
deD

Sy = ask(d, b) - Bas,
Bar = (€1s(1 — b) +eLs(L)) - Sa + eLs(b).

Eingabe von v in K,
Eingabe von v’ in F,
Eingabe von b in L,

Eingabe von b’ in S,

Kanale: K= > esk(db) (u-ake(d,b)+z-akge(l))- K,

deD
be{0,1}

L= Z eEL(b)'(U'aLS(b)+Z'aL5(J_)) - L.

be{0,1}
(u, z: interne Aktionen der Kanéle.)

Empfénger: E=Ey-E;-E,
Eb = Z eKE(d, b) . aE(d) . aEL(b) +

deD

( S exu(d,1—b)+ eKE(L)> ceum(1—b)-Ey.

deD
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Zur Zusammensetzung des Gesamtprozesses sei:

ask(v) = esk(v), tsx(v) = y(ask (v), esx(v)),
axe(v') = egr(v'), tyr(v') = y(ake(v'), €xr(v')),
apL(b) = epr(b), tpr(b) = v(apr(d), erL(d)),
ELS([),) = eLS(b/), tLS(b/) = ’y(aLS(b ) eLS(b/)).

R = {ask(v),esk(v), ake(v'), exp(v'), agpL(b), eEL(b) ars(b’),ers(d’) |
be{0.1}.6'€ (0.1, 1} veDx {0,100/ €D x {0,130 {L}}.

1= {tSK(’U),tKE(U ),tEL(b),tLS(b ), u, = |
be{0,1},0'€{0,1,1},v e D x {0,1},v' € D x {0,1} U {L}}.

Gesamtprozess: ABP’ = 0z (S||KJ|L]IE),
ABP = 77(ABP").

Korrektheit des Systems

Behauptung: ABP = > eg(d)-ag(d) - ABP.
deD

Beweisidee: Seien

X = Or(S|IK[[LE),
Y = 0r(S1 - S|KI|LJIE: - E)

Es gilt
mz(X) = > es(d) - ag(d) - 7=(Y),
mz(Y) = Zi es(d) - ag(d) - mz(X),

also:

TI(X) = TI(Y).
Damit erhalt man:

ABP = m7(X) = 3 es(d) - ag(d) - 2(Y)

= Zi es(d) -ag(d) - mz(X)
= > eg(d)-ag(d)- ABP.



Kapitel 6
Andere Semantiken

6.1 Spur-Semantik

Die Sprache BSP?

Seien BSP? die Sprache BSP mit § € A, PJ die Menge aller Prozesse von BSP?.

Axiome (P1)-(P5),(P16),(P17): korrekte und vollstdndige Axiomatisierung der Gleichheit
(gemaR Bisimulations-Semantik) von Prozessen aus ;.

Alle folgenden Betrachtungen: nur fir BSP°.

Grundidee

Bisher: Bisimulations-Semantik.
Andere Sichtweise: Verhalten eines Prozesses gegeben durch “mdgliche (Teil-) Ablaufe”
(Spuren, traces).

Beispiel:

(Informell:) Spuren von (a + be)d:
1. *“Gar nichts ausfiihren” beschreibbar durch: ¢
2. *“a ausfuhren” a
3. “Erst a, danach d ausfihren” ad
4. *“bausfihren” b
5. “Erst b, danach ¢ ausfuhren” be
6. “Erst b, danach ¢, danach d ausfiihren” bed

Grundidee: p = q <= {Spurenvon p} = {Spuren von ¢}.

Erweiterte Spuren und Verhaltensaquivalenz

Definition. Sei | ¢ A.Ist o € (A\{0})* soheiBen ocund o| (€ ((A\{d6})U{l})*) erweiterte
Spuren (lber A).

Induktive Definition der Menge ¢r(p) von erweiterten Spuren fir p € Pg:

(tr)) r(d) = {e}.

(tr2) tr(a) ={c,a,al} fira € A\ {0}.

(tr3) tr(pg) ={o € tr(p) | centhdltkein |} U{oo| ol € tr(p),o € tr(q)}.
(trd) ir(p+q) =tr(p) Utr(q).

52



6.2 Readiness-Semantik 53

Beispiele:
tr(da) = {e}.
tr((a+ be)d) ={e,a,b,bec, ad, ad], bed, bed] }.
tr(a(b+c)) =g, a,ab,ac,abl,acl}.
tr(ab + ac) = {¢, a, ab, ac, ab], ac| }.
Bemerkung:

Offenbar gilt: ¢ € tr(p) furalle p € Pg.

Definition. p, ¢ € P heilen verhaltensaquivalent in der Spur-Semantik (p = ¢), wenn gilt:
tr(p) = tr(q).

Axiomatisierung

Satz 6.1.1 Die Axiome (P1)-(P5),(P16),(P17) gelten auch in der Spur-Semantik.

Satz 6.1.2 In der Spur-Semantik gilt fiir alle p, ¢, r € Pg:
(TR) p(g+r)=pg+pr.

Theorie X{qp: Axiome (P1)-(P5),(P16),(P17) und (TR).

Satz 6.1.3 (Korrektheit und Vollstandigkeit von X¢.)
Firp, q € PS gilt: X8, - p=q <= p = ¢ inder Spur-Semantik.

Bemerkung:

Die Spur-Semantik ist “wenig differenzierend”, insbesondere in Bezug auf Verklemmungen. Z.B.
gilt:

ab=a(b+9)=ab+ ad.

Somit: Spur-Semantik nicht geeignet in Anwendungen, in denen man am Verklemmungsverhal-
ten von Prozessen interessiert ist.

6.2 Readiness-Semantik

Ready-Mengen und Verhaltensaquivalenz

Grundidee: p —— Menge von erweiterten Spuren + zusétzliche Information tber
Verklemmungsverhalten
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Definition. Eine Ready-Menge ist eine Menge von Paaren (o, M) mit o € (A \ {6})* und
M C (A\{d})uU{l}

Intention: o: Spur
(keine erweiterten Spuren notwendig, Information Uber | steckt in M);
M : Menge der Aktionen, die nach der Aktionenfolge o ausfihrbar sind
(I € M: Terminierung moglich).

Induktive Definition der Ready-Menge rm(p) fur p € Pg:
(rml) rm(d) = {(¢,0)}.

(m2) rm(a) = {(e,{a}),(a,{l})}  flrae A\{d}.

(rm3)  rm(pq) = {(0, M) € rm(p) | | ¢ M} U
{(o, MU M,) | (0, M U{l}) € rm(p) mit | ¢ M, (e, My) € rm(q)} U
{(co,M") | o # £ und es gibt M mit

(0. M U{1}) € rm(p) und (o, M") € rm(q)}.

(rmd)  rm(p + q) = (rm(p) \ {(e. M) € rm(p)}) U
(rm(q) \ {(¢, M) € rm(q)}) U
{(e. M, UM,) | (. My) € rm(p), (e, M,) € rm(q)}.
Beispiele:
rm(ab) = {(e,{a}), (a,{b}), (ab,{1})}.
rm(ad) = {(e,{a}), (a,0)}.
rm(ab + ad) = {(e,{a}), (a,{b}), (ab.{1}), (a,0)}.

Definition. p, ¢ € P heiRen verhaltensaquivalent in der Readiness-Semantik (p = ¢), wenn
gilt: rm(p) = rm(q).
Axiomatisierung

Satz 6.2.1 Die Axiome (P1)-(P5),(P16),(P17) gelten auch in der Readiness-Semantik.

Satz 6.2.2 In der Readiness-Semantik gilt fiir alle p, ¢, 7,s € P3, a, b € A\ {0}:
(REL) a(bp+ 1)+ a(bg+s)=a(bp+bg+r)+ albp + bg+ s).
(RE2) a(b+7r)+a(bg+s)=a(b+bg+ 1)+ a(b+ bg+ s).

Theorie Xi5p: Axiome (P1)-(P5),(P16),(P17) und (RE1),(RE2).

Satz 6.2.3 (Korrektheit und Vollstandigkeit von Xiqp
Firp, q € PS gilt: X - p = q¢ <= p = ¢ inder Readiness-Semantik.
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6.3 Failure-Semantik

Failure-Mengen und Verhaltensaquivalenz

Variante der Readiness-Semantik:
Andere Art der Zusatzinformation tiber Verklemmungsverhalten.

Definition. Eine Failure-Menge ist eine Menge von Paaren (o, F) mito € (A \ {6})* und

FC(AN{o}) U{l}.

Intention: o: Spur;
F': Menge von Aktionen, deren Ausfiihrung nach der Aktionenfolge o
(eventuell) nicht moéglich ist.

Definition der Failure-Menge fm(p) fur p € Pg:
Jm(p) ={(o, F) [ esgibt (o, M) € rm(p) und F C ((A\{0})U{l})\ M}.

Beispiele:

fm(ab) = {(e,0), (¢,{b}), (e, {1}), (e, {0, 1}),
(a,0), (a,{a}), (a,{l}), (a,{a,|}),
(ab, 0), (ab, {a}), (ab, {B}). (ab, {a, b})}.
) = fm(ab) U{(a,{b}), (a,{a, b}), (a,{b, 1}), (e, {a, b, | })}.

Definition. p, ¢ € PJ heilen verhaltensaquivalent in der Failure-Semantik (p = ¢), wenn gilt:

fm(p) = fm(q).

fm(ab + aé

Axiomatisierung
Lemma 6.3.1 Firr p, q € P gilt: rm(p) C rm(q) = fm(p) C fm(q).
Satz 6.3.2 Die Axiome (P1)-(P5),(P16),(P17),(RE1),(RE2) gelten auch in der Failure-Semantik.

Satz 6.3.3 In der Failure-Semantik gilt fiir alle p, ¢, r € PJ, a € A\ {6}
(FA) ap+alg+r)=ap+alp+q)+alg+r).

Theorie Xf.,: Axiome (P1)-(P5),(P16),(P17),(RE1),(RE2) und (FA).

Satz 6.3.4 (Korrektheit und Vollstandigkeit von Xf..)
Firp, q € PSgilt: X, - p=q <= p = ¢ inder Failure-Semantik.
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Zusammenfassung

Es gilt:
e p = ¢ inder Bisimulations-Semantik = p = ¢ in der Readiness-Semantik
e (REL1) gilt nicht allgemein in der Bisimulations-Semantik.
e p = ¢ inder Readiness-Semantik = p = ¢ in der Failure-Semantik
e (FA) gilt nicht allgemein in der Readiness-Semantik.
e p = ¢ inder Failure-Semantik = p = ¢ in der Spur-Semantik
e (TR) gilt nicht allgemein in der Failure-Semantik.

Damit ergibt sich folgender Zusammenhang der behandelten Semantiken:

Bisimulations-Semantik > Readiness-Semantik > Failure-Semantik > Spur-Semantik.

(81> 8 : p=gqinS = p=qin.S,, aber nicht umgekehrt,
“S) ist stérker differenzierend als S,”.)



