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wz1z2(b+ (a + 0)xe,axy + b)
waz1z2(b+ (a + 0)xe, axy + b)
(D) (0 | a))

a) Beachte, dass Xacpr F b+ (a + d)xa = b + axo, wir kdnnen also den Term b + axo fur die

Berechnung der Préafixform verwenden. Wir erhalten damit

@(p1) = b+ ap2
@(p2) = ap1 + b

Fir die ausgezeichnete Préafixform von ps setze R = {a,a}, t = Or(az || ax). Um die Regel (¢8)
anwenden zu konnen, miissen wir zunachst einen Term ¢’ in Prafixform bestimmen mit X xcpr, z =
tFt =1t DiesgiltzB.mitt’ = a,Or(z || ). Wir erhalten dann mit (©8): p(p3) = a,0r(ps3 || p3)-

b) Fur die dritte Projektion von p1, po berechnen wir zunéchst die Projektionen mit niedrigerem Index.

Dies ergibt
mo(p1) = mo(p(p1))
= mo(b) + mo(ap2)
=0+90
mo(p2) = mo(p(p2)) =6+ 6
=m1(b) + mi(ap2)
= b+ amy(p2)
=b+a(d+9)
m1(p2) = mi(p(p2)) = a(d +0) +b
ma(p1) = ma(b + aps)
= ma(b) + m2(ap2)
=b+ am (p2)
=b+ala(d +9) +0b)
ma(p2) = ma(ap1 +b) = a(b+a(d +90)) +b
m3(p1) = m3(b + apz)
= m3(b) + m3(ap2)
= a+ bra(p2)

m3(p2) =

a+bad+a(d+9))+0b)

ms(ap1 +b) = a(b+ a(a(d +0) + b)) +

b

3)

(m
(1, 72)

((analog)my (p1) = 71 (p(p1))
(m3)

(r1,72)

(analog)

(r3)
(ml,79)

(analog)

(m3)

(1, 72)

(analog)



Fur p3 berechnen verwenden wir 4.3.4. der Vorlesung, und zeigen zundchst, dass p3 = pxz(ayx).
Dies folgt mit Hilfe von Satz 4.2.4., da Og(px(ayz) || Or(px(ayx)) = ayOr(px(ayx) ||
Or(px(ayx)). Nun haben wir 7y (p3) = mp (pna(ayx) und erhalten

mo(p3) = mo(px(ayw)) = mo(p(pz(ayz)) = mo(aypuz(ayw)) =6
m1(p3) =mi(px(ayz)) = mi(p(pr(ayz)) = aymo(pz(ayr)) = aqd
ma(p3) =ma(px(ayz)) = mo(p(pr(ayr)) = aymi(pr(ayr)) = ayay6
m3(ps) =m(p(a,2)) = m3(p(pa(ay)) = ayma(pe(aye)) = aya,a,8
Aufgabe 11-2 Herleitungen in X ycpr+ (keine Abgabe)

a) Fur pxz(axb) = py(ayc) zeigen wir folgende Behauptung durch Induktion nach k:
Fiiralle k € N,r € P und j € Ngilt 74 (ux(azr)rd) = a*s.
Wenn wir das gezeigt haben, folgt 7 (puz(azb) = a6 = 7 (uy(ayc)) und somit die behauptete
Gleichheit mit (P25).
Induktionsanfang: k = 0. Seien r und j beliebig. Dann gilt p(uz(axr)r?) = apx(azr)rrs, und
damit 7o (px(axr)r?) = mo(apx(axr)rri) = 6.
Induktionsschritt: k¥ — k + 1. Seien wieder » und j beliebig. Dann gilt 7y (ux(axr)ri) =
1 (p(pa(azr)r?)) = mp (apz(azr)rr?) = amp(pa(azr)ritt) = aa®s = a**16 nach In-
duktionsvoraussetzung (beachte, das die Induktionsvoraussetzung fiir beliebiges j gilt).

b) pa(a(z [ b) +c(z || d) = py(ald || y) +c(d || y))
Hier ist es mihsam, die Projektionen zu berechnen, und eine Herleitung in X acpr zahlt natirlich
auch als Herleitung in X scpr+-

Setze also t = a(x || b) 4+ ¢(x || d) und p = py(a(d || y) + ¢(d || y)). Dann gilt

p=a( | p)+cd] p) (P23)
=a(p| b)+clpl d) (Satz 3.2.5)
— t[f/p]

und mit (P24) folgt die Behauptung.

Aufgabe 11-3 Rekursion mit Paralleloperator (4 Punkte)
Wir setzen p = pa(a || bx) und erhalten folgenden informellen Ableitungsgraph:

AN

allp
AN
b
alallp
Wir setzen nun (zundchst informell) p,, = a || --- || a || p (» mal) und erhalten folgende Gleichungen:

p=po=abpy+bp1 p1=apo+0bps p2=api+obpsz...



Formaler definieren wir induktiv to = abzg + bxy und t,41 = azy, + bxpye. Mit X = (zg, 21,29, . ..

setzen wir nun ¢ = 10X (T") und behaupten, dass p = ¢. Mit Satz 4.2.4 ist zu zeigen:

po = abpo + bp1 und p, 11 = ap, + bp furalle n > 0

Wir zeigen zunéchst py = abpg + b(po || a) durch folgende Rechnung.

po=a || (bpo) (P23)
=a ]l (bpo) + (bpo) |l a+ (a | b)po (P6., P12)
= abpo + b(po || @) + 6 (P8, P18, P17)
= abpo + b(po || a) (P16)

)

Nach Definition von p; gilt nun bereits po = abpg + bp1. Die zweite zu zeigende Gleichung beweisen

wir durch indukiton nach n. Fir n = 1 gilt

pr=alpo+poll at+pola (P6c)
= apo + (abpy + bp1) || a + (abpy + bp1) | a (P23)
=apo +a(bpo || @) + b(p1 || a) + (a | a)(bpo) + (b | a)p: (P7, P8, P9, P15, P11)
=apo +apo +b(p1 || a) + 5+ 6 (P23, P18, P17)
= apo + bp2

wie erhofft. Fur den Indukitonsschritt zeigt man zundchst a | p,, = ¢ (einfach, aber Klar , da es keine

Kommunikationsaktionen gibt) und erhalt:

Pnri=allpntpnllatpnla (P6e)
= apy, + (app—1 +bppi1) [l a+9 (IV, PT7)
= apy + a(pn-1 || @) + b(ppt1 || @) (P9, P8)
= apn + apn + bppt1 (Def.pp)
= apn + bpny1 (P3)

was zu zeigen war.

Aufgabe 11-4 Multimengen (2 + 2 + 4 Punkte)
Sei D = {0,1}. Wir verwenden die atomaren aktionen 0,1, 0,1 mir der Bedeutung “Einfiigen von 0

(bzw. 1)” und “Entnehmen von 0 (bzw. 1); die gequerten Aktionen sind also die Entnahmen.

a) Wir verwenden doppelte Indices und definieren einen Prozess p,, ;,, der einen Bag darstellt, in dem

n Nullen und & Einsen sind. Dies fuihrt zur Definition

P0,0 = Op1,0 + 1po1

Pr,o = 0Pn+1,0 + 1pn1 + Opn_1,0 (n>1)
Pok = 0p1k + 1pok+1 + 1por—1 (k>1)
Pk = OPnt1k + 1Pn k1 + Opp—1 % + 1Pn k-1 (n,k>1).

Formal setzen wir X = (z, 1,)n k>0 und definieren die Terme
to,0 = 0x10 + lxo1
tn0 = 0Zpt1,0 + 12n1 + 02510
toe = Ot1j + 1to g1 + Lto p—1
tn,k = Otn—l—l,k + 1tn,k+1 + Otn—l,k + itn,k—l

Mit T = (t,, 1 )n,k>0 €rhalten wir den Bag dann als p; = 10,0 X (7).



b)

Wir verwenden einen Trick ahnlich zu der letzten Aufgabe, und setzen
p2 = pa(0(0 || z) + 1(1 || x))

Wir definieren induktiv go.0 = p2, gnt1.6 =0 || ¢k Und ¢n ki1 = 1| gk

Nach Satz 4.2.4 ist zu zeigen t[ ok /] = qn - Damit erhalten wir folgende Gleichungen, wobei
wir (in Abwesenheit von Kommunlkatlonsaktlonen) den Operator | gleich zu § auswerten:

Faln=%k=0.

90,0 = 0(0 || go,0) + 1(1 || go,0) (P23)
= 0q1,0 + 1901 (Defq)
_ [/
0,0

Fall 2 n >0,k = 0.

40 =0 gn-10 (Def.q)
=0/ 10+ dn-1000 (P6.)
= 0gn_1,0 + 2790, 1L 0

Im Falle n = 1 erhalten wir

qn,0 = 0¢n— 1o+t[n/ ol 0 (wie oben)
= 0¢n-1,0 + (Og1,0 + 1go,1) 1L O
= 0¢n-1,0 +0(q1,0 | 0) + 1(go,1 [| 0)
= 0¢n-1,0 + 0gn+1,0 + 1gn1
— t%‘ﬂ

Im Falle n > 1 haben wir n — 1 > 0 und erhalten

000 = 01,0+ /00 1L 0 (wie oben)
= 0¢n-1,0 + (0¢n+1,0 + 1gn,1 + 0gr—1,0 1l O
= 0¢n-1,0 + 0(¢n+1,0 [| 0) +1(gn,1 | 0+ 0(gn-10 [ 0))
= 0¢n—1,0 + 0gn+1,0 + 1qn,1
_ t%‘ﬂ
, Wie verlangt.
Fall n > 0,k = 0. Analog.

Fall n > 0,k > 0. Ahnlich, durch Einsetzen der entsprechenden Definition von ¢,, .



