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Prozessalgebra

Aufgabe 4-1 Prifixform (keine Abgabe)

Wir zeigen r,s € Ppa = es gibt u € Ppy mit Ypsp - u = rs durch Induktion iiber den
Aufban von 7.

(r =a) mit a € A. Wéhle u = rs.

(r = ar’) Nach Induktionsvoraussetzung gibt es «' mit Xpgp F v’ = rs. Also gilt au’ = a(r's) =
(ar’)s = rs nach (P5) und den Rechenregeln fiir Gleichheit. Da u' € Ppys, ist auch au’ €
Phpra, also geniigt u := au’ der Aussage.

(r =71 4+ rg) Nach Induktionsvoraussetzung gibt es uj,ug € Ppra mit w3 = 15 und us = rgs. Wahle
u = uj + ug. Dann gilt in YXpgp: u = uj + ug = ris+res = (r1 + r2)s.

Aufgabe 4-2 Charakterisierung der Bisimulation (keine Abgabe)

a) Setze p = abc und ¢ = abd. Wir zeigen zunichst p ~5 g.

Es gilt ¢ ~ d, somit bc ~; bd, da bc = p' = x = bund p’ = c. Es gibt nun ¢’ = d mit

p' ~0 ¢ und bd b, ¢'. Genauso gilt andersherum: Aus bd = ¢ folgt = b und ¢’ = d, und
, . b, b

wir finden p’ = ¢ mit bc — p’ und p’ ~ ¢'.

Weiter gilt abc ~y abd, denn abc = p' = x = a und p’ = be. Wir finden ¢’ = bd mit

abd % ¢ und p’ ~5 ¢/, wie gerade gezeigt. Analog folgt abd = ¢ = z = a und ¢’ = bd,

hierzu finden wir p/ = bd mit abd = p’ und p’ ~» ¢'.

Angenommen, es gilt abc ~3 abd. Dann gilt be ~ bd, da abc % be; nach Definition gibt es

also ¢’ mit abd = ¢’ und ¢’ ~ bd. Es folgt ¢’ = bd, also bc ~ bd. Nun gilt be LA ¢, also gibt

es ¢ mit bd b, q" und ¢ ~1 ¢”. Aus bd 2, q" folgt ¢ = ¢, also ¢ ~ d. Dies ist aber falsch,
dac5 v, aberd £ v.

b) Wir zeigen zunéchst, dass ~ eine Bisimulation ist; daraus folgt dann p~ ¢ = p < q.

(BS1) Gelte p ~ ¢ und p = p/ mit p’ # v'. Sei n € N. Dann gilt p ~, ¢, also finden wir ¢’
mit ¢ = ¢’ und p’ ~, ¢’. Da n beliebig, also p’ ~,, ¢ fiir alle n € N, also p’ ~ ¢'.

(BS2) Analog.

(BS3) Gelte p ~ ¢ und p % v'. Dann gilt p ~; ¢, und damit finden wir ¢’ mit ¢’ % v'. Analog
zeigt man, dass p — v impliziert, dass ¢ — v'.

Wir zeigen nun, dass p € ¢ = p ~ ¢. Dazu zeigen wir, dass p & ¢ = p =~ ¢ fiir alle
n € N durch Induktion nach n.

(n =0) Klar, da ~y= Py x Py.



(n > 0) . Gelte die Induktionsvoraussetzung p € ¢ — p ~,_1 ¢. Zu zeigen ist, dass p <

q = p ~, q. Wir betrachten die drei Klauseln in der Definition von ~,. Gelte p < g,
und sei [ eine Bisimulation mit (p, q) € £.

1. Gelte p % ¢ mit q # v. Da (p, q) € 3, finden wir ¢’ mit ¢ = ¢’ und (p',¢’) € 8. Nach
I.V. gilt, wegen p’ © ¢/, insbesondere p ~,_1 q.

2. Analog.

3. Gelte p % v'. Da (p,q) € 3, folgt ¢ % v (und umgekehrt), also ist auch die dritte
Bedingung in der Definition von ~~,, erfiillt.

Aufgabe 4-3 Prifixform und Bisimulation (8 Punkte)
a) Seip = a(b+c)d. Setze p' = a(bd+cd). Dann p’ € Py und 8 = {(a(b+c)d, a(bd+cd)), ((b+

¢)d,bd+cd), (d,d)} ist eine Bisimulation mit (p,p’) € 8. Wir haben die Folgende Herleitung:
Aus (P4) folgt (b+ ¢)d = bd + cd, somit a(b + ¢)d = a(bd + cd) nach den Rechenregeln fiir
Gleichheit.

b) Seip = (ab+b(a+b))aa. Setze ¢ = a(b+a)+b(b+a). Dann q € Pz und 8= {((a+b)(b+
a),a(b+a)+bb+a)),((b+a),(b+a))} ist eine Bisimulation mit (p,q) € S.
Wir erhalten in ¥ggp nach (P4), dass (a + b)(b+ a) = a(b+ a) + b(b+ a).

c) Setze ¢ = abaa + b(aaa + baa). Fiir die Herleitung erhalten wir (ab + b(a + b))aa (2
abaa+b(a+b)aa 2 abaa+b(aaa+baa) und der letzte Term ist in Pp,;. Eine Bisimulation
ist B = {(ab+ b(a+ b)aa, abaa + b(aaa + baa)), (b,b), ((a + b)aa, aaa + baa), (aa,aa), (a,a)}.

Aufgabe 4-4 Rechenregeln fiir Parallelkomposition (4 Punkte)

Es seien p,q,r € P1.

a)

Die Gleichheit (p+¢) | r=p | r+q | r ist korrekt. Sei Ay = {(p,p) | p € P1}. Wir setzen
B={p+q) Lrp|Lr+ql.7)]|paqgreP}UA;. Wir zeigen, dass (3 eine Bisimulation
ist.

(BS1) Gelte (p+q) | r = s mit s # v, so haben wir die folgenden Mbglichkeiten:

LpSpymitpy#v unds=p | r
2. g5 ¢mitgd #vunds=¢ | r
3.pSvunds=r
4. ¢ % v und s=r.

Wir erhalten fiir den Prozess (p + ¢) || r entsprechend
Lplr+qlrZp]|r=>+
2plr+qllr=d|r=+
.pllr+qllrSri=s
4. pllr+qllrSr=s

und es gilt (s,s’) € 3.

Tl

(BS2) Umgekehrt analog.
(BS3) kann nicht auftreten.



b)

Die Gleichheit (p+q) || =p || +¢ || r ist im Allgemeinen falsch. Wir betrachten folgendes
Gegenbeispiel: p = a, ¢ = bund r = ¢. Angenommen, (p+q) || r 2 p || r+q ||  vermoge einer
Bisimulation 3. Mit den Definitionen von p,q,r ergibt sich ((a +b) || c,a || ¢+ b ¢) € B.
Da (a+b)|c>a+b gbtesq mital|c+bl|c>q und (a+0b,¢) € B

Daa| c+b| c5 ¢ erhlalten wir zwei Falle fiir ¢'.

Fall 1: ¢ = a. Dann gilt (a + b,a) € 8, im Widerspruch zu 3 Bisimulation (da a + b LAV

aber a % v nicht moglich.

Fall 2: ¢ = b. Analog.



