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Einleitung

Bei der Spezifikation von Software ergibt sich 6fters das Problem, dafi man Implementierun-
gen von Spezifikationen zulassen mochte, obwohl sie nicht die Axiome der Spezifikation exakt
erfiillen. Diese Implementierungen lassen sich aber fiir den Benutzer nicht von einer, die die
Spezifikation exakt erfiillt, unterscheiden.

Ein Beispiel dafiir ist die Implementierung einer Spezifikation eines Stacks iiber beliebi-
ge Elemente durch ein Feld—Zeiger Paar [Sch86]. Die Spezifikation Stack enhilt die iiblichen
Operationen auf Stacks

e empty: stack
e push: stack x elem — stack

e pop: stack — stack

top: stack — elem

und die iiblichen Axiome

pop(pushis, ) = s
top(push(s,e)) = e.

Bei der Realisierung durch ein Feld-Zeiger Paar enthdlt das Feld die Elemente des Stacks
und der Zeiger zeigt auf das oberste Element des Stacks. Die push—Operation erhdht den Zeiger
um eins und legt das Element in dem Feld ab, auf das der Zeiger zeigt. Bei der pop—Operation
wird der Zeiger einfach um eins erniedrigt. Fiir den Benutzer des Stacks zeigt die Realisierung
durch ein Feld—Zeiger Paar das gewiinschte Verhalten eines Stacks, ndmlich die Elemente in der
umgekehrter Reihenfolge vom Stack holen zu kénnen, in der sie dort abgelegt wurden. Aber
diese Realsierung eines Stacks erfiillt nicht das Axiom pop(push(s,e)) = s, da bei der push—
Operation ein Element in einem Feld {iberschrieben wird, was bei der pop-Operation nicht
restauriert werden kann.

Das Problem entsteht durch die Gleichheitsoperation auf Stacks, da sie die Stacks bzgl. ihrer
internen Darstellung vergleicht. Fiir den Benutzer eines Stacks dagegen ist es egal wie der Stack
tatsdchlich aussieht, wenn er nur das gewiinschte Verhalten zeigt. Fiir ihn sind die Elemente
des Stacks nicht beobachtbar. Diese Abstraktion von der internen Darstellung ist der Kern der
Datenabstraktion.

Die Gleichheit bei der Spezifikation zu verbieten, ist keine Losung des Problems, da sich das
gewiinschte Verhalten von Stacks selbst mit Formeln der Pridikatenlogik 1. Stufe nicht endlich
spezifizieren lift [Sch86].

Um dennoch Implementierungen zuzulassen, die eine Spezifikation zwar nicht exakt erfiillen
(z.B. optimierende Implementierungen [Gan83]), die aber fiir den Benutzer das gleiche Ver-
halten haben wie Implementierungen, die die Spezifikation exakt erfiillen, wird der Begriff der



Abstraktorimplementierung [ST86] eingefiihrt. Eine Abstraktorimplementierung ist eine Imple-
mentierung nicht der Spezifikation selbst, sondern des Verhaltens einer Spezifikation.

Bei parametrisierte Spezifikationen tritt das Problem auf, daf} sie nur Eigenschaften aus dem
Verhalten eines aktuellen Parameters verwenden diirfen. Tun sie das nicht, wird das Ergebnis
der Anwendung abhingig von Eigenschaften, die nicht jeder aktuelle Parameter erfiillt. Verwen-
det eine parametrisierte Spezifikation nur die Eigenschaften aus dem Verhalten eines aktuellen
Parameters, so wird sie stabil genannt.

Im ersten Teil der Arbeit werden die Grundlagen, die in dieser Arbeit bend&tigt werden,
vorgestellt. Das erste Kapitel ist eine kurze Zusammenfassung von Definitionen aus der Katego-
rientheorie. Der Leser, der z.B. mit dem Begriff Adjunktion vertraut ist, kann das Kapitel ruhig
iiberspringen. Im zweiten Kapitel wird der Begriff einer Institution [GB90] vorgestellt, der den
geeigneten Rahmen fiir eine von der konkreten Logik unabhédngigen Darstellung liefert. Fiir den
Abschnitt {iber die Verhaltensiquivalenz wird der Begriff von freien Variablen in Institutionen
bendtigt.

Der zweite Teil der Arbeit befafit sich mit parametrisierten abstrakten Datentypen und
Spezifikationen. Es wird versucht, unabhédngig von einer konkreten Logik, die lose Semantik von
Spezifikationen [ST85b, Wir89] mit der initialen Semantik zu verbinden. Speziell wird versucht
die freie Funktorsemantik von parametrisierten Spezifikationen [EM85] als Spezialfall der losen
Semantik darzustellen.

Der dritte Teil befafit sich mit der Abstraktorimplementierung und deren Kompositions-
eigenschaften. Besonderer Wert wird auf die Zuldssigkeit von aktuellen Parameter bzgl. eines
Abstraktors und auf die Stabilitdt von parametrisierten Spezifikationen gelegt.

Bedanken mdochte ich mich bei Prof. Dr. Harald Ganzinger fiir die Betreuung der Diplom-
arbeit und bei Dr. Hagen Huwig fiir anregende Diskussionen.
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Kapitel 1

Kategorientheorie

In diesem Kapitel werden einige Grundbegriffe der Kategorientheorie aus [Mac88] vorgestellt,
die in dieser Arbeit verwendet werden.

Definition 1.1 (Kategorie) Fine Katagorie C besteht aus einer Klasse |C| von Objekten,
einer Klasse arr(C) von Morphismen oder Pfeilen (arrows), zwei Operationen quelle und ziel,
die Morphismen auf Objekte abbilden und einer Operation o, die zu zwei Morphismen die Kom-
position der beiden Morphismen liefert. Aufferdem gelten folgende Gesetze:

1. (Komposition) Fiir Morphismen f und g aus arr(C) mit quelle(f) = ziel(g) muff foyg
definiert sein und einen Morphismus aus arr(C) liefern.

2. (Assoziativitit) Ist die Komposition von f o g und von g o h fiir Morphismen f, g und h
aus arr(C) definiert, dann ist

fo(goh)=(fog)oh.

3. (Identitit) Fiir jedes Objekt ¢ aus |C| gibt es einen eindeutigen Morphismus id. aus
arr(C), fiir den gilt
id.of=f
und
goid. =g.

Fiir einen Morphismus f aus arr(C) mit quelle(f) = ¢ und ziel(f) = d, wird auch f:c — d
geschrieben. Fiir die Komposition f o g von zwei Morphismen wird hiufig nur fg geschrieben.
Kategorien werden in Grofibuchstaben und fett geschrieben. Ist aus dem Zusammenhang klar
ob es sich um Morphismen f oder Objekte ¢ handelt, dann wird statt f € arr(C) auch f € C
und statt ¢ € |C| auch ¢ € C geschrieben.

Beispiele fiir Kategorie sind die leere Kategorie 0, die keine Objekte und keine Morphismen
enthilt, die Kategorie 1 mit genau einem Objekt und einem Morphismus und die Kategorie 2,
die zwei Objekte enthilt und nur einen Morphismus, der nicht die Identitét ist.

Definition 1.2 (Unterkategorie) Fine Unterkategorie D einer Kategorie C
DCC

ist eine Kategorie, bei der die Morphismen und Objekte Teilklassen der Morphismen und Objekte
von C sind.

Fine Unterkategorie D heifst voll, wenn zu zwei beliebigen Objekten aus D alle Morphismen
zwischen diesen Objekten aus C in D enthalten sind.



Eine volle Unterkategorie D einer Kategorie C ist damit eindeutig durch die Angabe ihrer
Objekte |D| bestimmt. Tritt im folgenden eine Teilmenge M von Objekten einer Kategorie C an
einer Stelle auf, an der eine Kategorie stehen miisste, so ist immer die volle, durch die Objekte
in M bestimmte, Unterkategorie von C gemeint.

Definition 1.3 (Initiale Objekte) Fin Objekt ¢ einer Kategorie C heifit initial, gdw. es zu
jedem Objekt d in C genau einen Morphismus f:c — d in arr(C) gibt.

Die Existenz eines initialen Objekts einer Kategorie ist nicht immer gegeben. Existiert aber
ein initiales Objekt, so ist es nur bis auf Isomorphie bestimmt.

Definition 1.4 (Durchschnitt von Kategorien) Der Durchschnitt von zwei Kategorien D
und C
DnNnC.

ist der Durchschnitt der Objekte und Morphismen von D und C
DACl=|c|n D
arr(DN C) = arr(C) Narr(D).

Es ist leicht zu zeigen, dafl D N C eine Kategorie ist. Sind C und D volle Unterkategorien
einer Kategorie E, dann ist C N D ebenfalls eine volle Unterkategorie von E.

Definition 1.5 (Funktor) Zu zwei Kategorien C und D besteht ein Funktor F: C — D aus
einer Funktion I, die Objekte aus C auf Objekte aus D abbildet und einer Funktion (ebenfalls
F genannt), die Morphismen aus C auf Morphismen aus D abbildet, wobei F die Identititen
erhdlt und mit der Komposition von Morphismen vertrdglich ist. Das heifit, ist id. die Identitdt
von ¢ in C, dann ist F(id.) die Identiit von F(c) in D

F(id.) = idp().
Ist gh in C definiert, dann ist F(g)G(h) in D definiert und es gilt
F(gh) = F(g)F'(h).

Ein Funktor V:C — D, der Strukturen der Kategorie C vergifit, wird auch Vergififunktor
genannt. Ein Beispiel eines Vergififunktors ist der Reduktfunktor Alg(o) zu dem Signaturmor-
phismus 6: ¥ — 3 in der Gleichungslogik (s.a. Definition 2.6). Zu einer Algebra A aus Alg(¥)
vergifit Alg(o) alle Operationen, die in ¥/, aber nicht in ¥ vorkommen und alle Trigermengen
zu Sorten, die in ¥/, aber nicht in ¥ vorkommen.

Der Funktor /dg: C — C, der Objekte und Morphismen aus C auf sich selbst abbildet ist
der Identitdtsfunktor auf Kategorien. Die Klasse aller kleinen Kategorien zusammen mit der
Klasse aller Funktoren zwischen Kategorien bilden wieder eine Kategorie, die Kategorie der
kleinen Kategorien Cat (s.a. [Mac88] fiir eine Diskussion der mathematischen Grundlagen fiir
diese Kategorie).

Zu einer Kategorie C ist die Kategorie C°P definiert, die alle Objekte von C und genau die
Morphismen f:d — ¢ enthilt, fiir die ein Morphismus f:¢— d in C existiert. Das heifit in der
Kategorie C°P sind alle Pfeile der Kategorie C umgedreht.



Definition 1.6 (Natiirliche Transformation) Sind zwei Funktoren I und G von C nach D
gegeben, dann ist eine natiirliche Transformation n von F nach G

nF %G

eine Funktion, die zu jedem ¢ aus C einen Morphismus n.: F'(¢) — G(c) liefert, so daf fiir jeden
Morphismus f:c— ¢ aus C das folgende Diagramm kommutiert.

F(c) G(e)
E(f) G(f)
F(c) n.  G()

Definition 1.7 (Pushout) Fin Pushout zu einem Diagramm D = ¢, PPN cy in einer

! !
Kategorie C ist eine universelle Frweiterung F = ¢; <, Cpo (f— ¢y des Diagramms zu einem
kommutierenden Rechteck.

Das heifit, gibt es eine weitere Erweiterung E' = ¢; 2% C;O (f—l ¢y des Diagramms D zu

einem kommutierenden Rechteck, dann existiert genau ein Morphismus h:cp, — ¢, mit hg'
gleich g1 und hf' gleich fi.

Falls ein Pushout zu einem Diagramm in C existiert, ist er bis auf Isomorphie eindeutig
bestimmt.

Der Begriff Pullback ist dual zu dem Begriff des Pushouts. Dreht man die Richtung der
Morphismen in der Definition des Pushouts um, so erhilt man die Definition eines Pullbacks.



Definition 1.8 (Pullback) Fin Pullback zu einem Diagramm D = ¢ Lyt cy in einer

’ !
Kategorie C ist eine universelle Erweiterung F = ¢ & Cph L) ¢y des Diagramms zu einem
kommutierenden Rechteck

<—L CQ
f p.b. f/
e E—
!
g

Das heift, gibt es eine weitere Erweiterung E' = ¢, ¢~ c;b iR ¢y des Diagramms D zu

einem kommutierenden Rechteck, dann existiert genau ein Morphismus h:c;b — cpp mit g'h

gleich g1 und f'h gleich f;.

f p.b. f
fi
G ‘7/ Cpb
g
=T
5
c;b

Falls ein Pullback zu einem Diagramm in C existiert, ist er bis auf Isomorphie eindeutig
bestimmt.

Definition 1.9 (Universeller Morphismus) Ist G:D — C ein Funktor, dann besteht ein
universeller Morphismus (c,n:c— G(d)) aus einem Objekt ¢, einem Morphismus n aus C und
einem QObjekt d aus D und es gilt fiir alle Objekte d' aus D, fiir die es einen Morphismus
fre— G(d') gibt, es existiert genau ein Morphismus f:d — d' mit G(f)n = f.

G(d) d'

Die Eigenschaften eines universellen Morphismus (¢, n: ¢ — G(d)) spielen eine zentrale Rolle
bei der Semantik parametrisierter Spezifikationen in [EMS85], weil aus ihnen folgt, dafi wenn ¢
ein initiales Objekt in der Kategorie C ist, d ein initiales Objekt in D ist.

Satz 1.10 Ist ¢ ein initiales Objekt in C, G' ein Funktor von D nach C und (¢, n:c — G(d))
ein universeller Morphismus, dann ist d ein initiales Objekt in D.



Beweis Fiir ein Objekt d’ € C ist zu zeigen, dafl es einen eindeutigen Morphismus von d
nach d’ gibt. Da c initiales Objekt in C ist, existiert ein Morphismus f von ¢ nach G(d’) und
damit gibt es einen eindeutigen Morphismus f von d nach d'. Der Morphismus f ist auch
einziger Morphismus von d nach d’, da wegen der Initialitit von ¢ der Morphismus f: ¢ — G(d)
eindeutig ist. m

Definition 1.11 (Adjunktion) Fine Adjunktion (F,G,n):C — D, besteht aus zwei Funkto-
ren F:C — D und G: D — C und einer natiirlichen Transformation n: Idg — G o F, so dafs
fiir alle ¢ aus C (¢, n.:c — G(F(c))) ein universeller Morphismus ist.

nc
¢ G(F/(c)) F(e)
G(f) 3, f
f
G(d) d

Die natiirliche Tansformation 1 wird Einheit, F der links adjungierte Funktor, oder links
Adjunkt und G der rechts adjungierte Funktor oder rechts Adjunkt der Adjunktion genannt.

Eine andere Bezeichung fiir den links adjungierten Funktor F' ist: F’ ist freier Funktor zu G.
Die Bedeutung des links adjungierten Funktors fiir die Semantik parametrisierten Spezifikatio-
nen liegt darin, dafl er zu jedem Objekt aus C einen universellen Morphismus konstruiert.

Definition 1.12 (Persistenz) FEin links adjungierter Funktor einer Adjunktion (F,G,n):C —
D ist persistent, wenn n ein natirlicher Isomorphismus ist, d.h. wenn 1. ein Isomorphismus
fiir c € C 1ist.

Ist n, die Identitidt auf c fiir alle ¢ aus C, dann heiffit IV streng persistent und es gilt

GF = idg.

Diese Definition der Persistenz orientiert sich an der Definition der Persistenz in [WES5].
Bei [EM85] wird nur gefordert, da GF zu Idg isomorph ist. Es gibt allerdings Situationen
[WES85], in denen G'F isomorph zu Idg ist, aber nicht bzgl. der Einheit der Adjunktion.

In [EMS85] ist fiir Vergififunktoren zu injektiven Spezifikationsmorphismen in der Gleichungs-
logik gezeigt, dafl es zu jedem persistenten Funktor einen isomorphen streng persistenten Funk-
tor gibt.
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Kapitel 2

Institutionen

In [GB90] wird von Goguen und Burstall der Begriff Institution vorgeschlagen um im Bereich
der Spezifikation von Software von den, zur Spezifikation verwendeten, Logiken zu abstrahieren.
Ziel ist es Eigenschaften und Konstruktionen von Spezifikationen und Spezifikationssprachen so
allgemein wie moglich zu formulieren, damit nicht fiir jede konkrete Logik dhnliche oder gleiche
Eigenschaften immer wieder neu bewiesen werden miissen.

Eine Institution besteht

e aus einer Menge von Signaturen, die die abstrakte Syntax einer Logik darstellen,

o fiir jede Signatur aus einer Menge von Strukturen, die die Menge aller méglichen Inter-
pretationen der abstrakten Syntax festlegen,

e fiir jede Signatur aus einer Menge von Formeln iiber den Symbolen der Signatur,

e und fiir jede Signatur einer Erfiillbarkeitsrelation, die festlegt, wann eine Formel unter
einer Interpretation der Symbole der Signatur, d.h. in einer Struktur, giiltig ist.

Die einzige Forderung an Institutionen ist, da bei der Ubersetzung der Symbole einer Signatur
in Symbole einer anderen Signatur und den entsprechenden Ubersetzung der Interpretationen
die Giiltigkeit von Formeln erhalten bleiben mu$.

Definition 2.1 (Institution) Fine Institution I = (Sign, Mod, Sen, |=) besteht aus
e ciner Kategorie Sign von Signaturen.

e cinem Funktor' Mod: Sign — Cat®P, der Signaturen auf eine Kategorie von Strukturen

abbildet.
e cinem Funktor? Sen: Sign — Set, der eine Signatur auf eine Menge von Formeln abbildet.
e und einer Familie von Relationen |= = (g C [Mod(XZ)| x Sen(X))sesign-

Erfiillbarkeitsbedingung: Fiir alle Signaturmorphismen o:¥ — X' | Strukturen m' € Mod(X')
und Formeln e € Sen(X) muff gelten

m'|, Ey e gdw. m' [y o(e).

'fiir Mod(o)(m) wird im folgenden m|, geschrieben, wobei o ein Morphismus aus Sign ist.
2fiir Sen(o)(e) wird im folgenden o(e) geschrieben, wobei o ein Morphismus aus Sign ist.
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Eine Formel e ist giiltig in einer Struktur m wenn m [y e gilt. Ist ¥ aus dem Zusammenhang
klar wird auch m |= e statt m |=y5 e geschrieben.

Logiken, die in den Rahmen von Institutionen passen sind z.B. Gleichungslogik, Pridika-
tenlogik 1. Stufe mit und ohne Gleichheit, Hornklausellogik und Gleichungslogik mit bedingten
Gleichungen [GBI0].

2.1 Gleichungslogik

Als Beispiel fiir eine Institution wird gezeigt, dafl die Gleichungslogik eine Institution ist [GB90].

Definition 2.2 (Signatur der Gleichungslogik)

Fine Signatur der Gleichungslogik ¥ = (S, F') besteht aus einer endlichen Menge von Sorten
S und einer ST indizierten Familie I = (Fu,),es+ ses von Funktionssymbolen.® Fiir f € Fy,
wird auch f:u — s geschrieben.

Zu einer Signatur der Gleichungslogik (S, F') sind die Funktionen sorts und fun definiert, die
die Menge der Sorten S bzw. die Familie der Funktionssymbole F zuriickliefern.

Definition 2.3 (Signaturmorphismus) FKin Signaturmorphismus o:% — Y/ ist ein Paar
(g, h), wobei g: sorts(X) — sorts(X') die Sorten von ¥ auf Sorten von X' abbildet und h =
(hys: fun(X)ys — f“n(E/)g*(us))uses+4 eine ST indizierte Menge von Funktionen ist, die die
Funktionssymbole aus ¥ auf Funktionssymbole aus X' abbildet.

Signaturen zusammen mit Signaturmorphismen bilden die Kategorie GLSign. Die Identitdt
ist die Identitdt auf Sorten und Funktionssymbolen und die Komposition von Signaturmorphis-
men la8t sich auf die Komposition der Funktion fiir Sorten und der fiir Funktionssymbole
zuriickfiithren.

Definition 2.4 (¥—-Algebra) Fine ¥-Algebra A besteht aus einer Familie von nicht leeren
Mengen (As)sesorts(s)y, den Trigermengen, und zu jedem Funktionssymbol f € fun(X)ys einer
Funktion fA: A — A5

Definition 2.5 (X-Homomorphismen) Fir zwei X-Algebren A, B ist ein X-Homomorphis-
mus h: A — B eine S := sorts(X) indizierte Familie von Abbildungen (hs: As — Bs)ses, die
folgende Homomorphiebedingung erfiillen. Ist f ein Funktionssymbol aus fun(X),s und @ € A,
dann muf gelten:®

h(FH(@) = 7 (h*(@))

Y —Algebren und ¥-Homomorphismen bilden eine Kategorie. Der Identitdtsmorphismus ist
die Familie der Identititen auf den Trigermengen und die Komposition ist die Familie der
Kompositionen der einzelnen Funktionen.

Definition 2.6 (Funktor Alg) Der Funktor Alg: GLSign — Cat®P bildet Signaturen der
Gleichungslogik ¥ auf die Kategorie ihrer X-Algebren ab und Signaturmorphismen o: ¥ — X'
auf Funktoren Mod(o): Mod(X') — Mod(X), die wie folgt definiert sind:

85* steht fiir die Menge aller Folgen aus Elementen von S einschlieBlich der leeren Folge €. ST steht fiir S*
ohne e.

1g* ist die natiirliche Erweiterung von g auf Zeichenketten, d.h. g*(s1...5,) = g(s1)...g(sn).

S As1n gteht fiir Ag, x -+ x As,

®h*(&) steht fiir h(a1),...,h(an), falls @ = a1, ..., ay, ist.

12



o (Als)s = Ag(s) fiir s € sorts(X) und A € Mod(X')

o fAlo:=ca(f)A fir f € fun(S) und A € Mod(Z')

o (h:A = B)ls = (hors): (Alo)s = (Blo)s)sesorts(xy fiir b € arr(Mod(X)) und A, B €
Mod(X')

Definition 2.7 (Terme) Gegeben sei eine sorts(X) indizierte Familie von abzihlbaren Mengen
V' = (Vs)sesorts(z)- Die Terme der Sorte s iiber der Signatur (s € sorts(X)) mit Variablen V
, 1.7, Ts(V)s, ist induktiv wie folgt definiert:

o istv €V, dann ist v € Tx (V)

o istty,...,t, € Tx (V)" und f € fun(X),, fir s,s; € sorts(X) (i € {1...n}), dann ist
flte, ... tn) € Te(V)s.

e nichts sonst sind Terme.

Tx(V) ist dann die sorts(X) indizierte Familie von Termen (Tx(V)s)sesorts(x)-

Die Terme 7% (V) bilden eine ¥-Algebra A. Die Trigermengen sind die Terme der jeweiligen
Sorte: Vs € sorts(X) : As := Tx(V)s. Und fA := f fiir alle f € fun(Z), (u € sorts(X)*1). Die

Terme Tx(() iiber eine leere Variablenmenge werden als Grundterme T bezeichnet.

Definition 2.8 (Gleichung) Fine X-Gleichung, oder einfach Gleichung, ist ein ungeordnetes
Paar {t,t'} von Termen der gleichen Sorte, d.h. t,t' € Ts(V), fir s € sorts(X). Fir Gleichun-
gen {t,t'} schreibt man auch t =1t'.

Der Funktor GLSen: GLSign — Set bildet Signaturen der Gleichungslogik ¥ auf die Men-
ge ihrer ¥-Gleichungen (GLSen(X)) ab und Signaturmorphismen o:¥ — ¥’ auf Funktionen
GLSen(o) von GLSen(X) nach GLSen(Y') (im folgenden ebenfalls mit ¢ bezeichnet), die wie
folgt definiert sind:

® 0(v) :=v € V) fiir v € V;, wobei o auf den Variablen injektiv ist.

i U(f(tla e tn)) = U(f) (U(t1)7 " '7U(tn)) fiir f € fun(E)sl---sn-}-l

o o(t=1t"):=o(t) =0o(t)
Definition 2.9 (Variablenbelegung) Sei X eine Signatur der Gleichungslogik und V = (V)
eine S := sorts(X) indizierte Familie von Variablen. Fine Variablenbelequng b:V — A ist dann

eine S indizierte Familie von Funktionen (bs: Vs — As)ses, die jeder Variablen v aus Vi einen
Wert a aus Ag zuordnet.

Eine Variablenbelegung b 1aft sich eindeutig zu einem Homomorphismus b*: Tx (V) — A wie
folgt erweitern:

o b(v) := by(v) fiir v € Vj
° b:n-'.l (f(th RS tn)) = fA (b; (t1)7 HERE) btn (t'ﬂ)) fiir f S fun(z)sl"'SVH‘l

Definition 2.10 (Giiltigkeit von Gleichungen) /st A eine X-Algebra und t = t' eine -
Gleichung (t und t' aus Ty (V) ), dann ist t = t' in A giiltig, i.7. A Ex t = t', gdw. fiir alle
Variablenbelequngen b: V — A gilt:

b™(t) = b™(t)
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In der Algebra, deren Trigermengen nur ein Element haben und deren Funktionen die
konstante Funktion sind, sind alle Gleichungen giiltig. Diese Algebra wird auch triviale Algebra
genannt.

Lemma 2.11 Gegeben seien ein Signaturmorphismus o:% — ¥/, eine ©'-Algebra A und Va-
riablenbelequngen ba: V- — A und by : V' — Al, mit by, (v') = ba(o(v')). Fiir alle Terme t aus

Tx (V) gilt dann
41, () = 0a(a (1))

Beweis Der Beweis wird induktiv iiber den Termaufbau gefiihrt.

1. bf4|c,(vl) = by, (v) = ba(a(v')) = b3 (o(v')) fiir v’ € V'

2. fiir f € fun(X);, .s,,, gilt dann:
bjclla(f(tlv coaltn)) = fA|ﬂ(bi1|a(t1)v e -7bi1|a(tn))

= (DO, (o ()
= By (f(tr, 1))

Satz 2.12 (Erfiillbarkeitsbedingung) Fiir alle Signaturmorphismen o:% — Y/, alle X'~
Algebren und alle Gleichungent =t aus GLSen(X) gilt

Aot)=0ct)e Al, Et=1.

Beweis

(=) Fiir jede Variablenbelegung by :V — A|, ist

1, (8) = by, (1)

zu zeigen. Die Variablenbelegung ba:0(V) — A wird definiert als ba(o(v)) 1= by, (v). Mit
Lemma 2.11 und der Voraussetzung, dafi A = o(t) = o(t') gilt, erhilt man

A1, (1) = b3 (a (1) = b3 (o () = by, ().

(<=) Die Riickrichtung verliuft analog. Zu einer Variablenbelegung b4: V' — A wird ba,:V —
Al, definiert mit by, (v) := ba(o(v)) und man erhdlt analog zum 1. Teil

ba(o(t)) = by, (1) = by, (1) = ba(a(t).

Aus den vorangegangenen Betrachtungen erhilt man.

Korollar 2.13 (Institution G£ der Gleichungslogik)
GL := (GLSign, Alg, GLSen, ) ist eine Institution.
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2.2 Theorien und Modelle

Dieser Abschnitt beschiftigt sich mit den Strukturen einer Signatur, in denen alle Formeln einer
Formelmenge giiltig sind, den Modellen und mit der Menge der Formeln einer Signatur, die in
einer Menge von Strukturen giiltig sind, den Theorien und der Beziehung zwischen beiden.
Grundlage fiir diesen Abschnitt sind [GB90] und [EGLS89].

Zuerst kommen einige Abkiirzungen, die im folgenden bendtigt werden:
e mELE<=Vec E:mfe.

e MEe<—=VmeM:mEe.

Definition 2.14 (Modelle) Die Modelle Mod(E) einer Menge von Formeln E aus Sen(X)
sind die Strukturen m aus Mod(X), in denen die Formeln in E giiltig sind

Mod(E) :={m € Mod(X) | m = E}.

Definition 2.15 (Theorie) Die Theorie Th(M) einer Menge von Strukturen M ist die For-
melnmenge F, die die Formeln enthdlt, die in allen Strukturen aus M giiltig sind

Th(M):={e€ Sen(X) | M |= e}.

Zu einer Menge E von Formeln aus Sen(X) bezeichnet £* die Menge von Formeln, die in
allen Modellen von F giiltig sind

E*:=Th(Mod(FE)).

Die Menge F* enthilt alle logischen Konsequenzen von E. Eine Formelmenge F heifit Theorie,
wenn £ = E* ist.

Zu einer Menge von Strukturen aus Mod(X) bezeichnet AM* die Menge von Strukturen, in
denen die Theorie von M giiltig ist

M* := Mod(Th(M)).

Die Menge M* wird auch als Abschlufl von M bezeichnet. Eine Menge von Strukturen M ist
abgeschlofien, wenn M = M* ist.

Eine Formelmenge F impliziert eine Formel e (1.Z. F' |= €) gdw. e in allen Modellen von F
giiltig ist (Mod(F) |= e). Eine Formelmenge E’ folgt aus einer Formelmenge F (1.Z. K | E'),
gdw. alle Formeln aus £’ in den Modellen von FE giiltig sind (Mod(E) = E').

Es folgen nun einige einfache Aussagen, die spiter bendtig werden. Die Beweise dazu sind
einfach und kénnen z.B. in [EGL89] gefunden werden.

Fakt 2.16 Sind M und M' Mengen von Strukturen aus Mod(X) und E und E' Formelmengen
mit Formeln aus Sen(X), dann gilt:

1. ECE = Mod(E') C Mod(E) = E C L™
2. M C M = Th(M') C Th(M)= M C M"
3. ECE*

J. M C M~
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5. B* = E*

6. M* = M**

7. (Monotonie) F C K’ = k* C K™
8. (Monotonie) M C M' = M* C M"™
9. Mod(E) = Mod(E") < E* = E'*

10. Th(M) = Th(M') <= M* = M'*

2.3 Formeln mit freien Variablen

In diesem Abschnitt wird ein Konzept fiir Formeln mit freien Variablen auf Institutionsebene
vorgestellt. Im Gegensatz zu freien Variablen einer Logik wird hier der Begriff der offenen For-
meln unabhdngig von einer konkreten Logik definiert. Die Definitionen und Sétze stammen im
wesentlichen aus [ST85b]. Die Idee ist, freie Variablen einer Signatur X als zusitzliche Symbole
7zu ¥ in einer neuen Signatur ¥/ aufzufassen. In der Gleichungslogik kann man z.B. Variablen
als neue Konstantensymbole einer, um diese Symbole erweiterten, Signatur sehen.

Das ¥/ eine Erweiterung von ¥ ist, 148t sich durch einen Signaturmorphismus ¢: ¥ — ¥/
ausdriicken. Formeln der Signatur ¥ mit freien Variablen aus ,,%' — ¢(X)“ sind dann einfach
Formeln aus Sen(X’).

Definition 2.17 (Offene Formeln) Fin Paar (¢,e), wobei ¢: X — X' ein Signaturmorphis-
mus und e eine Formel aus Sen(X') ist, ist eine offene X-Formel mit freien Variablen X' —

¢(E) tﬁ.

Fiir eine Struktur m € Mod(X) ist eine Belegung der zusitzlichen Symbole aus X' mit
Werten aus m (Belegung der freien Variablen mit Werten aus m) eine Struktur m’ € Mod(X'),
bei der das Redukt auf ¥ die Struktur m ist.

Definition 2.18 (Erfiillbarkeit offener Formeln)

Ist m eine Struktur aus Mod(X) und (¢, e€) eine offene X-Formel, dann erfillt m mit der
Variablenbelegung m' € Mod(X') die Formel (¢,€) (i.Z. m =, €) genau dann wenn e in m'
giiltig ist.

Es ist kein Problem entsprechend der Pridikatenlogik 1. Stufe auf der Institutionsebene die
Negation, Konjunktion und Allquantifizierung einzufiihren. Es ist demnach méglich aus einer
Grundinstitution eine komplexe Institution aufzubauen, deren Sdtze aus den Verkniipfungen
der Sdtze der Grundinstitution bestehen [ST85b, Tar84c].

Definition 2.19 (Ubersetzung offener Formeln) Ist (¢, ¢) eine S-Formel (¢: X — ') und
0:¥ — Xy ein Signaturmorphismus, dann ist o((¢,€)) definiert als

a((¢,€)) == (¢, ¢'(e)),

wobei

16



7 .
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5 Y

ein Pushout in Sign ist.

Die Definition der Ubersetzung von offenen Formeln verlangt, daf die Kategorie Sign immer
Pushouts besitzt. Diese Forderung ist keine grofie Einschrinkung, da z.B. bei parametrisierten
Sperzifikationen ebenfalls die Kombination von Signaturen gebraucht wird. In [EGL89] z.B. findet
man, daf in der Institution GL der Gleichungslogik die Kategorie GLSign Pushouts besitzt.

Es gibt allerdings das Problem [ST85b], dafi der Pushout nur bis auf Isomorphie eindeutig
bestimmt ist und somit die Ubersetzung der offenen Formeln nicht wohldefiniert ist. Gliickli-
cherweise gilt, da Mod und Sen Funktoren sind, da, wenn ¢: X — X" ein Isomorphismus in
Sign mit Inversem ™! ist, dann sind Sen(:) und Mod(:) Isomorphismen in Set bzw. Cat®P
und wegen der Erfiillbarkeitsbedingung in Institutionen ist fiir jede Struktur m aus Mod(X')
und jede Formel e aus Sen(X')

mEes (m|,-1)|, Eee m|-1 =)

Da also die Pushouts beziiglich der Erfiillbarkeit nicht zu unterscheiden sind, reicht es fiir die
Zwecke dieser Arbeit aus, bei der Ubersetzung einer offenen Formel einen beliebigen Pushout
zu nehmen.

In manchen Féllen will man die Klasse der moglichen Signaturmorphismen, mit denen man
offene Formeln bilden kann, einschrinken. In der Gleichungslogik 7z.B. konnen Variablen als
neue Konstantensymbole verstanden werden, neue Funktionssymoble (also Funktionsvariablen)
sind i.a. nicht iiblich. Die Klasse I der eingeschrankten Signaturmophismen mufl dann allerdings
gegen die Pushoutbildung in Sign abgeschlofien sein. Das heifit, ist ¢: > — Xin fund o: ¥ — 3
ein Signaturmorphismus, dann gibt es einen Pushout in Sign so dafi der Morphismus ¢': 3y —
¥ in T ist.

Satz 2.20 (Erfillbarkeitsbedingung offener Formeln)
Fiir alle Signaturmorphismen o von ¥ nach ¥, aus Sign, alle Strukturen m aus Mod(X,) und
alle offenen X—Formeln e gilt die Erfiillbarkeitsbedingung fiir offenen Formeln

mEm a(e) & mly Emn, €

Beweis Ist e = (¢, ¢’) eine offene Y—Formel, dann ist o(e) = (¢', o’(€’)) erfiillbar in m mit der
Variablenbelegung m’

m =, o(e)
gdw. o'(e’) in m' giiltig ist
m' | a'(€).
Wegen der Erfiillbarkeitsbedingung in Institutionen gilt, dafi m’ = o'(¢’) gdw. €’ in m/|,+ giiltig

18t

m/ |, €.
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Das ist nach Definition Erfiillbarkeit genau dann der Fall, wenn e in m|, mit der Variablenbe-
legung m/'|, erfiillbar ist

m|0' Izm’|0/ €.
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Teil 11

Parametrisierte Spezifikationen
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Kapitel 3

Abstrakte Datentypen und
Spezifikationen

3.1 Abstrakte Datentypen

Ein Datentyp ist ein Paar (X, m), wobei ¥ € Sign die Menge von Symbolen bezeichnet, die
der Benutzer des Datentyps verwenden kann und die Struktur m € Mod(X) eine Realisierung
der Symbole aus ¥ ist. Ein abstrakter Datentyp abstrahiert von einer konkreten Realisierung
einer Signatur, die ein Datentyp darstellt, auf eine Menge von Realisierungen mit gemeinsamen
Eigenschaften.

Definition 3.1 (abstrakter Datentyp) Fin abstrakter Datentyp adt = (X, M) besteht aus
e ciner Signatur ¥ € Sign
e und einer Kategorie von Modellen M, einer vollen Unterkategorie von Mod(X).

Die Kategorie Adt der abstrakten Datentypen hat als Objekte abstrakte Datentypen (X, M)
und als Morphismen o: (X, M) — (X', M') Signaturmorphismen o:%¥ — %', bei denen M'|, C
M ist.

Dafl die Modelle eines abstrakten Datentyps eine Kategorie bilden (s.a. [EGL89]) hat den
Vorteil, dafl man die initialen Objekte der Modelle eines abstrakten Datentyps oder einen Funk-
tor auf den Modellen abstrakter Datentypen betrachten kann. Da aber von der Modellkategorie
gefordert wird, daf sie eine volle Unterkategorie von Mod(X) sind (s.a. [EGL89]), kénnte man
die Modelle eines abstrakten Datentyps als Teilmenge der Objekte von Mod(X) wie z.B. in
[Wir89, ST85b] ansehen und nur wenn iiber Funktoren oder initiale Objekte gesprochen wird
sich die Morphismen aus Mod(X) ausleihen.

Die Kategorie Adt fiir die Institution der Gleichungslogik entspricht der Kategorie ADT in
[EGL89] bzw. der Kategorie der Spezifikationen Spec in [Wir89]. In [ST85b] wird die Kategorie
der Spezifikationen Spec aus [Wir89] auch fiir beliebige Institutionen definiert.

Auf abstrakten Datentypen sind zwei Funktionen definiert, Sign und Mod, die die Signatur
und die Modelle eines abstrakten Datentyps liefern.

Definition 3.2 (Funktor Sign) Der Funktor Sign: Adt — Sign bildet abstrakte Datentypen
auf thre Signaturen und Adt-Morphismen auf ihre Signaturmorphismen ab:

Sign((X,M)) = %
Sign(o:adt — adt’) = o:Sign(adt) — Sign(adt’).
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Definition 3.3 (Funktion Mod)
Zu einem abstrakten Datentyp adt = (X, M) liefert Mod(adt) die Kategorie der Modelle des

abstrakten Datentyps
Mod((3,M)) := M.

Operationen auf abstrakten Datentypen

Operationen auf abstrakten Datentypen erzeugen aus vorhandenen abstrakten Datentypen neue.
Im folgenden werden nur die fiir diese Arbeit wichtigsten Operationen aus [ST85b, Wir89]
definiert.

Definition 3.4 (Vereinigung) Sind adt; = (2, My) und adt; = (¥, Ma) zwei abstrakte Da-
tentypen gleicher Signatur, dann ist die Vereinigung von adt, und adty durch die Schnittmenge
ihrer Modelle definiert:

adt; U adty := (X, M1 N My).

Die Ubersetzung mittels eines Signaturmorphismus dient dazu die Signatur eines abstrak-
ten Datentyps um neue Symbole zu erweitern. Als Modelle der Ubersetzung erhdlt man alle
Strukturen der Zielsignatur, die die Bedeutung der Symbole der Ausgangssignatur erhalten.

Definition 3.5 (Ubersetzung)
Ist adt = (X, M) ein abstrakter Datentyp aus Adt und 0:¥ — X' ein Signaturmorphismus,
dann ist die Ubersetzung von adt durch o wie folgt definiert

Sign(o(adt)) = %'
|Mod(o(adt))| = {m € |[Mod(X')| | m|, € [M]}
arr(Mod(o(adt))) = {h € arr(Mod(Z) | hls € arr(M)}.

Fakt 3.6 Ist Mod(adt) eine volle Unterkategorie von Mod(X), dann ist Mod(c(adt)) eine volle
Unterkategorie von Mod(¥').

Beweis Sind m und m' aus Mod(o(adt)) und ist h:m — m' ein Morphismus aus Mod(X'),
dann ist zu zeigen, daf h auch in Mod(o(adt)) liegt. Da m und m’ in Mod(o(adt)) liegen sind
m|, und m'|, in Mod(adt). Der Morphismus h|, ist dann ebenfalls in Mod(adt), da Mod(adt)
eine volle Unterkategorie von Mod(X) ist. Wegen der Definition von o(adt) ist b in Mod(o(adt)).
|

Die Ableitung eines abstrakten Datentyps bzgl. eines Signaturmorphismus dient dazu Sym-
bole einer Signatur zu verstecken. Die Strukturen bleiben bei der Ableitung erhalten, allerdings
sind Teile der Strukturen nicht mehr zugreifbar.

Definition 3.7 (Ableitung) Ist 0:3 — X/ ein Signaturmorphismus, und adt’ = (X', M') ein
abstrakter Datentyp, dann ist der abstrakte Datentyp adt'|, definiert durch:

Sign(adt'|,) = ¥
und Mod(adt'|,) = M|,.
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Die Ableitung entspricht der Einschrinkung der Implementierung eines Moduls auf sein
Exportinterface.

FEin Abstraktor « ist eine Operation auf abstrakten Datentypen, die von den einzelnen
Modellen eines abstrakten Datentyps abstrahiert. Dem Abstraktor liegt eine Aquivalenzrelation
=, auf |[Mod(Sign(adt))| zugrunde und Beh, (adt) enthilt als Modelle alle zu einem Modell aus
adt =,—4quivalenten Strukturen aus Mod(Sign(adt)). Die Definition eines Abstraktors stammt
aus [ST86].

Definition 3.8 (Abstraktor) Ein Abstraktor o, bestimmt durch eine Aquivalenzrelation=,, C
|Mod(X)| x |Mod(X)|, ist eine Operation, die abstrakte Datentypen adt mit Signatur ¥ auf deren
Abstraktion bzgl. o abbilden

Beh, (adt) := (3, =,(Mod(adt))).

Beispiele fiir Abstraktoren sind obs und beob, die durch die Verhaltensiquivalenz bzw. die
Aquivalenz bzgl. beobachtbarer Sorten bestimmt sind (s.a. Abschnitte 8.1 und 8.2. Aber auch
die Operation ISOCLOSE aus [ST85b] oder [EGL89], die den Abschluff der Modelle eines
abstrakten Datentyps unter Isomorphie bildet, ist ein Abstraktor, bei dem zwei Strukturen
dquivalent sind, wenn sie isomorph sind.

Abstraktoren « fiir abstrakte Datentypen einer Signatur ¥ lassen sich mithilfe eines Signa-
turmorphismus o: 3 — ¥/ auf Abstraktoren fiir abstrakte Datentypen der Signatur ¥’ iiberset-
zen, indem =, mithilfe von o auf eine Aquivalenzrelation auf |Mod(X')| abgebildet wird.

Definition 3.9 (Ubersetzung von Relationen) Isto:% — X' ein Signaturmorphismus und
= eine Relation auf |Mod(X)|, dann ist fiir Strukturen m und m’ aus Mod(X')

gdw.
ml, = m'|,.

Definition 3.10 (Ubersetzung von Abstraktoren) Ist o ein Abstraktor fir abstrakte Da-
tentypen der Signatur ¥ und 0: X — X' ein Signaturmorphismus, dann ist o(«) ein Abstraktor
fiir abstrakte Datentypen der Signatur X!, wobei die Aquivalenzrelation =5(a) Ols 0(=,) definiert
ist.

Es ist leicht zu zeigen, daff wenn =, eine Aquivalenzrelation ist, 0(=,) ebenfalls eine Aqui-
valenzrelation ist. Damit ist sichergestellt, dafl o(«) ein Abstraktor ist.

Fiir die Behandlung der Stabilitdt (s.a. Abschnitt 10) wird die Ableitung von Relationen
bzgl. eines Signaturmorphismus benotigt.

Definition 3.11 (Ableitung von Relationen) Fir einen Signaturmorphismus o: % — 3/
und Relation = C |Mod(X')| x |Mod(X')| ist die Relation =|, definiert als {(m|,, m'|,) |
(m,m') € =}.

Im allgemeinen ist =|, keine Aquivalenzrelation mehr, wenn = eine Aquivalenzrelation ist,
da =|, nicht transitiv sein muf} wie folgendes Beispiel zeigt.

Beispiel Wihle my,mq,m3 und my aus Mod(X') mit m; = mgy, mg = my, m; und my nicht =-
dquivalent, und msy|, = ms|,. Dann gilt, dal my|, und ms|, =|,—dquivalent und my|, = ms|,
und my|, =|,—4quivalent sind, aber nicht mehr m;|, und my|,.
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Aus diesen einfachen Operationen kénnen komplexere, wie z.B. die Anwendung parametri-
sierter abstrakter Datentypen auf abstrakte Datentypen, gebildet werden. Mithilfe von para-
metrisierten abstrakten Datentypen ist es dann moglich sich eigene Operationen auf abstrakten
Datentypen zu definieren.

3.2 Spezifikationen

Eine Spezifikation im Sinne dieser Arbeit (s.a. [EM85, EGL89]) bestimmt einen abstrakten
Datentyp. Eine Spezifikation gibt die Signatur eines abstrakten Datentyps an und die Eigen-
schaften, ausgedriickt mithilfe von Formeln aus Sen(X), die zur Festlegung der Modelle des
abstrakten Datentyps dienen.

Definition 3.12 (Spezifikation) Fine Spezifikation spec := (X, F) besteht aus
e ciner Signatur ¥ € Sign
o und einer Menge von Formeln F C Sen(X)

Die Kategorie Spec der Spezifikationen hat als Objekte Spezifikationen (X, E) und als Mor-
phismen o: (3, F) — (X' E') Signaturmorphismen o:% — X', mit der Finschrinkung, daff
E'E= o(F) gilt, d.h. die Formeln in o(F) aus denen in E' folgen.

Die Definition der Kategorie Spec fiir die Institution der Gleichungslogik entspricht der
Definition der Kategorie SPEC in [EM85] und [EGLS89).

Wie bei abstrakten Datentypen liefern zwei Funktoren, Sign und Sen, die Bestandteile einer
Spezifikation.

Definition 3.13 (Funktor Sign) Der Funktor Sign: Spec — Sign bildet Spezifikationen auf
ihre Signaturen und Spec—Morphismen auf ihre Signatur—Morphismen ab:

Sign((X, E)) =%
Sign(o: spec — spec’) := o: Sign(spec) — Sign(spec’)

Definition 3.14 (Funktor Sen) Der Funktor Sen: Spec — Set bildet Spezifikationen auf die
Menge ihrer Formeln ab.

Sen((X, E)) = F
Sen(o: spec — spec’) := Sen(Sign(o))

Zu einer Spezifikation ist die Menge von Strukturen assoziiert, in denen die Formeln der
Spezifikation giiltig sind. Diese Menge ist Basis fiir die lose und initiale Semantik von Spezifi-
kationen.

Definition 3.15 (Funktion Mod) Auf den Objekten der Kategorie Spec ist die Funktion
Mod definiert, die zu einer Spezifikation spec = (X, F) die volle Unterkategorie von Mod(X)
liefert, die alle Strukturen m enthdlt, in denen die Formeln in F giiltig sind

|Mod((S, E))| = Mod(E).
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Operationen auf Spezifikationen

Ahnlich wie bei abstrakten Datentypen kann man auch auf Spezifikationen Operationen defi-
nieren. Die wichtigsten fiir diese Arbeit sind die Vereinigung und die Ubersetzung mittels eines
Signaturmorphismus, weil man mit ihnen die Anwendung parametrisierter Spezifikationen auf
Spezifikationen beschreiben kann.

Definition 3.16 (Vereinigung) Sind spec; = (3, F4) und specy = (X, Fy) zwei Spezifikatio-
nen mit gleicher Signatur, dann ist die Vereinigung von specy und specy durch die Vereinigung
der Formelmengen F1 und Fy definiert

specy U specy 1= (3, Fy U Fy).

Definition 3.17 (Ubersetzung) Ist spec = (X, F) eine Spezifikation und o: % — X' ein Sig-
naturmorphismus, dann ist die Ubersetzung von spec durch o bestimmt durch die Ubersetzung
der Formeln in E mittels Sen(o)

o(spec) := (X' o(E)).

Der Zusammenhang zwischen den Operationen auf Spezifikationen und den entsprechenden
Operationen auf abstrakten Datentypen wird im n&ichsten Abschnitt behandelt.

3.3 Semantik von Spezifikationen

Eine Spezifikation spec = (X, F) bestimmt einen abstrakten Datentypen adt = (3, M) der
gleichen Signatur. Die Bedeutung einer Sperifikation kann man als eine Funktion von Objekten
der Kategorie Spec auf Objekte der Kategorie Adt auffassen.

Definition 3.18 (Semantik von spec) Fine Semantik von Spezifikationen ist eine Funktion,
die Spezifikationen auf abstrakte Datentypen der gleichen Signatur abbildet

sem: |Spec| — |Adt|,
wobei Stgn(spec) = Sign(sem(spec)) ist.

Die Semantikfunktion sem ist i.a. kein Funktor, da sich die Spezifikationsmorphismen nicht
bei jeder Semantik auf Adt—Morphismen abbilden lassen. Dieser Fall tritt z.B. bei der initialen
Semantik auf, wenn die Bedingungen ,no—junk“ und ,,no—confusion® von dem Spezifikations-
morphismus verletzt werden (s.a. Seite 59).

Die natiirlichste Semantik einer Spezfikation ist die lose Semantik (,loose semantics® z.B.
[ST85b]), die einer Spezifikation den abstrakten Datentyp zuordnet, der als Modelle alle die
Strukturen enthilt, in denen die Formeln der Spezifikation giiltig sind.

Definition 3.19 (lose Semantik) Ist spec eine Spezifikation, dann ist die lose Semantik von
spec definiert als
loose(spec) := (Sign(spec), Mod(spec)).

Die lose Semantik hat den Nachteil, dafl man um z.B. eine Modellmenge zu spezifizieren, die
nur isomorphe Strukturen enthilt, eine stirkere Logik als die Gleichungslogik braucht. Das liegt
daran, dafB in der trivialen Algebra (s.a. Seite 18) alle Gleichungen giiltig sind und damit die
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triviale Algebra in der losen Semantik jeder Sperifikation enthalten ist. Das ist u.a. deswegen
der Fall, weil GLSen(X) keine Ungleichungen enthilt. Eine Ungleichung der Form true # false
z.B. wiirde die trivale Algebra ausschlieflen, da die Trigermenge der Sorte von true und false
mindestens zwei Elemente haben miisste.

Eine Losung des Problems ist es, nicht mehr alle Strukturen Mod(spec) als Modelle der
Semantik von spec zuzulassen. Eine Einschrinkung z.B. ist, nur die initialen Modelle der Ka-
tegorie Mod(spec) fiir die Modelle der Semantik zu wéhlen. Die initialen Modelle haben den
Vorteil, daf} sie bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt sind und in ihnen nur die Gleichheiten
auf Grundtermen aus Ty giiltig sind, die in allen Strukturen aus Mod(spec) giiltig sind.

Definition 3.20 (initiale Semantik) Ist spec = (X, F) eine Spezifikation, dann ist die in-
itiale Semantik von spec definiert als:

init((2, E)) = (%, M).

Die Kategorie M ist die volle Unterkategorie von Mod(X), welche die initialen Objekte von
M od(spec) enthiilt.

In der Gleichungslogik gilt, daf die initialen Modelle von M od(spec) immer existieren und
isomorph zu Ty /=g sind. In Logiken, die iiber die Hornklausellogik hinausgehen, gibt es i.a.
keine initialen Modelle mehr.!

Wie sieht es mit der Vertriglichkeit der initialen und losen Semantik mit den in Abschnitt 3.2
definierten Operationen auf Spezifikationen aus? Das heifit, gilt

sem(specy U specy) = sem(specy) U sem(specs)

und sem(o(spec)) = o(sem(spec))

fiir sem = loose bzw. sem = init? Die folgenden zwei Sitze zeigen die Vertriglichkeit der losen
Semantik mit der Vereinigung und Ubersetzung von Spezifikationen.

Satz 3.21 (Vertraglichkeit der Vereinigung mit der losen Semantik)
Sind specy = (X, F1) und specy = (X, Fy) Spezifikationen, dann gilt:

loose(specy U specy) = loose(specy) U loose(specs).

Beweis Es reicht zu zeigen, dal Mod(spec; U specy) gleich Mod(speci) N Mod(specs) ist. Sei
also m eine Struktur aus Mod(speci U specy), dann ist m aus Mod((X, E1 U E3)). Die Struktur
m erfiillt somit die Formeln in Fy und in Fy und damit ist m in Mod(F;) und in Mod(Es),
also in Mod(specy) N Mod(specs).

Sei nun m eine Struktur aus Mod(speci) N Mod(specy), dann ist m in Mod(£;) und in
M od(Fs3) und erfiillt somit die Formeln in FyU Ey. Damit ist m aber auch in Mod(specy Uspecy).

Die Klasse der Morphismen von Mod(spec; U specy) und Mod(specy) N Mod(specs) sind
gleich, da beide, wegen der Definition von Mod und N, volle Unterkategorien von M od(X) sind
und die gleichen Objekte haben. m

Satz 3.22 (Vertraglichkeit der Ubersetzung mit der losen Semantik)
Ist spec = (X, E) eine Spezifikation und o:X — X' ein Signaturmorphismus, dann gilt:

loose(o(spec)) = o(loose(spec)).

's.a. die Arbeiten von Tarlecki iiber Institutionen, die initiale Semantik erlauben. [Tar84a, Tar84b, Tar84c]
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Beweis Es ist zu zeigen, dal Mod(o(spec)) gleich der Menge aller Strukturen m' aus Mod(X’)
ist, fiir die das Redukt von m’ auf ¥ in Mod(spec) liegt

Mod(o(spec)) = {m' € Mod(X') | m'|, € Mod(spec)}.

Sei m' aus Mod(o(spec)), dann ist m/|, auch in Mod(spec), da m’ die Formeln in o(F) erfiillt
und wegen der Erfiillbarkeitsbedingung in Institutionen auch m/|, die Formeln in ¥ erfiillt.
Umgekehrt, ist m' aus o(Mod(spec)), dann ist zu zeigen, dafl m' in Mod(o(spec)) liegt,
also die Formeln in o(F) erfiillt. Das gilt ebenfalls wegen der Erfiillbarkeitsbedingung und der
Tatsache, daB m/|, in Mod(spec) liegt und damit die Formeln in F erfiillt.
Nach Fakt 3.6 ist o(Mod(spec)) eine volle Unterkategorie von Mod(X') und damit sind die
Morphismen in o(Mod(spec)) und Mod(c(spec)) gleich. m

Die initiale Semantik dagegen ist nicht vertriglich mit der Vereinigung und Ubersetzung
von Sperzifikationen.

Beispiel Als Gegenbeispiel fiir die Vereinigung betrachte die Signatur ¥ aus GLSign, die eine
Sorte s und zwei Konstanten ¢ und & der Sorte s hat. Die Signatur der Spezifikationen spec; und
specy ist ¥ und die Formelmenge von specy leer und die von specy enthilt die Gleichung k& = c.
Die Trigermenge der Sorte s der Modelle in init(spec;) mufl zweielementig und die der Modelle
von init(specy), wegen der Gleichung k = ¢, einelementig sein. Die Schnittmenge der Modelle
von init(specy) und init(specy) ist damit leer. Andererseits ist Mod(init(specy U specy)) nicht
leer, da in diesem Fall specy U specy gleich spec ist.

Beispiel Fiir die Ubersetzung betrachte die Signatur ¥ mit der Sorte s, der Konstanten c
und die Signatur ¥’ mit der gleichen Sorte s und Konstanten ¢ wie in ¥ plus einer zusitz-
lichen Konstante k& der Sorte s. Als Signaturmorphismus o:% — X/ wilhle die Inklusion und
als Spezifikation wihle spec = (X, 0). Die Trigermenge der Sorte der Modelle von init(spec)
sind einelementig, die der Modelle von init(o(spec)) dagegen zweielementig, wegen der Existenz
der zweiten Konstante k& der Sorte s. Ist A eine 3'—Algebra und liegt A|, in Mod(init(spec)),
d.h. A liegt in Mod(o(init(spec))), dann kann die Trigermenge der Sorte s von A wegen der
Definition des Redukts A|,, ebenfalls nur einelementig sein. Folglich kénnen init(o(spec)) und
o(init(spec)) nicht gleich sein.
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Kapitel 4

Parametrisierung

4.1 Parametrisierte abstrakte Datentypen

Ein parametrisierter abstrakter Datentyp besteht aus einem abstrakten Datentyp als formalem
Parameter, einem abstrakten Datentyp als Rumpf und einen Adt—-Morphismus zwischen ihnen.
Die Modelle des Rumpfes sind Erweiterungen der Modelle des formalen Parameters um neue
Symbole und deren Bedeutung. Diese Erweiterungen miissen nicht eindeutig sein, noch muf fiir
jede formale Parameterstruktur eine Erweiterung existieren. Gibt es zu jeder Parameterstruktur
eine eindeutige Erweiterung, dann definiert ein parametrisierter abstrakter Datentypen einen
Funktor (s.a. Abschnitt 5.1).

Definition 4.1 (parametrisierter abstrakter Datentyp)

Fin parametrisierte abstrakter Datentyp B(X:adtyp)a:adtp besteht aus einem abstrakten Da-
tentyp adty als formalem Parameter, einem abstrakien Datentyp adtp als Rumpf und einem
Adt-Morphismus 3 zwischen formalem Parameter und Rumpf.

B(X:adtp)g:adtp := p:adty — adtg € Adt

Ein abstrakter Datentyp adt 4 ist zulissiger aktueller Parameter eines parametrisierten ab-
strakten Datentyps, wenn seine Signatur alle Symbole der Signatur des formalen Parmeters
enthilt (e.v. umbenannt) und wenn die aktuellen Parametermodelle Erweiterungen von for-
malen Parametermodellen sind. Die Redukte der Modelle des aktuellen Parameters miissen
Modelle des formaeln Parameters sein, da nur fiir diese der Rumpf eine mdogliche Erweiterung
bereitstellt.

Definition 4.2 (Zulassiger aktueller Parameter) Fin abstrakter Datentyp adt 4 ist zuldssi-
ger aktueller Parameter fir einen parametrisierten abstrakten Datentyp B(X:adtp)g: adtp via
p, gdw. p:adty — adt s ein Adt-Morphismus ist.

Wenn im folgenden geschrieben wird, dafl adt 4 ein zuldssiger aktueller Parameter fiir B ist, wird
die Existenz eines geeigneten Adt—Morphismus von adty nach adt, vorausgesetzt und mit p
(p, p1, p' etc.) bezeichnet.

Das Ergebnis der Anwendung eines parametrisierten abstrakten Datentyps B auf einen ab-
strakten Datentyp adty ergibt wieder einen abstrakten Datentyp B(adts). Die Signatur von
B(adt ) besteht aus den Symbolen der Signaturen des Rumpfes und des aktuellen Parame-
ters, wobei darauf geachtet wird, dafl Symbole der aktuellen Parametersignatur, die nicht in
der formalen Parametersignatur enthalten sind, nicht mit den Symbolen der Rumpfsignatur

27



zufillig kollidieren. Diese Bedingung erfiillt das Pushoutobjekt des folgenden Diagramms in der
Kategorie Sign.

g
Sign(adty) Sign(adtp)

P p.o. ,

o
Sign(adt )

In der Gleichungslogik existieren immer Pushouts in GLSign [EMS85, EGL89] und damit
Pushouts in Adt [EGL89]. Sind 3: X — 34 und p: ¥ — ¥4 Inklusionen, erhilt man als 3,,:

Epo = <SFU (SB —SF)U(SA —SF),FFU (FB — FF) U (FA —FF)>.

In diesem Fall ist die diskjunkte Vereinigung gemeint. Sind p und § keine Inklusionen, dafl muf
man die Umbenennung von Sorten und Funktionen des Parameters beriicksichtigen.

Die Modelle von B(adt,) sind dann alle Strukturen aus den Mod(X,,), die Erweiterungen
von aktuellen Parameter— und Rumpfmodellen sind.

Definition 4.3 (Anwendung parametrisierter abstrakter Datentypen)

Ist B(X:adtp)g: adtp ein parametrisierter abstrakter Datentyp und adt 4 ein zuldssiger aktueller
Parameter fir B, dann ist die Anwendung von B auf adts (B(adts)) als das Pushoutobjekt
folgenden Diagramms in Adt definiert

adtp —— adtp

ath > adtpo

und es gilt:
Bladty) := adt,, = '(adt4) U p'(adtp).

Die Frage bleibt, wann der Pushout in Adt und damit die Anwendung von B auf adiy
definiert ist. Der folgende Satz sagt aus, dafl dies immer dann der Fall ist, wenn man die
Resultatsignatur bilden kann, d.h. die Signaturen einen Pushout in Sign bilden.

Satz 4.4 (Der Funktor Sign reflektiert Pushouts) Ist D = adt, £ adtp i) adtp ein

Diagramm in Adt und ezistiert zu dem Diagramm Sign(D) = Sign(adt4) <2~ Sign(adty) 2,
Sign(adtg) in Sign ein Pushout,
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B
Sign(adtr) Sign(adtp)

P p.o. ,

Sign(adta) be

dann hat auch D einen Pushout mit Sign(adt,,) = X,,.

adtp adtp

P p-o. o

ath , adtpo

Die Kategorie Mod(adt,,) ist dann bis auf Isomorphie eindeutig durch die Strukturen und
Morphismen aus Mod(X,,) bestimmt, die in Mod(adtg) und in Mod(adty) liegen

adt,, = 3'(adt 4) U p'(adtp).

Beweis Fiir die Pushouteigenschaft reicht es zu zeigen, daf§ die Morphismen 3': Sign(adt ) —
Ypo und p':adtp — adt,, Adt-Morphismen sind und, dafi der Pushout universell in Adt ist.
Um zu zeigen, daf p’ und #° Adt-Morphismen sind mu Mod(adt,,)|s C Mod(adt4) und
Mod(adt,,)|,, € Mod(adtp) sein. Ist m € Mod(adt,,), dann ist nach Definition der Vereinigung
von abstrakten Datentypen m in Mod (5’ (adt 4)) und Mod(p'(adtg)) und nach der Definition der
Ubersetzung von abstrakten Datentypen sind dann m|g in Mod(adt4) und m|, in Mod(adtp).

Fiir die Universalitit des Pushouts nehmen wir an, es gibt eine Erweiterung F' = adt 4 LN
adt;O & adtg des Diagramms D zu einem kommutierenden Rechteck,

adtp >adt

P .0.
p ,0,

(&3]
—adt

N

dann ist zu zeigen, daf es einen eindeutigen Adt-Morphismus v:adt,, — adt,, gibt, mit
vB" = p1 und vp' = pi. Wegen der Pushouteingeschaft von 3,, gibt es einen eindeutigen
Signaturmorphismus v: Sign(adty,,) — ¥, mit v3" = 4, und vp' = p;.

adt

!

adt;,
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Es bleibt zu zeigen, daf v auch ein Adt-Morphismus ist, d.h. Mod(adt,,)|, C Mod(adt,,).
Ist m' € Mod(adt,,), dann ist m'|s € Mod(adts) und m’'|, € Mod(adtg). Und damit ist
(m/|4)|pr € Mod(adts) und (m'|,)|, € Mod(adtg). Wegen der Definition von adt,, ist dann
m'|, € Mod(adt,,). m

Die Pushoutkonstruktion erlaubt es auch paramterisierte abstrakte Datentypen B als zu-
lassige aktuelle Parameter zu betrachten. Das Resultat der Anwendung von B auf Bj ist die
Verkettung von B und B;!l.

Definition 4.5 Ein parametrisierter abstrakter Datentyp Bi(X:adty, )p, :adtp, ist zuldssiger
aktueller Parameter fiir einen parametrisierten abstrakten Datentyp B(X:adtp)g:adtp, gdw.
der Rumpf adtp, von By ein zuldssiger aktueller Parameter fiir B ist.

Die Anwendung von von B auf B; ergibt wieder einen parametrisierten abstrakten Datentyp

(By o B)(X:adty)gop,: Bladtp,).

ath adtB
P p.o p/
adtr, 5 adtp, 5 Bladtg,)

Da die Kombination von Pushouts wieder Pushouts ergibt (s.a. [Mac88] und [EM85]), ist
es egal ob zuerst B o By berechnet wird und dann das Ergebnis auf einen zuldssigen Parameter
adt 4, angewandt wird, oder ob zuerst Bj(adty, ) berechnet wird und anschliefend B auf das
Ergebnis angewandt wird

(Bo Bi)(adts,) = B(Bi(adta,)).

4.2 Parametrisierte Spezifikationen

Parametrisierte Spezifikationen sind analog zu parametrisierten abstrakten Datentypen defi-
niert. Statt der Kategorie Adt wird die Kategorie Spec genommen. Die Definition parametri-
sierter Spezifikationen entspricht aber auch der in [EM85, EGL89].

Definition 4.6 (parametrisierte Spezifikation)

FEine parametrisierte Spezifikation B(X: specy)g: specg besteht aus einer formalen Parameter-
spezifikation specr, einer Rumpfspezifikation specg und einem Spec—Morphismus 3 zwischen
ihnen.

B(X:specr)a: specp = : specy — specp € Spec

Definition 4.7 (Zulassiger Parameter) Fine Spezifiktion specy ist ein zuldssiger aktueller
Parameter fiir eine parametrisierten Spezifikation B(X :specy)g: specg via p, gdw. p: specp —
specy ein Spec—Morphismus ist.

'fiir parametrisierte Spezifikationen s.a. [EM85, EGL&9]
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Wenn im folgenden geschrieben wird, dafi specs ein zuldssiger aktueller Parameter fiir B ist,

wird die Existenz eines geeigneten Spec—Morphismus von specr nach specy vorausgesetzt und
mit p (p1, p’ etc.) bezeichnet.

Definition 4.8 (Anwendung parametrisierter Spezifikationen) /st B(X:specy)s: specg
eine parametrisierte Spezifikation und specy ein zuldssiger aktueller Parameter fir B, dann ist

die Anwendung von B auf specy (B(speca)) als das Pushoutobjekt folgenden Diagramms defi-
niert

p

specr —_ Specp
P p.o

o

specsa T 8pecp,
/@I

und es ist
B(specy) = specy, = (' (speca) U p'(specg).

Satz 4.9 (Der Funktor Sign reflektiert pushouts)

Ist D = specy L specr i) specg ein Diagramm in Spec und existiert zu dem Diagramm

Sign(D) = Sign(specs) +— Sign(specr) N Sign(specg) in Sign ein Pushout,

B
Sign(adty) Sign(adtp)

p p-o.
Sign(adt 4)

dann hat auch D einen Pushout mit Sign(specy,) = Tp,

specr > SpecB

und es ist
specy, = ' (spec) U p'(specr).
Beweis Fiir die Pushouteigenschaft reicht es zu zeigen, dafi die Morphismen ': Sign(specs) —

Yo und p’: specg — spec,, Spec-Morphismen sind und, dafi der Pushout universell in Spec
ist.
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Um zu zeigen, da§ p’ und 3’ Spec-Morphismen sind mufl Sen(spec,,) = ' (Sen(specy))
und Sen(specy,) = p'(Sen(speca)) gelten. Das gilt, da aus der Definition von spec,, folgt:

Sen(specy,) = ['(Sen(speca)) U p'(Sen(specg)).

Fiir die Universalitit des Pushouts nehmen wir an, es gibt eine Erweiterung £’ = specy SN
spec;o s specg des Diagramms D zu einem kommutierenden Rechteck,

4

specr spec

spe

dann ist zu zeigen, dafl es einen eindeutigen Spec-Morphismus 7:spec,, — specfpo gibt,
mit y3" = f1 und vp’ = p;. Wegen der Pushouteigenschaft von X,, gibt es einen eindeutigen
Signaturmorphismus v: Sign(specy,) — X, mit v3" = B; und vp' = p1.

Es bleibt zu zeigen, dafi 4 auch ein Spec—Morphismus ist, d.h.

Sen(spec,,) = v(Sen(specy,)).

Ist e eine Formel aus Sen(specy,), dann gibt es aufgrund der Definition von spec,, entweder
ein ey in Sen(specs) mit e = (’'(e4) oder ein ep in Sen(specg) mit e = p’(ep). Sei oBdA.
e = ['(e4), dann gilt, da v4' = 31 und 3y ein Spec—Morphismus ist, daf

Sen(specy) = Brlea) = (o).

4.3 Semantik parametrisierter Spezifikationen

In [EGL89, EMS85] ist die Semantik von parametrisierten Spezifikationen eine Funktor von
Mod(specr) nach Mod(specg). In dieser Arbeit dagegen ist es natiirlicher als Semantik einer
parametrisierten Spezifikation einen parametrisierten abstrakten Datentyp zu nehmen. In den
folgenden Kapiteln wird dann gezeigt unter welchen Bedingungen parametrisierte abstrakte
Datentypen einen Funktor definieren und daf§ die klassischen Aussagen [EM85], wie das Amal-
gamierungs und das Extension Lemma, gelten.

Eine Semantik einer parametrisierten Spezifikation B(X:specy)ga: specp ist ein parametri-
sierter abstrakter Datentyp B(X:adtr)g: adtp, wobei

Sign(p: adtp — adtg) = Sign(B: specy — specg)

ist.
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Man mdochte, dafl die Pushout Konstruktion mit der Semantik fiir Spezfikationen und para-
metrisierten Spezifikationen vertréglich ist ist, d.h. fiir alle B(X: specr)s: specg und zuldssigen
Parameterspezifikationen specy soll gelten:

sem(B(specy)) = sem(B)(sem(specy)).

Satz 4.10 Ist B(X:adtp)s: adtp eine Semantik von B(X: specy)g: specg, seien adt 4 und specy
zulédssige aktuelle Parameter und gilt, daff adt; C loose(spec;) fir i € {F, B, A} ist, dann ist

B(adt4) C loose(B(specy))

Beweis Sei spec; = (X, ) fiir ¢ € {I', B, A}. Es ist zu zeigen, dafl jedes m € Mod(B(adty))
die Formeln in F,, := Sen(B(specy)) erfiillt.

Sei nun m € Mod(B(adty)) und e € Fp,. Ist e = p(ep), dann erfiillt m|, e, da m|, €
Mod(adtg) = Mod(FEp) ist. Dann gilt mit der Erfiillbarkeitsbedingung fiir Institutionen m [= e.
Analog verlduft der Fall fiir e = 5'(e4). m

Satz 4.11 Gilt fir B(X:adtr)g:adtp und B(X:specr)g: specg mit zulissigem aktuellen Pa-
rameter specs fir B, daf adt; = loose(spec;) fir i € {F, B}, dann ist loose(specy) aktueller
Parameter fir den parametrisierten abstrakten Datentyp B und es gilt

B(loose(specy)) = loose(B(speca)).
Beweis Fiir B(adt,) kann man auch
B(adts) = f'(adt4) U p'(adtp)
schreiben, und da adt; = loose(spec;) (fiir i = F, B, A) ist, erhilt man
Bladt ) = B'(loose(speca)) U p'(loose(specg))

Wegen der Vertriglichkeit der losen Semantik mit den Operationen auf abstrakten Datentypen
erhilt man

Bladts) = loose(3'(speca) U p'(specg))
Die rechte Seite der obigen Gleichung entspricht der Definition von B(specy) und damit ist

B(adts) = loose(B(specy)).
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Kapitel 5

Eigenschaften parametrisierter
abstrakten Datentypen

5.1 Eindeutigkeit und Konsistenz

Im Gegensatz zu [EM85] wird in dieser Arbeit die Semantik von parametrisierten Spezifikatio-
nen als Funktion auf abstrakten Datentypen betrachtet. Im folgenden werden die Bedingungen
untersucht, mit denen ein parametrisierter abstrakten Datentyp eine Funktion auf Strukturen
beschreibt. Wenn ein parametrisierter abstrakter Datentyp eindeutig und konsistent ist, dann
definiert B einen eindeutigen, streng persistenten Funktor von der Kategorie der Modelle des
aktuellen Parameters adt 4 zu der Kategorie der Modelle von B(adt 4). Die Semantik in [EGL89]
einer parametrisierten Spezifikation als Funktor auf Strukturen ist demnach ein Spezialfall der
in dieser Arbeit vorgestellten Semantik, bei der die Modelle des Rumpfes geeignet gew&hlt
wurden.!

Um die Auswirkungen eines parametrisierten abstrakten Datentyps B auf einzelne Parame-
terstrukturen und Parametermorphismen zu beschreiben wird die Funktion Br definiert.

Definition 5.1 (Br) Zu einem parametrisierten abstrakten Datentyp B und einem zulissigen
aktuellen Parameter adt 4 ist eine Funktion Br: Mod(adt4) — P(Mod(B(adt4))) definiert, die
jeder Struktur m 4 aus Mod(adts) eine Menge von Strukturen aus Mod(B(adt,)) zuordnet, bei
denen das Redukt auf die aktuelle Parametersignatur 34 die Struktur my ist.

Br(mga) == {m € Mod(B(adty)) | m|g = my}

Entsprechend ist auf den Morphismen aus Mod(adt ) die Funktion Br: arr(Mod(adts)) —
P(arr(Mod(B(adty))))

BR(hA) = {h € Mod(B(ath)) | h|ﬁ/ = hA}
definiert.

Liefert Bp fiir jede Struktur m 4 und jeden Morphismus h 4 eines zulissigen Parameters adt 4
eine Menge mit mindestens einem Element wird Bg konsistent fiir adt 4 genannt. Die Konsistenz

'Fiir die Wahl der Modelle im Rumpf s.a. Abschnitt 6 iiber die Vertriglichekit der initialen Semantik mit
Parametrisierung.
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von B bedeutet, dal man eine Menge von Funktionen F definieren kann, die Strukturen auf
Strukturen abbildet:

F :={F:Mod(adts) — Mod(B(adts)) | F(ma) € Br(ma)}.

Wegen der Konsistenz von B sind die Funktionen der Menge F auf jeder Struktur aus Mod(adt 4)
definiert.?

Definition 5.2 (Konsistenz von B) FEin parametrisierter abstrakter Datentyp B ist konsi-
stent fiir einen zuldssigen aktuellen Parameter adt,, wenn fiir jede Struktur m, und jeden
Morphismus ha aus der Kategorie Mod(adty) die Mengen Br(ma) und Br(ha) mindestens
ein Flement enthalten.

Fin parametrisierter abstrakter Datentyp B heifit konsistent, wenn B fiir jeden aktuellen
Parameter konsistent ist.

Die Funktionen in F lassen sich mit dem Begriff von Konsistenz, wie er hier gegeben ist,
nicht zu einer Menge von Funktoren erweitern, da die Komposition der Morphismen aus Br(h4)
und Bg(h'y) nicht definiert sein muf}, auch wenn die Komposition von h4 und b’y definiert ist.

Es kann sein, dal Br(ha) nur h:m — my enthilt und Br(h'y) nur A':my — ms. Es gilt
zwar, dal m;|g = my|g ist, aber es ist nicht m; = m;, gewihrleistet.

Definition 5.3 (Eindeutigkeit von B) Fin parametrisierter abstrakter Datentyp B ist ein-
deutig fiir einen zuldssigen aktuellen Parameter adt,, wenn fir jede Struktur m, und jeden
Morphismus h s aus der Kategorie Mod(adt,) die Mengen Br(ma) und Br(ha) héchstens ein
Element enthalten.

FEin parametrisierter abstrakter Datentyp B heifit eindeutig, wenn B fiir jeden aktuellen
Parameter eindeutig ist.

Zusammen mit der Konsistenz macht die Eindeutigkeit aus Br einen Funktor von Strukturen
aus Mod(adt ) auf Strukturen aus Mod(B(adt,)). Der zu einem parametrisierten abstrakten
Datentyp B assoziierte Funktor ist dann Bp.

Satz 5.4 Ist ein parametrisierter abstrakter Datentyp B konsistent und eindeutig fir einen
aktuellen Parameter adt 4, dann definiert fir ma aus Mod(adt 4)

BF(mA) = mEBR(mA)
Bp(ha:ma — m'y) = h:Bp(ma) = Bp(m'y) € Br(ha)

einen streng persistenten, surjektiven Funktor By von Mod(adts) nach Mod(B(adta)).

Beweis Es ist erstens zu zeigen, dafl By eine Funktion auf Objekten und Morphismen der
Kategorie Mod(adt 4) ist und zweitens, dal By die Funktoreigenschaften erfiillt.

Da B eindeutig und konsistent ist, enthilt Br(m4) genau ein Element. Damit ist Bgr(m4)
wohldefiniert. Ebenfalls enthilt B (h:my — m’y) genau ein Element h: m — m', wobei wegen
der Definition von Bgr(ha) die Struktur m in Br(ma) und m' in Br(m/,) liegt. Also ist Br(m4)
gleich m und Bp(m/y) gleich m’. Damit ist dann Bg(h4) wohldefiniert.

Fiir die Funktoreigenschaften von Bp betrachte zuerst By (idy, ,). Die Identitdt idp,(m ,)
ist ein Morphismus aus Mod(B(adt4)), da Br(m) in Mod(B(adt4)) liegt und Mod(B(adt 4))

2vergleiche auch [SST90]. Die Konsistenzeigenschaft wird dort ,excludes local inconsistencies* genannt.
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eine Kategorie ist. Andererseits ist, da Mod(') ein Funktor ist, auch idg,(m ,)|g' = idpm, und
damit nach Definition von Bg und Bf das Ergebnis B (idy, ,) gleich idp,(m ,)-

Betrachte nun Br(hh'). Die Komposition Br(h) o Br(h') ist dann in Mod(B(adt)), weil
erstens Bp(h) und Bp(h') in Mod(B(adt)) liegen, zweitens die Komposition von Bg(h) und
Br(h') definiert ist, weil hh' definiert ist und drittens Mod(B(adt4)) eine Kategorie ist. An-
dererseits ist, da Mod(#') ein Funktor ist auch (B(h) o Br(h'))|s gleich Bg(h)|g o Br(h')|a
gleich hh', und damit Br(hh') = Br(h) o Br(h').

Der Funktor Br ist wegen der Definition von Bp streng persistent. Auflerdem ist Br surjek-
tiv, da fiir jedes m aus Mod(B(adts)) das Redukt von m auf Sign(adts) in Mod(adt) liegen
muB, es also ein m4 geben muf fiir daB m € Br(m4) und damit m = Br(my4) ist. m

Umgekehrt bestimmt die Existenz eines streng persistenten Funktors von Mod(adt ) nach
Mod(B(adty4)), daf§ der parametrisierte abstrakte Datentyp B konsistent fiir adt 4 ist. Ist der
Funktor zusitzlich noch surjektiv, dann ist B eindeutig fiir ad? 4.

Satz 5.5 Sei B ein parametrisierter abstrakter Datentyp und adts zuldssiger aktueller Para-
meter von B. Gibt es einen streng persistenten Funktor F: Mod(adts) — Mod(B(adts)) bzgl.
Mod(p'): Mod(B(adt4)) — Mod(adts), dann ist B konsistent fir adt 4.

Ist F auflerdem surjektiv, dann ist B eindeutig fir adt 4.

Beweis Zuerst wird gezeigt, dafi B konsistent ist, d.h. fiir alle m4 aus Mod(adt ) gibt es ein
m aus Mod(B(adty)) mit m|g = m,4. Definiere m als F(m,), dann ist m in Mod(B(adt,))
und wegen der strengen Persistenz von F, ist m|g = F(ma4)|g = ma. Analog zeigt man, daf§
F(hA) in BR(hA) 1iegt.

Ist F' zusdtzlich surjektiv, dann ist zu zeigen, dafi B eindeutig ist, d.h. Br(m4) maximal ein
Element fiir m4 aus Mod(adt,) enthilt. Seien m und m’ aus Br(m,), dann existieren, wegen
der Surjektivitdt von F’, zwei Strukturen m/y und m/j mit F'(m/y) = m und F(m'}) = m’. Da
F streng persistent ist, gilt dafl m|z = F(m/y)|3 = m/y und m/|g = F(m'})|g = m’} ist.

Andererseits liegen m und m’ in Bgr(m4) und damit mufl m|z = m4 = m/|z sein. Es ergibt
sich also, dal m4 = m/y = m’} und damit m = F(m/y) = F(m/}) ist. Entsprechend wird gezeigt,
daB Br(h4) maximal ein Element enthilt. m

Die Definitionen der Konsistenz und Eindeutigkeit entsprechen denen bei [Sch86] fiir Zellen.
Eine Zelle die konsistent und eindeutig ist, wird dort auch Modul genannt.

Aus den letzten beiden Sdtzen 5.5 und 5.4 folgt, dal wenn B einen Funktor beschreibt, dieser
auch eindeutig ist.

Korollar 5.6 Fin parametrisierter abstrakter Datentyp B ist eindeutiq und konsistent fiir adt 4,
gdw. es einen streng persistenten, surjektiven Funktor F: Mod(adts) — Mod(B(adts)) gibt. In
diesem Fall sind Br und F gleich.

Beweis Es ist nur noch zu zeigen, dafl By gleich F ist. Seien Bp(m,4) und F(my) fiir ein
ma aus Mod(adts) verschieden, dann gilt aber wegen der strengen Persistentz von F daf
F(mA)|5/ =My ist.

Auflerdem ist F'(ma4) in Mod(B(adts)). Nach Definition von Bpg ist dann aber F(my4) in
Br(ma). Da B eindeutig und konsistent ist, enthilt Br genau das Element Bp(mg4). Also ist
F(my) = Br(mya), was im Widerspruch zu der Annahme, dafl F(m,4) und Br(m4) ungleich
sind, steht. Also ist F' gleich Br. m
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5.2 Amalgamierte Summe und Extension Lemma

Bei der Anwendung eines parametrisierten abstrakten Datentyps B auf einen abstrakten Daten-
typ adt 4 erhebt sich die Frage, wie sich die Modelle von B(adt 4) aus den Modellen des aktuellen
Parameters und des Rumpfes konstruieren lassen. Gibt es iiberhaupt ein m aus Mod(B(adt,)),
so da m|z = my4 und m|, = mp ist und ist m dann eindeutig? Ist die Frage mit ja zu be-
antworten, dann kann man zu den Elementen m 4 aus Mod(adt4) die Strukturen von Br(m4)
eindeutig aus den Strukturen von Br(ma4|,) konstruieren.

Definition 5.7 (Amalgamierte Summe) [In einer Institution 7 existieren eindeutige amal-
gamierte Summen, gdw. es zu jedem Pushout in Sign

XF p B
P .0.
P p/
PP Yo
ﬂ/

und je zwei Strukturen my € Mod(X4) und mp € Mod(Xg) mit ma|, = mp = mp|g eine
eindeutige Struktur m € Mod(X,,) gibt, so daff m|g = m4 und m|, = mp ist. Und zu je zwei
Morphismen hy € Mod(X4) und hg € Mod(Xg) mit ha|, = hr = hglg existiert genau ein
h € Mod(Epo) mit hlﬁl = h4 und hlp’ = hpg.

Die eindeutigen Konstruktionen von m und h werden amalgamierte Summen von my4 und
mp via mg bzw. hg und hg via hg, i.Z.

m. = Mm4g+mp MB

h = ha+n, hs,
genannt.

Das Amalgamierungs Lemma besagt, dafl die amalgamierte Summe eines aktuellen Para-
metermodells mit einem Rumpfmodell immer ein Modell von B(adt4) ist und umgekehrt, dafl
jedes Modell von B(adta) eine amalgamierte Summe eines aktuellen Parametermodells und ei-
nes Rumpfmodells ist. Fiir die Gleichungslogik findet man das Amalgamierungs Lemma z.B. in

[EMS5].

Satz 5.8 (Amalgamierungs Lemma)
Existieren in der Institution T eindeutige amalgamierte Summen dann gilt, ist B ein parame-
trisierter abstrakter Datentyp und adty ein zuldssiger Parameter fiir B, dann ist fir Struktu-
ren ma € Mod(adts) und mg € Mod(adtg), fir die die amalgamierte Summe definiert ist,
mMA +m, mp in Mod(B(adty)).

Entsprechend ist die amalgamierte Summe von Morphismen aus Mod(adt 4) und Mod(adtp)
in Mod(B(adty)).

Umgekehrt lift sich jede Struktur und jeder Morphismus aus Mod(B(adts)) als amalga-
mierte Summe von Strukturen und Morphismen aus Mod(adt,) und Mod(adtg) darstellen.
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Beweis Fiir die amalgamierte Summe m := m 4+, , mp gilt, da m|z gleich m 4 in Mod(adt 4)
liegt und m|, gleich mp in Mod(adtp), also liegt m wegen der Definition von B(adts) in
Mod(B(adty)).

Andererseits ist fiir ein m aus Mod(B(adty)) das Redukt m|g gleich m4 und m|, gleich
mp. AuBerdem ist m 4|, gleich mp gleich mp|g und damit erhilt man

M = 1MA +mp MB.
Entsprechend verliuft der Beweis fiir die amalgamierte Summe von Morphismen. m

Lemma 5.9 FExistieren in einer Institution I eindeutige amalgamierte Summen, dann gelten
folgende Rechenregeln fiir die amalgamierte Summe von Morphismen hr, hg, ha, gr, g und
ga und Strukturen mp, my und mpg:

1. idmA ‘Hde ide = idmA+mFmE
2. haga +hpgr hegs = (ha +i, he)(94 +45 9B)-
Beweis
1. Wegen der Funktoreigenschaft von Mod(p') und Mod(3') erhélt man daf
(deA+mme) |ﬁl = '[’dmA
und (idmA+mFmB)|Pl = ildnpg.
Wegen der Eindeutigkeit der amalgamierten Summe gilt dann die Gleichheit.

2. Wegen der Funktoreigenschaft von Mod(p') und Mod(3') erhdlt man da8

((ha+ny hB)(9a+4- 98))|gr = haga
und ((ha +n, bB)(94 +4- 98))|,y = hpgs.

Wegen der Eindeutigkeit der amalgamierten Summe gilt dann die Gleichheit.
|

Hinreichende und notwendige Bedingung fiir die eindeutige Existenz amalgamierter Summen
in Institutionen (Sign, Mod, Sen, =) ist die Eigenschaft des Funktors Mod Pushouts in Sign
auf Pullbacks in Cat abzubilden.

Satz 5.10 In einer Institution T = (Sign, Mod, Sen, =) ezistieren eindeutige amalgamierte
Summen gdw. der Funktor Mod Pushouts in Sign auf Pullbacks in Cat abbildet.

Sr by Mad(S )64 — v10d(5p)
0. .b.
’ e P’ Mod(p) P Mod(p)
Za Zipo Mod(S
ﬂ/ b 0 ( A) MOd(ﬂ,) MOd(EpO)
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Beweis (<=)? Es ist zu zeigen, da$§, wenn Mod(XZ,,) ein Pullback in Cat ist, es eindeutige
amalgamierte Summen m = m4 4, , mp und h = ha+, hp in Mod(2,,) gibt. Fiir den Beweis
der Existenz von m betrachte die Funktoren M4:1 — Mod (X ) und Mp:1 — Mod(Xg), bei
denen das einzige Objekt in 1 auf my bzw. mp abgebildet wird. Da m 4|, = mp|g gilt, erhilt
man

Mod(p)M4 = Mod(5)Mp.

Folglich existiert ein eindeutiger Funktor M:1 — Mod(Xpe) und damit eine eindeutige Struk-
tur m = M(1) = ma +m, ms.

Analog verlduft der Beweis fiir die amalgamierte Summe von Morphismen h = Ay 44, hB,
wobei statt der Kategorie 1 die Kategorie 2 genommen wird. Die Kategorie 2 enthilt genau
zwei Objekte 1 und 2 und genau einen Morphismus g:1 — 2, der nicht die Identitit ist. Es
werden dann die Funktoren H4:2 — Mod (X ) und Hg:2 — Mod(Xg) betrachtet, bei denen
g auf h4 bzw. hg abgebildet wird.

(=>)* Zu zeigen ist, daB zu einer Kategorie C und Funktoren F:C — Mod(adts) und
G: C — Mod (adtg) fiir die gilt, daB Mod(p)F = Mod(()G ist, ein eindeutiger Funktor H: C —
Mod(Xpo) existiert mit

Mod(8)H = F
und Mod(pY\H = G.

Definiere fiir Objekte ¢ und Morphismen A aus C
H(c) = F(c)+r(

G(e)
und H(h) = F(h) +F(h)|pG(h)

lp

#Diesen Teil des Beweises findet man in [WES5].
*Fiir die Gleichungslogik findet man diesen Teil des Beweises in [EGL89].
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Wegen der Eindeutigkeit amalgamierter Summen, ist H wohldefiniert und wegen der Rechen-
regeln fiir amalgamierte Summen (Lemma 5.9) auch ein Funktor.
Wegen der Definition der amalgamierten Summe ist

(Mod(8)(H))(¢) = H(e)|y= (0
und (Mod(p)(H))(¢) = H(c)], = G(o).

Analog gilt fiir Morphisem h aus C, daf§

(Mod(3)(H))(h) = H(h)|z = F(h)
und (Mod(p)(H))(h) = H(h)|y = G(h).

ist.

Bleibt zu zeigen, dafi H eindeutig ist. Annahme, es gibt einen zweiten Funktor H': C —
Mod(Xpo) mit Mod(s')H' = I und Mod(p')H' = G, dann ist fiir ¢ € C aber H'(¢)|g = I'(c)
und H'(c)|, = G(c). Wegen der Eindeutigkeit amalgamierter Summen ist dann H'(c) = H(c).
Analog gilt fiir die Morphismen h € C, dafi H'(h) = H(h) ist, und man erhilt H' = H. m

Als Folge des vorherigen Satzes hingt die eindeutige Existenz von amalgamierten Summen
nur von der Wahl der Kategorie Sign und des Funktors Mod ab, aber nicht von der Art der
Formeln in Sen(X) oder der Erfiillbarkeitsrelation |=.

DaB es in der Gleichungslogik eindeutige amalgamierte Summen gibt, ist eine bekannte
Tatsache [EM85, EGL89].

Die amalgamierte Summe A = A4 44, Ap zweier Algebren A4 und Ap, deren Redukte auf
der gemeinsamen Signatur gleich sind, ist wie folgt definiert:

4 = { (Aa)s falls s = p'(s') und s € sorts(X4)

(Ag)s falls s =p/(s") und s’ € sorts(Xp)

und A = {4 falls [= /() wnd [ € fun(S4)
fAFs’ falls f — p/(f/) und f/ € f’lLTL(ZB)

Die Mengen A, und und Funktionen f* sind wohldefiniert, da wegen der Definition des Pus-
houts, fiir den Fall dafi 5'(s") = p/(s”) bzw. 5'(f") = p'(f"), die Sorten s’ und s” Bild einer
Sorte aus Y bzw. die Operationssymbole f und f” Bild eines Operationssymbols aus ¥z sein
miissen und die Redukte von A4 und Ap auf X gleich sind.

Bei der Definition der amalgamierten Summe auf Algebren bieten zusitzliche Priadikaten-
symbole keine Schwierigkeiten, und man erhilt, daf auch die Institutionen der Prddikatenlo-
gik 1. Stufe mit und ohne Gleichheit und Hornklausellogik eindeutige amalgamierte Summen
besitzen, da diese Eigenschaft unabhingig von den Formeln der Logik und dem Giiltigkeitsbe-
griff ist.

Extension Lemmata

Die amalgamierte Summe erlaubt es in vielen Fillen Eigenschaften, die fiir den formalen Parame-
ter eines parametrisierten abstrakten Datentyps gelten auf alle zulidssigen aktuellen Parameter
zu ibertragen. Die folgenden Sétze sind Beispiele dafiir.

Satz 5.11 (Extension Lemma) Fzistieren in der Institution T eindeutige amalgamierte Sum-
men, dann gilt:
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1. Ist ein parametrisierter abstrakter Datentyp B konsistent fiir seinen formalen Parameter
adtp, dann ist B konsistent fiir alle zuldssigen aktuellen Parameter.

2. Ist B eindeutig fiir seinen formalen Parameter, dann ist B eindeutig fiir alle zuldssigen
Parameter.

Beweis (1) Fiir die Konsistenz ist zu zeigen, daf fiir alle m4 € Mod(adt4) die Menge Br(m4)
mindestens ein Element enthilt. Da B konsistent fiir adty ist, existiert ein mp € Bgr(mal,).
Wegen dem Amalgamierungs Lemma (Satz 5.8) ist m 1= my 4+, ,|, mp in Mod(B(adta)), also
ist m € Br(ma) und damit Br(m4) nicht leer.

Analog zeigt man, da8 fiir einen Morphismus hy € Mod(adt4) die Menge Br(h.4) nicht leer
ist.

(2) Fiir die Eindeutigkeit ist zu zeigen, da8 fiir alle m4 € Mod(adt4) die Menge Br(m 4) ma-
ximal ein Element enthélt. Nach dem Amalgamierungs Lemma (Satz 5.8) lalen sich die Modelle
von B(adt4) durch amalgamierte Summen von Morphismen und Strukturen aus Mod(adt 4) und
Mod(adtp) darstellen. Speziell fiir B erhilt man:

BR(mA) = {mA -|—mA|p mpB | mp € Mod(adtB),mB|ﬁ = mA|p}
BR(hA) = {hA +hA|p hg | hp € MOd(adtB),hBlﬁ: hA|p}-

Die Bedingungen mp € Mod(adtg) und mpg|g = m 4|, bzw. hg € Mod(adtg) und hg|s = ha4l,
sind dquivalent zu mp € Br(ma|,) bzw. hg € Br(hal,).

Da B eindeutig fiir adty ist, enthélt Br(mal,) bzw. Br(ha|,) maximal ein Element und
damit enthalten auch Br(m4) und Br(h4) maximal ein Element. m

Das klassische Extension Lemma ist die eindeutige Ubertragung von streng persistenten,
freien Funktoren zwischen Mod(adty) und Mod(adtp) eines parametrisierten abstrakten Da-
tentyps auf streng persistente, freie Funktoren von Mod(adt4) nach Mod(B(adt4)) fiir zuldssi-
ge aktuelle Parameter adt . Fiir die Gleichungslogik findet man dieses Extension Lemma in
[EMS85], wo es einen Kernsatz fiir die Korrektheit von parametrisierten Spezifikationen darstellt
und wichtig fiir die Komposition der Semantik parametrisierter Spezifikationen ist.

Satz 5.12 (Extension Lemma fiir Funktoren) FEzistieren in der Institution T eindeutige
amalgamierte Summen, dann gilt:

Ist B(X:adtp)g:adtp ein parametrisierter abstrakter Datentyp und F ein Funktor von
Mod(adtr) nach Mod(adtg), dann gilt:

1. Ist I streng persistent bzgl. des Funktors Mod(B), dann existiert fir jeden zulissigen
aktuellen Paramter adts ein eindeutiger, streng persistenter Funktor F': Mod(adts) —
Mod(B(adty)) bzgl. Mod(3'), fiir den gilt:

Mod(p') o F' = I o Mod(p).

2. Ist I streng persistent und surjektiv, so auch F’.

3. Ist F streng persistent und links adjungierter Funktor zu Mod(3), dann ist F' links ad-
Jungierter Funktor zu Mod ().

Bewelis
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1. Definiere

F'(m) = m +m, F(m],)
und F'(h) = h 4y, F(R],).

Die amalgamierte Summe, und damit [, ist definiert, wenn [’ streng persistent bzgl. des
Vergififunktors Mod(3): Mod(adtg) — Mod(adty) ist, da nur dann

F(m|p)|ﬁ = m|p

ist. Aufgrund der Rechenregeln fiir amalgamierte Summen (Lemma 5.9) ist F’ auch ein
Funktor.

Die strenge Persistenz von F” folgt aus der Definition der amalgamierten Summe, denn es

gilt, daB
F'(m)|g = (m+m|, F(mlp))|g = m
und
F'(R)|gr = (B +n), F(hl,)|s = h
ist.

Die Eindeutigkeit von F’ ergibt sich aus der Eindeutigkeit der amalgamierten Summe
F/(m) = m ), F(l).

2. Sei nun F ein streng persistenter, surjektiver Funktor und sei m’ aus Mod(B(adt4)), dann
existiert zu mp := m/|, ein mp aus Mod(adtr) mit F(mp) ist gleich mp. Da F streng
persistent ist, ist (m'|z/)|, gleich mp|g gleich mp. Damit ist die amalgamierte Summe
m'|gr +m mp definiert und somit ist F'(m'|z) gleich m/.

3. Sei nun F ein streng persistenter freier Funktor bzgl. des Vergififunktors Mod(3), dann ist
zu zeigen dafl F’ ein freier Funktor bzgl. des Vergififunktors Mod(5'): Mod(B(adt4)) —
Mod(adt 4) ist. Wegen der strengen Persistenz von F” ist die Einheit der Adjunktion die
Identitdt, d.h. 1, = id,, fir alle m aus Mod(adt4).

Sei m eine Struktur in Mod(adt,) und m' eine Struktur in Mod(B(adts)) und f:m —
m'| g ein Morphismus in Mod(adt,), dann ist zu zeigen, daf ein eindeutiger Morphismus
f von F'(m) nach m' existiert fiir den gilt f = f|zn,, = f|g. Der Morphismus f|, ist ein
Morphismus von m|, nach (m/|g)|,. Da I ein freier Funktor bzgl. Mod(3) ist, existiert
ein eindeutiger Morphismus f],: F(m|,) — m/|s. Da die Einheit der Adjunktion fiir
ebenfalls die Identitidt ist, gilt, daf f~|p|ﬁ gleich f|, ist und damit ist die amalgamierte
Summe definiert. Wegen der Eindeutigkeit der amalgamierte Summe ist dann

f = f‘|‘f|p f~|p

definiert und eindeutig.
|

Bei der Konstruktion von F’ mithilfe der amalgamierten Summe mufl F’ streng persistent
sein, da sonst die amalgamierte Summe nicht definiert ist.
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Kapitel 6

Vertraglichkeit mit initialer
Semantik

Bei der Vertriglichkeit der initialen Semantik mit parametrisierten abstrakten Datentypen ist es
die Aufgabe fiir eine parametrisierte Spezifikation B(X:specr)g: specg einen parametrisierten
abstrakten Datentyp B(X: adtr)g: adtp zu finden, so daB fiir alle zuldssigen aktuellen Parameter
specy4 von B

init(B(specy)) = B(init(specy))

gilt.

Aus der Kategorientheorie sind die universellen Morphismen (¢,n:¢ — Vg(d)) zu einem
Funktor Vi:D — C (¢ € C und d € D) bekannt, die die Eigenschaft haben zu jedem Morphis-
mus f:¢ — Vi(d') einen eindeutigen Morphismus f:d — d’ 7u konstruieren (s.a. Definition 1.9).
Das bedeutet, dal wenn ¢ ein initiales Objekt der Kategorie C ist, d auch ein initiales Objekt
in D sein mu8f.

Enthilt B(adts) nur Modelle m, fiir die es einen universellen Morphismus (ma,n:ma —
m|g) gibt, wobei Mod(3'): Mod(B(specs)) — Mod(specs), ma € Mod(specy) und m €
Mod(B(specy)) ist, dann folgt aus der Initialitit von my in Mod(specy), daBi m ein initia-
les Objekt in Mod(B(speca)) ist.

Definition 6.1 (Streng S—frei) Ist 3:spec — specy ein Spezifikationsmorphismus und my ei-
ne Struktur aus Mod(specy), dann ist m; streng f—frei, gdw. es einen universellen Morphismus
<m1|@,idml|ﬁ:m1|@ — ma|g) gibt.

Ist my streng f—frei, dann ist my eine streng persistente, freie Erweiterung von mq|g [EGL89].
Die strenge -Freiheit ist angelehnt an die Definition der -Freiheit [GB90] bzw. der Mod(5)-
Freiheit [WES85]. Fiir die 3-Freiheit bzw. Mod(3)-Freiheit einer Struktur m; werden alle Ad-
junktionen (F, Mod(3),n): Mod(spec) — Mod(speci) betrachtet und es wird verlangt, da§ m,
gleich F'(m) fiir ein m aus Mod(spec) ist und dafl F"(m)|g isomorph zu m ist. Die in dieser Arbeit
definierte strenge (G—Freiheit fiir m, fordert nicht die Existenz von Adjunktionen, sondern nur
die Existenz eines universellen Morphismus (m1|g, n: m1|g — ma|g). Zusétzlich wird allerdings
gefordert, daB n die Identitit ist und nicht bloB ein Isomorphismus.

Die Identitat von i wird fiir das folgende Extension Lemma benétigt. Als Folge des Extension
Lemmas, braucht man nicht mehr alle Modelle aus B(adty) auf strenge #'—Freiheit zu testen,
sondern es reicht aus das fiir die Modelle von adtg zu tun.

!s.a. die Bemerkung zur Definition der Persistenz auf Seite 12
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Lemma 6.2 (Extension Lemma streng —frei) FExistieren in der Institution I eindeutige
amalgamierte Summen, dann gilt:

Ist B(X:specr)g: spec eine parametrisierte Spezifiaktion, specs ein zuldssiger aktueller
Parameter fiir B und mg € Mod(specg) streng S—frei, dann ist jedes Modell m von B(specy),
mit m|, gleich mp, streng (3'frei.

Beweis Gibt es zu einem m’ € Mod(B(specy)) einen Morphismus fa:m|g — m/|g, dann ist
zu zeigen, dafl ein eindeutiger Morphismus f:m — m' mit f|g = fa existiert. Da mp = m|y
streng f—frei ist und fp := fa|, ein Morphismus von mp|g = (m|g)|, nach (m/|,/)|s ist, existiert
ein eindeutiger Morphismus fr:mp — m/|, mit fr|g = fr.
Mit der Definition . .
f=Tfats fr
ist f:m — m/ ein eindeutiger Morphismus zu f4, da fx eindeutig zu fr ist und die amalgamierte

Summe eindeutig ist. m

Das folgende Lemma ist die Kernaussage fiir die Vertrdglichkeit von parametrisierten ab-
strakten Datentypen mit der initialen Semantik. Aus der Eigenschaft, daf} die strenge g—Freiheit
ein Spezialfall eines universellen Morphismus ist und nach Satz 1.10, folgt das Lemma:

Lemma 6.3 st 3: spec — specy ein Spezifikationsmorphismus, my € Mod(specy) eine streng
B—freie Struktur und mq|g ein initiales Objekt in der Kategorie Mod(spec), dann ist my ein
initiales Objekt in der Kategorie Mod(specy).

Fiir den Beweis der Vertrdglichkeit wird noch bendtigt, dafi strenge S-Freiheit abgeschlofien
ist gegen die Isomorphie von Strukturen.

Lemma 6.4 [st (5: spec — spec’ ein Spezifikationsmorphismus, m’ € Mod(spec') streng 3—frei
und m € Mod(spec') isomorph zu m', dann ist m| ebenfalls streng 3—frei.

Beweis Es ist zu zeigen, dafl m/ streng f—frei ist, d.h. zu einem Morphismus f:m]|g — mb]|g
aus Mod(spec) gibt es einen eindeutigen Morphismus f:m} — m} aus Mod(spec’) mit f|g = f.
Da m/ streng —frei und via ¢ isomorph zu m] ist, existiert zu

9= filg
ein Morphismus §: m’ — m/{, mit §|g = g. Definiere

J=g"
dann ist das Redukt von f via f3 gleich

fls= (@ Mz =1
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Um die Eindeutigkeit von f zu zeigen, nehmen wir an, es gibt einen zweiten Morphismus
h:m/ — m/, mit h|z = f. Dann definiert

b =M
einen Morphismus von m' nach m/, mit

hlg = (hi)ls = g.
Da § eindeutig mit der Eigenschaft §|g = ¢ ist, muB A’ = h¢ gleich § sein und damit h = f. =

Satz 6.5 (Vertraglichkeit initialer Semantik mit Parametrisierung) Fzistieren in der
Institution T eindeutige amalgamierte Summen, dann gilt:

Ist B(X:specr)a: specp eine fiir specy konsistente parametrisierte Spezifikation und specy
ein zuldssiger aktueller Parameter, dann gilt

B(init(speca)) = init(B(speca))
fiir einen parametrisierten abstrakten Datentyp B(X:adtr)g: adtp mit:
1. adtp = loose(specr),
2. adtg = (Sign(specg),{mp | mp € Mod(specg), mp ist streng f-frei}),
3. B ist konsistent fiir adtp,
4. und Mod(init(speca)) ist nicht leer.

Beweis

(C) Es ist zu zeigen, daBl, wenn m € Mod(B(init(specy))) ist, dann ist m initiales Objekt in
Mod(B(specy)). Wegen dem Amalgamierungs Lemma 148t sich m als amalgamierte Summe

m = my +pmy, MB

darstellen. Da mp in Mod(adtpg) ist, ist mp streng —frei und nach dem Extension Lemma 6.2
ist dann m streng '—frei. Dann ist aber nach Lemma 6.3 m initales Objekt in Mod(B(speca)),
da m|g = m4 initiales Objekt in Mod(specy) ist.

(D) Es ist zu zeigen, dafl wenn m initiales Objekt in Mod(B(specs)) ist, dann ist m in
Mod(B(init(specy))).

Ist Mod(init(specs)) nicht leer, dann gibt es, da B konsistent ist, eine Struktur m' aus
Mod(B(init(specy))), die nach Teil 1 initiales Objekt in Mod(B(spec4)) und damit isomorph
zu m ist. Da Funktoren Isomorphie erhalten, sind m’|g und m|z isomorph zueinander und da
m/'|g ein initiales Objekt in Mod(specy) ist, ist m|g auch ein initiales Objekt in Mod(specy).

AuBerdem ist m/|, streng f-frei und da m/|, isomorph zu m|, ist, ist nach Lemma 6.4
auch m|, streng —frei. Damit ist m in Mod(B(init(specs))). m

Die Vorausssetzung, dafl adtr = loose(specr) ist garantiert, daff jede initiale Semantik einer
aktuellen Parameterspezifikation auch ein aktueller Parameter des parametrisierten abstrakten
Datentyps ist. Die Modelle von adty kann man auch geeignet einschrinken, wenn man nicht
alle initialen Semantiken von aktuellen Parameterspezifikationen als aktuelle Parameter des
parametrisierten abstrakten Datentyps zulassen will. Fiir initiale Semantiken die zulissig fiir
den parametrisierten abstrakten Datentyp sind gilt immer noch

B(init(speca)) = init(B(speca)).
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Beispiel Eine Anwendungsmoglichkeit z.B. in der Gleichungslogik ist die Verwendung des Sorte
bool mit ihrer {iblichen Bedeutung als Menge der Wahrheitswerte true und false, in einer
formalen Parameterspezifikation. Alleine mit Gleichungen 148t sich nicht verhindern, daf eine
aktuelle Parameterspezifikation zulissig ist, die die Gleichung true = false enthilt und damit
die Standardbedeutung von bool zerstort. Das diese Spezifikation nicht mehr zuldssig ist kann
man dadurch erreichen, dafl die Modelle in adty nur noch diejenigen aus loose(specy) sind, bei
denen bool der Standardinterpretation entspricht. (s.a. [WE85, Ehr89, OSC89])

In der Gleichungslogik kann man zu jeder Algebra Ar aus Mod(specr) eine Algebra Apg
aus Mod(specg) konstruieren, so dal (A4, n: Ay — Ap|s) ein universeller Morphismus fiir
geeignetes 7 ist [EM85, EGL89]. Damit 7 die Identitit wird und damit Ap streng [—frei ist,
miissen die Bedingungen ,, no—junk*“ und ,,no—confusion* erfiillt sein.

1. ,no—junk® bedeutet, dafl bei der Konstruktion von Ap keine neuen Elemente aus Para-
metersorten erzeugt werden. Eine Bedingung dafiir ist die hinreichende Vollstindigkeit
[Gan83, Pad85]. Die hinreichende Vollstindigkeit von  verlangt, daf es fiir jeden Term
t € Tsp(Vsorts(sp))sorts(zp) €inen Term ¢ aus Ty, (V) gibt, so dal aus den Gleichungen
von specp die Gleichheit ¢ = §(t') folgt.

2. ,no-confusion“ bedeutet, daff die Gleichungen in der Rumpfspezifikation keine Elemente
aus Parametersorten miteinander identifizieren. Das heifit, sind # und #' zwei Terme aus
Tx,. (V) und folgt aus den Gleichungen von specg, daf ¢ = ¢’ ist, dann muf§ ¢ = ¢’ auch
schon aus den Gleichungen des formalen Parameters folgen [Gan83, Pad85].

Aus der Existenz einer streng J—freien Algebra Ap zu jeder Algebra des formalen Parameters
folgt die Konsistenz von B fiir adtp.

Die letzte Bedingung fiir die Vertriglichkeit ist in der Gleichungslogik immer erfiillt, da, wie
aus dem Abschnitt 3.3 iiber die Semantik von Spezifikationen hervorgeht, zu jeder Spezifikation
specy ein initiales Modell existiert.

Die Konsequenz aus den letzten Ausfiihrungen ist, daff immer wenn nach [EM85] die Para-
meteriibergabe korrekt fiir eine parametrisierte Spezifikation und eine Argumentsperzifikation
ist, dann gelten die Voraussetzungen fiir die Vertrdglichkeit der initialen Semantik mit der
Parametrisierung.
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Teil 111

Stabilitdt und Implementierung
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Kapitel 7

Abstraktorimplementierung

Abstrakte Datentypen bestehen aus einer Signatur und einer Menge von Modellen. Im Prozef
der Softwareentwicklung wird die Menge der Modelle des abstrakten Datentyps durch Designent-
scheidungen immer weiter reduziert, bis im Idealfall nur noch eine Realisierung der Signatur,
also ein Programm, iibrig bleibt. Dieser Prozefl, auch Refinement oder Verfeinerung genannt
[ST86, Wir89], ist die Basis fiir die Abstraktorimplementierung.

Definition 7.1 (Verfeinerung (Refinement)) FEin abstrakter Datentyp adt wird zu einem
abstrakten Datentyp adt; verfeinert
adt ~ adty,

wenn adt und adt, die gleiche Signatur haben und die Kategorie Mod(adt,) eine Unterkategorie
von Mod(adt) ist
adt, C adt.

Die Bedingung ist dquivalent zu der Forderung, dafl es einen Adt—Morphismus ¢+ von adt
nach adt’ gibt, der auf den Signaturen die Identitit ist.

Neben dem Einschrinken der Modelle eines abstrakten Datentyps mufl es auch moglich sein
die Modelle des abstrakten Datentyps mithilfe der Modelle eines anderen abstrakten Datentyps,
der 7z.B. eine reichere Signatur hat, zu konstruieren. Ein anderer Aspekt ist, dafi die Implemen-
tierung nicht exakt den abstrakten Datentyp implementiert sondern nur sein Verhalten, also
eine Abstraktion des abstrakten Datentyps. Diese zwei Anforderungen sind im folgenden Im-
plementierungsbegriff zusammengefafit.

Definition 7.2 (Abstraktorimplementierung 1) Fin abstrakter Datentyp adt; implemen-
tiert den abstrakten Datentyp adt bzgl. des Abstraktors o via o: Sign(adt) — Sign(adty)

adt ~> adt,,
o
gdw. adty|, eine Verfeinerung der Abstraktion von adt bzgl. o ist
Beh,, (adt) ~ adty|,.
Mit anderen Worten o muff ein Adt—Morphismus von Beh,(adt) nach adt, sein.

Die Verhaltensimplementierung parametrisierter abstrakter Datentypen wird punktweise auf
die Verhaltensimplementierung abstrakter Datentypen zuriickgefiihrt.
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Definition 7.3 (Abstraktorimplementierung 2)

Fin parametrisierter abstrakter Datentyp By(X:adtr)g, :adtp, implementiert den parametri-
sierten abstrakten Datentyp B(X:adtp)g:adtpg bzgl. des Abstraktors a via o:Sign(adtp) —
Sign(Bi(adtr)),
B B,
a

gdw. fir alle zuldssigen aktuellen Parameter adt, von B die Anwendung von By auf adty eine
Implementierung der Anwendung von B auf adt 4 bzgl. des Abstraktors o via o' ist

B((Ith) ,‘3‘,7 By (ath).
g
Der Abstraktor of entsteht aus o durch Ubersetzung mit p'

o = pl().

Fiir jeden zuldssigen Parameter adt, ist o' die eindeutige Erweiterung von o auf einen
Signaturmorphismus von Sign(B(adt4)) nach Sign(Bi(adts)).

Sign(adtpg,) Sign(adty)
p-o.

Sign(adty) Sign(adtp) Sign(Bi(adtr)) Sign(adtr)

p.o. p.o.

!
Sign(adt ) Sign(B(adt 4)) Sign(Bi(adts)) Sign(adty)

Im Gegensatz zu anderen Implementierungskonzepten [ST86, Wir89, Hen89b] wird nicht
gefordert, daf die formalen Parameter von B und B; gleich sein oder die gleiche Signatur
haben miissen. Es mufl nur jeder zulissige Parameter fiir B auch ein zulissiger Parameter fiir
die Implementierung B; sein. Damit ist es mdglich die Anforderung an die aktuellen Parameter
der Implementierung abzuschwichen. Entsprechend ist o auch kein Morphismus von Sign(adip)
nach Sign(adtp,) sondern ein Morphismus von Sign(adtg) nach Sign(Bi(adtr)).

Der in dieser Arbeit verwendete Begriff der Abstraktorimplementierung ist ein Spezialfall
des Begriffs aus [ST86], da hier nur die Ableitung eines abstrakten Datentyps als Konstruktor
zugelassen wird, wihrend in [ST86] alle Operationen auf abstrakten Datentypen zugelassen
sind, die mithilfe von Funktionen auf Strukturen definiert sind.!

Die Einschriankung auf die Ableitung als Konstruktor geschieht zur Konzentration auf die
Abstraktoren und deren Beziehung zur Parametrisierung.

die Ableitung von abstrakten Datentypen ist z.B. ein Konstruktor im Sinne von [ST86], die Ubersetzung von
abstrakten Datentypen dagegen nicht.
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7.1 Vertikale Komposition

Damit ein Implementierungsbegriff praktisch anwendbar ist, verlangt man von ihm folgende

Eigenschaften [ST86, Wir89]:

e Die Implementierung einer Implementierung eines abstrakten Datentyps mufl ebenfalls
eine Implementierung des abstrakten Datentyps sein. Diese Eigenschaft ist die vertikale
Komposition von Implementierungen.

e Ein abstrakter Datentyp mufl an jeder Stelle durch seine Implementierung ersetzt werden
kénnen.? Diese Eigenschaft wird horizontale Komposition genannt.

Dieser und der ndchste Abschnitt befafit sich mit den Bedingungen fiir die vertikale und hori-
zontale Komposition.

Satz 7.4 (vertikale Komposition 1) /st adt, eine Implementierung der Abstraktion von adt
und adty eine Implementierung der Abstraktion von adty

adt > adt; 25 adt,,
a a1

dann ist adty eine Implementierung der Abstraktion von adt

adt > adty,
[eon]
wenn =,, C 0(=,) ist.

Beweis Da adt, die Abstraktion von adty implementiert, ist Mod(adts)|,, eine Unterkategorie
von Mod(Behs, (adty))
adts|s, C Behy, (adty).

Da Mod(o) monoton ist erhilt man, dal Mod(adts)|s,, eine Unterkategorie des o-Redukts der
Modelle von Beh,, (adty) ist
adts|so, C Behg, (adty)],.

Da adt; die Abstraktion von adt implementiert, ist
adti|, C Beh, (adt)
und da « monoton und idempotent ist, erhdlt man
Beh, (adty|,) C Beh,(adt).
Somit bleibt zu zeigen, daf
Beh,, (adty)|, C Beh,(adty|,)

ist. Ist m aus Mod(adt;) und m’ =,, m, dann gilt, da =,, eine Teilmenge von o(=,) ist, daBl
m|, =, M|, gilt. Wegen der Definition von adt,|, ist m|, in Mod(adt,|,), und damit liegt m/
in Mod(Beh,(adt1],)). =

2genauer: ist adt ~» adt’, dann muf adt'|, an die Stelle von adt treten kénnen
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Satz 7.5 (vertikale Komposition 2) st der parametrisierte abstrakte Datentyp By eine Im-
plementierung der Abstraktion des parametrisierten abstrakten Datentyps B und By eine Im-
plementierung der Abstraktion von By

B~ By 2 By,
o a1
dann ist By eine Implementierung der Abstraktion von B
B < B,
o071

wenn pi(=a,) C o(=a.) ist, wobei der Morphismus p} der eindeutige Morphismus von adtp,
nach By(adtr) zu dem Morphismus p1 von adtp, nach adtp ist.

Beweis Es ist zu zeigen, daf} fiir jeden aktuellen Parameter adt, von B die Anwendung von
By auf adty eine Implementierung der p’(a)—Abstraktion von B(adt,) ist.

Sign(adtp,) Sign(adtp,)
o p.o. P1
o
Sign(adt) Sign(adtp) Sign(Bi(adtr)) Sign(adtr)
P p.o. o g p.o. P
!
Sign(adt ) Sign(B(adts)) Sign(Bi(adta)) Sign(adt 4)

Da Bj das Verhalten von B implementiert, ist auch Bg(adty) eine Implementierung der Ab-
straktion von Bj(adts). Da B; das Verhalten von B implementiert, ist auch Bj(adts) eine
Implementierung der Abstraktion von B(adty)

B(adt ) A By (adt 4) Plei ()
O-I ’

7,

Bg(ath),

Um Satz 7.4 anzuwenden, ist zu zeigen, dafl

PP} (Za)) € 0'(p'(Z0))

gilt. Da p}(=,,) laut Voraussetzung eine Teilmenge von o(=,) ist, ist p"(p}(=.,)) eine Teil-
menge von p’(0(=,)) = o'(p'(=,)). Nach Satz 7.4 ist nun By(adt,) eine Implementierung der
o'(a)-Abstraktion von B(adts).

Wenn p}(=.,,) eine Teilmenge von o(=,) ist, dann ist auch p”(p|(=,,)) eine Teilmenge
von p’(0(=a)) = p"(p}(=a)) und dann ist wegen Satz 7.4 By(adta) eine Implementierung der
p'(a)—Abstraktion von B(adts). =

7.2 Horizontale Komposition

Die Bedingung der horizontalen Komposition verlangt, dafl an jeder Stelle, an der ein abstrakter
Datentyp stehen kann auch seine Implementierung stehen kann.
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Ist z.B. B(X:adtp)g:adtp ein parametrisierter abstrakter Datentyp, adt, ein zuldssiger
Parameter fiir B und adt/, eine Implementierung von adty bzgl. @y via o, dann muff auch
adt'y|, ein zuldssiger aktueller Parameter von B sein und B(adt'y|,) eine Verfeinerung der
Abstraktion von B(adt4) bzgl. o' sein

Bladta) % Bladt)y],),

wobel o = p'(ay) und ap eine Abstraktor der Signatur Sign(adtp) ist.

Man kann nicht verlangen, dafl B(adt/,|,) eine Verfeinerung von B(adt,) ist, da von dem
abstrakten Datentyp adt/;|, nur verlangt wird, daB er eine Verfeinerung der Abstraktion von
adt 4 ist und nicht eine Verfeinerung von adt4 selbst. Fiir den Sperialfall der a4—Abstraktion
von adt 4 als Implementierung der Abstraktion von adt 4

adt 4 % adt 4,
3

erhélt man aus der Forderung der horizontalen Komposition, dal B(Beh, , (adt4)) eine Imple-
mentierung der o’-Abstraktion von B(adt,) sein muf, oder mit anderen Worten

(x) B(Beh, , (adt,)) C Beh, (B(adty)).

Die Eigenschaft (x) heiBt auch Erhaltung der as-Aquivalenz von B (,B preserves as—
equivalence“ [ST86],) weil B zu =, ,—dquivalenten Modellen aus Mod(adt4) nur =, —dquiva-
lente Modelle konstruiert. Die Wichtigkeit von (*) fiir die horizontale Komposition von Imple-
mentierungen zeigt sich in folgendem Satz, der besagt, daf (x) hinreichende Bedingung fiir die
horizontale Komposition ist.

Satz 7.6 (horizontale Komposition) Gegeben ist ein parametrisierter abstrakter Datentyp
B(X:adtp)g:adtp, ein zuldssiger aktueller Parameter adty fir B und ein Abstraktor ap der
Signatur Sign(adtg).

Fir jede Implementierung adt'y der a4—-Abstraktion von adt

adt 4 %ﬁ; adt'y

ist B(adt'y|,) eine Implementierung der o' —Abstraktion von B(adta), wobei o = p'(ap) ist,
falls
B(Behg ,(adts)) C Behy (B(adt))

ist.

Beweis Es ist zu zeigen, dafl
Bladi'|,) C Behg(Blads))

ist. Da adt’y eine Implementierung von adt, und B monoton ist, erhilt man
Bladt,) C B(Beha, (adta).

Aus der Voraussetzung, dal B(Beh, , (adts)) C Beh, (B(adt,)) ist, folgt dann
B(adt'y|,) C Behy (B(adta)).

|

Das Erhalten der av4—Aquivalenz ist nur dann gewiihrleistet, wenn die Abstraktion des aktuellen
Parameters adt 4 bzgl. a4 ebenfalls ein zuldssiger Parameter ist. Dies fiihrt zu dem Begriff der
Zulissigkeit bzgl. eines Abstraktors (s.a. Kapitel 9).
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Kapitel 8

Beispiele fiir Abstraktoren

8.1 Verhaltensiquivalenz

Die Definiton der Verhaltensiquivalenz war gedacht als Erweiterung des Konzepts der beob-
achtbaren Sorten (Abschnitt 8.2) auf beliebige Institutionen [ST85b, ST85a].! Die Vorstellung
hinter der Tatsache, dafl zwei Strukturen verhaltensiquivalent sind ist, daf sie auf Beobachtung
gleich reagieren. Beobachtungen sind Formeln und die Ergebnisse von Beobachtungen sind die
Festellungen, ob die Formeln in einer Struktur giiltig sind oder nicht. Demnach zeigen zwei
Strukturen dasselbe Verhalten, wenn fiir jede Formel einer Menge von Beobachtungen, die For-
mel in beiden Strukturen giiltig oder nicht giiltig ist.

Um z.B. in der Gleichungslogik Beobachtungen iiber Elemente anzustellen, die sich nicht
durch Grundterme reprisentieren lassen, kénnen Beobachtungen auch freie Variablen enthalten

(s.a. Abschnitt 2.3)

Definition 8.1 (Beobachtung) Fine X-Beobachtung, oder einfach Beobachtung, ist ein offe-
ne X-Formel (¢, ).

Definition 8.2 (Verhaltensaquivalenz) Sind m und m; zwei Strukturen aus Mod(X) und
obs eine Menge von X—Beobachtungen, dann ist m reduzierbar auf my bzgl. der Beobachtungen
in obs

m <,ps my,

gdw. wenn es fiir jede Beobachtung o = (¢, €) aus obs und jede Variablenbelegung m’ mit Werten
aus m eine Variablenbelegung m’ mit Werten aus my gibt, so dafy

mEp 06 my [y 0

gilt.
Die Strukturen m und my zeigen das gleiche Verhalten (sind verhaltensdquivalent) bzgl. der
Beobachtungen in obs
m =eps M1

gdw.
m <gps M1 und my <ops M.

"Dazu, daB dies nicht in vollem Umfang gelungen ist, s.a. Abschnitt 8.2. Der Grund dafiir ist, daB sich
Vehaltensidquivalenz und Aquivalenz bzgl. beobachtbarer Sorten bei der Ubersetzung mit Signaturmorphismen
unterschiedlich verhalten.
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Die Definition der Reduzierbarkeit m <,;s m; stammt im wesentlichen aus [ST84, ST85b].
Der Unterschied zu der Definition dieser Arbeit besteht darin, daf in [ST84] nur offene Formeln
iiber einer festen Variablenmenge betrachtet werden und die Definition von m <5 m1 verlangt,
daf fiir alle Variablenbelegungen m’ eine Variablenbelegung m/ existiert, so daf fiir alle o € obs
gilt:

m s 05 m o
Dabei geht die Unabhingigkeit der Beobachtungen voneinander verloren. Gilt z.B. m < 5, my
und m <(,, mq, dann braucht nicht m < 5,03 ™M1 7u gelten, wenn o iiber dieselben freien
Variablen wie obs aufgebaut ist. Die Definition der Reduzierbarkeit m <,s m1 in dieser Arbeit
dagegen betrachtet jede Formel aus obs mit ihren freien Variablen unabhdngig voneinander,
als ob ihre Variablenmengen alle disjunkt wiren. Im Grenzfall, wenn die Formeln keine freien
Variablen enthalten, sind beide Definitionen dquivalent.

Korollar 8.3 Ist fiir alle X—Formeln (¢, €) aus obs der Signaturmorphisus ¢ die Identitdit auf X,
dann ist e in Sen(X) und (¢, e) wird mit e identifiziert. Die Definition der Verhaltensdiquivalenz
bzgl. obs zweier Strukturen m und my aus Mod(X) vereinfacht sich dann zu:

m =ops M

gdw.
V(p,e) € obs : m = e < my = e.

Beweis Ist (¢,e) eine offene ¥-Formel und ¢ = idy, die Identitit auf ¥, dann ist fiir m
aus Mod(X) die Struktur m die einzige Struktur fiir die m|;q, = m gilt. Das heifit fiir alle
Variablenbelegungen m' mit Werten aus m gilt, da m =,/ (¢, €) gdw. m = e.

Damit erhilt man, daB m <,s my genau dann gilt, wenn fiir alle (¢, e) aus obs aus der
Giiltigkeit von e in m die Giiltigkeit von e in m; folgt.

Es gilt nun m =g my gdw. m <gps my und my <gps m gilt, d.h. wenn man fiir alle (¢, e)
aus obs

mEe&m =e

hat. m
Aus der Definiton von <_;, folgen einige einfache Aussagen.
Fakt 8.4 Sind obs; und obsy X—-Beobachtungen, dann gilt:
1. Ist obs; C obsy, dann ist <,p,, C <gps, -
2. Zobsy M Sobsy = Sobs; Uobsy -
Entsprechend erhilt man fiir =, folgende Aussagen.
Fakt 8.5 Sind obsy und obsy Mengen von Y—Beobachtungen, dann gilt:
1. =gps, it eine A quivalenzrelation.
2. Ist obsy C obsy, dann =,p5, C =ops, -

3. =obs; N =obsy — —obs; Uobsy *
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Satz 8.6 Unter der Voraussetzung, daf$ in der Institution T eindeutige amalgamierte Summen
existieren gilt:
Ist 0: 32 — ¥y ein Signaturmorphismus und obs eine Menge von ¥X—-Beobachtungen dann ist

Sa(obs) = U(Sobs) .

Bewelis

(=) Fiir jede Beobachtung o(0) aus o(obs) ist zu zeigen, daf es fiir jede Variablenbelegung
m' mit Werten aus m eine Variablenbelegung m) mit Werten aus m; gibt, so daf

M Fp 04 My ) 0
gilt.
Da (m/|,)]4 gleich m ist, ist m/|,» eine Variablenbelegung mit Werten aus m. Da

m|a Sobs m1|0

gilt, existiert eine Variablenbelegung m{ mit Werten aus m |, dessen Redukt auf ¥ die Struktur
mi |, ist und man erhilt, dafl

mla ):m’|(,/ 0= m1|0 ):m{’ o

gilt.
Da die Institution Z eindeutig Strukturen konstruiert existiert die amalgamierte Summe
m) = ml +

my|e T

und m]} ist eine Variablenbelegung mit Werten aus m;.
Man erhilt nun wegen der Erfiillbarkeitsbedingung fiir offene Formeln daf

M 0(0) & my oy 0(0)
gilt.

(<) Fiir jede Beobachtung o aus obs ist zu zeigen, daf} es fiir jede Variablenbelegung m’ mit
Werten aus m/|, eine Variablenbelegung m/ mit Werten aus m,|, gibt, so da8

m|o Emn 0 mils }:m{’ o

gilt.
Ist m” eine Variablenbelegung mit Werten aus m|,, dann ist m”|4 = m|,. Da die Institution
7 eindeutig Strukturen konstruiert, ist die amalgamierte Summe

m' = m" +m//|¢ m

definiert und m’ eine Variablenbelegung in m. Dann gibt es aber eine Variablenbelegung m/
mit Werten aus m; so dafl

M e 0(0) € M1 Epy 0(0)

gilt. Definiere nun m{ als m{|,/, dann gilt

mla ):m” 0= m1|0' 'Zm{' 0,

da m/|, gleich m” ist und die Erfiillbarkeitsbedingung fiir offene Formeln gilt. m
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Korollar 8.7 Unter der Voraussetzung, daf in der Institution T eindeutige amalgamierte Sum-
men existieren gilt:
Ist 0: 32 — ¥y ein Signaturmorphismus und obs eine Menge von ¥X—-Beobachtungen dann ist

Ea'(obs) = U(EObS) .

Fiir den Fall, daf obs nur geschloBene Formeln enthilt, d.h. Formeln (¢,e), bei denen ¢
die Identitdt ist, braucht man die Eigenschaft, dafl in der Institution Z eindeutig amalgamierte
Summen existieren, nicht fiir den Satz, da immer nur genau eine Variablenbelegung existiert.

Definition 8.8 (cl(0bs)) Zu X -Beobachtungen obs ist cl(obs) definiert als die gréfite Menge
von offenen X—Formeln fiir die gilt:

=cl(obs) = =obs-

Die Definition von cl(obs) in dieser Arbeit unterscheidet sich von der aus [ST84]. Dort ist
cl(obs) der Abschlufl von obs unter Negation, Konjunktion, logischer Aquivalenz und Allquan-
tifizierung. Die Definition von ¢/(0bs) in dieser Arbeit ist dagegen nicht konstruktiv. Die Menge
cl(obs) enthilt die Menge cl(obs) aus [ST84]. Beide Mengen sind aber nicht gleich. Mit der
Definition von cl(obs) in dieser Arbeit folgt aus =up5 = =4psr, daB cl(0bs) = cl(obs’) gilt. Diese
Eigenschaft gilt aber nicht in [ST84].

Satz 8.9 Fir eine Menge von Beobachtungen obs ist cl(obs) die Vereinigung aller Mengen von
Beobachungen obs', bei denen =,ps = =,pq 18t

cl(obs) = U obs’.

EObé:Eobs/

Bewelis

Einerseits ist zu zeigen, dafi = p5) = =obs ist. Das gilt, da obs’ so gewidhlt ist, dali =50 = =415
ist und damit
ﬂ =obs! = =obs

ist. Laut Fakt 8.5 erhilt man dann

n =obs! = EU obs!

- Ecl(obs)'

Andererseits ist zu zeigen, daf c/(obs) auch wirklich maximal ist. Annahme, es gibt ein obs’ fiir
das =,p¢ = =obs, gilt und obs’ ist keine Teilmenge von cl(obs). Das steht im Wiederspruch zu
der Definition von cl(obs), nach der die Beobachtungen obs’ in c/(obs) liegen miissen. m

Fakt 8.10 (Eigenschaften von cl(obs)) Sind obs und obs; Mengen von ¥-Beobachtungen,
dann gilt:

1. obs C cl(obs)
2. Ist =5 gleich =gps,, dann ist auch cl(obs) gleich cl(obsy)

3. cl(cl(obs)) = cl(obs)

Bewelis
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1. obs C cl(obs) folgt aus der Tatsache, dafl =,ps = =,1(0p5) ist.
2. Da =.p5 = =ops, gilt, ist cl(obsq1) C cl(obs) und cl(obs) C cl(obsy).

3. cl(cl(obs)) = cl(obs) folgt aus dem vorherigen Teil mit obs; = cl(obs).
|

Satz 8.11 Ist obs eine Menge von Y -Beobachtungen und M eine Menge von Strukturen aus
Mod(X), dann ist =45 (M) eine Teilmenge der Modelle von Th(M) N cl(0bs)

=ops(M) C Mod(Th(M) N cl(obs)).

Beweis Ist m’ aus =,5(M), dann existiert ein m aus M mit m’ =,5 m. Es ist zu zeigen, daf§
die Schnittmenge der Theorie von M und cl(obs) in m’ giiltig ist.

Ist e aus Th(M) N cl(obs), dann ist e giiltig in m und da e € cl(obs) ist, ist e wegen der
Definition von =,,; auch in m’ giiltig. m

Die Umkehrung des Satzes, also
Mod(E™ Nel(obs)) C =aps(Mod(E)),

gilt leider nicht. In [ST84] findet man den Beweis, daff in der Institution der Pridikatenlogik
erster Stufe und fiir Beobachtungen ohne freie Variablen, also Beobachtungen der Form (idy, €),
gilt, dal

Mod(E™ N cl(0bs)) = =pps(Mod(FE))

ist. Das gilt aber schon dann nicht mehr, wenn man freie Variablen in Beobachtungen zuldfit
[ST84].

Der Satz 8.11 ergibt eine korrekte, im allgemeinen aber nicht vollstindige, Inferenzregel fiir
die Theoreme von =,;s(M) [ST84, ST85b].

Ist e in T'h(M) und beobachtbar, d.h. e € cl(0bs), dann ist e in allen Strukturen aus =p,(M)
giiltig.

8.2 Aquivalenz bzgl. beobachtbarer Sorten

Einen weiteren Abstraktor erhdlt man, wenn einen nur die Ergebnisse von Berechnungen auf
bestimmten Sorten interessieren. Alle Berechnungen mit Argumenten beobachtbarer Sorten und
beobachtbarer Ergebnissorte sollen in dquivalenten Algebren bei gleicher Eingabe das gleiche
Ergebnis liefern. Die Ergebnisse in unbebobachtbaren Sorten und mit Argumenten aus unbeob-
achtbarer Sorten interessieren nicht.

Im Stack-Beispiel aus der Einleitung interessiert einen nicht, ob pop(push(s,e)) = s ist,
sondern nur, daf die Elemente in der umgekehrten Reihenfolge vom Stack geholt werden kénnen,
in der sie auf den Stack abgelegt wurden. Das heifit es ist z.B. wichtig, daf§

top(pop(push(pop(s,e1),e))) = top(pop(s,er)) = e1

ist. Demnach ist die Sorte stack unbeobachtbar, die Sorte der Elemente des Stacks dagegen ist
beobachtbar.

Das Konzept der beobachtbaren Sorten ist allerdings nur in Institutionen sinnvoll, in de-
nen es, wie z.B. in der Institution der Gleichungslogik, eine Vorstellung von Sorten gibt. Im
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folgenden wird das Konzept der Aquivalenz bzgl. beobachtbarer Sorten in der Institution der
Gleichungslogik entwickelt.

Eine Menge beobachtbarer Sorten beob ist eine Teilmenge der Sorten einer Signatur X der
Gleichungslogik. Beobachtbare Terme sind Terme iiber Y, deren Variablen von beobachtbarer
Sorte sind und deren Ergebnissorte beobachtbar ist.

Definition 8.12 (beobachtbare Sorten) Fine Menge beobachtbaren Sorten beob einer Sig-
natur ¥ der Gleichungslogik, ist ein Teilemenge der Sorten von X

beob C sorts(X).

Definition 8.13 (beobachtbare Terme) Fine beobachtbarer Term ist ein Term t der Sig-
natur X der Gleichungslogik mit Variablen beobachtbarer Sorten, und als Ergebnissorte eine
beobachtbare Sorte

tely (Vbeob)beob .

Zwei Algebren A und B sind dquivalent bzgl. beobachtbarer Sorten, wenn die Trigermengen
beobachtbarer Sorten von A und B gleich sind und wenn alle beobachtbaren Terme mit gleichen
Argumenten gleiche Ergebnisse in A und B liefern.

Definition 8.14 (beobachtbare Aquivalenz) Zwei Y-Algebren A und B sind beobachtbar
dquivalent bzgl. der beobachtbaren Sorten beob C sorts(X)

A =beob B7
wenn die Trdgermengen der beobachtbaren Sorten A und B gleich sind
Ag = B; fiir s aus beob

und fir jeden beobachtbaren Term t aus Tx,(Vieob)peo» und jede Variablenbelegung bs:V — A
und bp:V — B, die auf den Variablen aus Vieop gleich sind

ba(z) = bp(z) fir z aus Vicpeob

die Auswertung von t in A mit der Variablenbelegung b gleich der Auswertung von t in B mit
der Variablenbelegung bg ist

ba(t) = bp(1).

Die Definition der Aquivalenz bzgl. beobachtbarer Sorten ist z.B. in [Sch86, ST8S, ST84,
NO87, ONES9] zu finden. Ahnliche Definitionen findet man in [Hen89a, Hen89b, STS6].

Interessant ist das Verhalten von =j.,; bzgl. der Ubersetzung mit Signaturmorphismen
o: X — X

Satz 8.15 Ist 0: X — X' ein Signaturmorphismus der Gleichungslogik und beob eine Menge
beobachtbaren Sorten von X, dann gilt

Eo’(beob) - U(EbGOb) .
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Beweis Die Trigermengen der beobachtbaren Sorten s aus beob von A|, und B|, sind gleich,
da die Trigermengen der beobachtbaren Sorten o(s) von A und B gleich sind und wegen der
Definition des o—Redukts

(A|O')S = Aa(s) = Ba(s) = (B|0)S'

Zu zeigen ist, daf fiir einen beobachtbaren Term ¢ aus 7 (Vieob )peor und Variablenbelegungen
ba,:V — Als und bp|,:V — B|,, mit gleicher Belegung fiir Variablen beboachtbarer Sorte, die
Auswertung von t in A|, und in B|, gleich sind

by, () = bp), (1)

Die Ubersetzung von ¢ via o ist ein beobachtbarer Term aus TE'(Va(beob))o(beob) und die
Variablenbelegungen by, und bp| definieren Variablenbelegungen der Variablen in o(t). Nach
Voraussetzung sind die Auswertungen von o(¢) in A und in B, in den durch ba), und bp|,
gegebenen Variablenbelegungen, gleich. Mit Lemma 2.11 erhdlt man dann, daf§ die Auswertung
von t in Al, und B|, unter den Variablenbelegungen b4, und bp|, ebenfalls gleich sind. m

Fiir die Stabilitdt (s.a. Kapitel 10) von parametrisierten abstrakten Datentypen allerdings ist
die Umkehrung wichtiger, d.h. folgt aus der Aquivalenz von A|, und B|, bzgl. beob die Aquiva-
lenz von A und B brzgl. o(beob)? Im Gegensatz zu der Verhaltensiquivalenz (s.a. Abschnitt 8.1)
gilt die Umkehrung des Satzes nicht, wie folgendes Beispiel zeigt.

Beispiel Sei ¥ eine Signatur mit einer Sorte s, die beobachtbar ist (beob = {s}). Und ¥ hat
keine Konstanten und Operationssymbole. Sei ¥/ die Signatur ¥ erweitert um eine Konstante
¢ der Sorte s. Als Signaturmorphismus o: ¥ — X/ wihle die Inklusion. Die zwei X'~Algebren A
und B haben als Trigermenge der Sorte s die zweielementige Menge A; = Bs = {1,2} und A
interpretiert die Konstante ¢ als 1 (¢ = 1) und B die Konstante c als 2 (c® = 2).

Die Algebren A|, und B|, sind beobachtbar dquivalent bzgl. beob, da die Trigermengen
von Al, und B|, der Sorte s gleich sind und 75 (Vieob)beoh nur Variablen beobachtbarer Sorte
enthilt.

Andererseits sind A und B nicht beobachtbar dquivalent bzgl. o(beob) = {s}, da nun ¢ ein
beobachtbarer Term ist, aber fiir jede Variablenbelegung b4:V — A und bp:V — B

bi(e) = 1 # bj(c) = 2

ist.

Der Grund fiir dieses unterschiedliche Verhalten der Verhaltensiquivalenz und der Aqui-
valenz bzgl. beobachtbarer Sorten ist darin zu suchen, daff bei der Ubersetzung von Beobach-
tungen via o keine neuen Beobachtungen hinzukommenn kénnen, auch wenn die Zielsignatur
neue Operationen auf beobachtbaren Sorten enthilt. Bei der Aquivalenz bzgl. beobachtbarer
Sorten dagegen kdnnen diese neuen Operationen neue beobachtbare Terme zur Folge haben,
deren Wert dann abhdngt von der Interpretation der neuen Operationen.

Dieses Verhalten zerstdrt die Vorstellung in z.B. [ST84, ST85b, ST85al, dafl die Aquivalenz
beobachtbarer Sorten ein Spezialfall der Verhaltensidquivalenz ist, bei der die Beobachtungen
alle Gleichungen (mit freien Variablen) zwischen beobachtbaren Termen sind.

Das Problem bei der Ubersetzung und der Aquivalenz bzgl. beobachtbarer Sorten tritt auf,
weil beobachtbare Terme iiber ¥ i.a. keine Beziehung zu den beobachtbaren Termen aus -
haben. Die hinreichende Vollstindigkeit von o fiir eine Menge M von ¥'—Algebren und beob
allerdings garantiert, daf} es zu jedem beobachtbaren Term ¢ iiber 3’ einen beobachtbaren Term
t' iiber ¥ gibt, so dafl die beiden Terme in allen Strukturen aus M gleich sind.
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Definition 8.16 (Hinreichend vollstandig) Isto:¥ — ¥/ ein Signaturmorphismus und beob,
eine Teilmenge von sorts(X), eine Menge von beobachtbaren Sorten, dann ist o hinreichend
vollstindig fiir eine Menge von Algebren M C Alg(X') und beob, gdw. es zu jedem Term t aus
Ts1 (Vi (beob))o(beot) €inen beobachtbaren Term t' aus Ts(Vieob)veob gibt, so dafit = o(t') in allen
Algebren aus M giiltig ist

MEt=o0o(t).

Die Definition der hinreichenden Vollstindigkeit findet man dhnlich in [ST86, Gan83, Wir89,
Pad85]. Man erhilt z.B. die Definition aus [Gan83], wenn alle Parametersorten beobachtbar sind
und M = Mod(E'), fiir eine Menge von Gleichungen £’ C GLSen(X'), ist.

Satz 8.17 Ist 0: X — X! ein Signaturmorphismus, beob C sorts(X) ein Menge von beobachtba-
ren Sorten, M eine Menge von ¥'—Algebren und A und B aus M, dann ist

Alo =beob B|<7 = A Ecr(beob) B
wenn o ausreichend vollstindig fir M und beob ist. Mit anderen Worten

U(Ebeob) C Ea(beob) )

wobei 0(=peop) auf M x M beschréinkt ist.
Bei hinreichender Vollstindigkeit von ¢ zusammen mit Satz 8.15 gilt dann
0 (Zbeod) = =o(beod)-

Beweis Es ist zu zeigen, daf A; und Bj fiir alle s € o(beob) gleich sind, und daf fiir jeden
beobachtbaren Term ¢ € TE’(Va(beob))a(beob) die Auswertung von ¢ in A und in B den gleichen
Wert liefern fiir Variablenbelegungen b4 und bp, die den Variablen in ¢ die gleichen Werte
zuordnen.

Nach der Definition des Redukts ist (A|,)s = Ay (s) fiir s € beob. Da Aly und B|, beobachtbar
dquivalent sind, sind (Bly)s und (A[;)s und damit auch A,y und B, gleich.

Ist ¢ ein beobachtbarer Term in X', dann gibt es wegen der hinreichenden Vollstindigkeit von
o einen beobachtbaren Term ¢’ aus Tx(Vieos)peos fiir die A |E ¢ = o(t') und B =t = o(t') gilt.
Nach der Definition der Erfiillbarkeit von Gleichungen mufl dann unter jeder Variablenbelegung
ba und bp die Auswertung von ¢ gleich der Auswertung von o(t') sein.

Es reicht demnach zu zeigen, dafi die Auswertung von o(t') unter by und bg gleich sind.
Definiere nun b'y: V' — A, und blg: V' — B|, mit

Vy(v) = ba(o(v'))
und bz (v") = bg(o(v)),

dann ist 0y (v') = b4 (V') fiir v* aus beob, da bs(v) = bg(v) fiir v aus o(beob) ist. Nach Voraus-
setzung gilt dann aber b} (¢) = b%(t) und mit Lemma 2.11 folgt 0% (o (¢)) = bg(o(t)). m

Definition 8.18 (obs(beob)) Istbeob C sorts(X) eine Menge von beobachtbaren Sorten, dann
ist folgende Menge von Beobachtungen definiert:

obs(beob) := {t =t' | t,t' € T (Vieob)beob } -
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Die Menge obs(beob) enthilt nur Formeln aus GLSen(X) und keine Formeln mit freien
Variablen.

Satz 8.19 [st beob eine Menge von beobachtbaren Sorten aus Y2, dann gilt:
Zheob & Zobs(beob)-
Beweis Es ist zu zeigen, dafl aus A =, B folgt, daB fiir alle ¢t = ¢’ aus obs(beob) gilt
AEt=teBEt=t.

Ist A =1t =1t gegeben und bgp:V — B eine Variablenbelegung, dann gilt b%(t) = b%(¢) und
b (") = 0% (t') fiir eine Variablenbelegung b4:V — A, die mit b auf den Variablen aus Vo
ibereinstimmt, da ¢ und ¢’ beobachtbare Terme sind und A =5 B ist. Da A ¢t = t' ist,
erhdlt man dann

by (t) = b4 (t) = b4 (t) = bi(t).
Entsprechend verliuft der Beweis, dafl B =t = t’ die Giiltigkeit von ¢ = ¢’ in A impliziert.

Die Riickrichtung des Satzes gilt nur dann (s.a. [ST84]), wenn die Variablen in den Glei-
chungen zwischen beobachtbaren Termen frei sind. In der Gleichungslogik sind sie implizit durch
Allquantoren gebunden, d.h. z = y ist dquivalent zu Vz,y : z = y.
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Kapitel 9

Zulassiger aktueller Parameter bzgl.
Abstraktoren

Wie im Abschnitt 7.2 {iber die horizontale Komposition von Implementierungen angedeutet,
miissen fiir die horizontale Komposition aktuelle Parameter adty bzgl. ihres Abstraktors a4
zuldssig fiir einen parametrisierten abstrakten Datentypen B sein.

Definition 9.1 (zuléssiger aktueller Parameter bzgl. Abstraktoren)

Fin abstrakter Datentypen adt, ist zuldssiger aktueller Parameter fiir einen parametrisierten
abstrakten Datentyp B bzgl. des Abstraktors a s, gdw. Beh, ,(adts) ein zuldssiger aktueller
Parameter fiir B ist.

Da adty C Beh, ,(adty) ist, ist adt, immer dann zuldssiger Parameter fiir B, wenn adi 4
bzgl. a4 zuldssiger Parameter fiir B ist. Untersucht wird in diesem Kapitel, unter welchen Be-
dingungen aus der Zulissigkeit von adt 4 fiir B die Zuldssigkeit von adt 4 bzgl. eines Abstraktors
oy folgt.

Die Bedingung der Zuldssigkeit bzgl. a4

Beh, ,(adt4)|, C adtp

ist erfiillt, wenn das Redukt einer zu einem Modell aus adt, =, ,—-4quivalenten Struktur auf
die formale Parametersignatur ein Modell von adtr ist. Eine hinreichende Bedingung dafiir ist,
daB Mod(adtr) abgeschlofen gegen =, ,|,~Aquivalenz ist, d.h. alle zu einem Modell aus adtr
=, ,|,—dquivalenten Strukturen sind Modelle von adir.

Satz 9.2 Ist der abstrakte Datentyp adt 5 ein zuldssiger aktueller Parameter fiir einen parame-
trisierten abstrakten Datentyp B(X:adtr)g: adtp, dann ist adt 4 zuldssiger aktueller Parameter
fiir B bzgl. des Abstraktors oy, wenn

Beh, , (p(adtr)) C p(adtp).

Beweis Sei m/y as—dquivalent zu einem m4 aus Mod(adty), dann ist zu zeigen, daf m/y|, in
Mod(adtr) liegt.

Da adt 4 zuldssiger Parameter fiir B ist, ist ma|, ein Modell von adtr, folglich ist m 4 in
Mod(p(adtr)) und da m’y =,, my gilt, ist m’y in Beh, ,(p(adtr)).

Mit der Voraussetzung Beh, , (p(adtr)) C p(adtr) ist m/y in Mod(p(adtr)) und damit ist
m'y|, in Mod(adtr). m
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Ist adty = Mod(Fr) und sind alle Formeln in Fr beobachtbar, d.h. Er C ¢l(0bs), dann gilt
EObS(MOd(EF)) = MOd(EF)

Als Konsequenz erhilt man, dafl adt4 bzgl. der Beobachtungen in obs, zuldssig ist, wenn alle
Formeln in EFr im aktuellen Parameter sichtbar sind, d.h. in ¢/(obs4) liegen.

Satz 9.3 (Zulassigkeit bzgl. Beobachtungen) Gegeben sei ein parametrisierter abstrakter
Datentyp B(X:adty)g:adtg mit Mod(adty) = Mod(Er). Fin abstrakter Datentyp adty ist
zuldssiger aktueller Parameter fiir B bzgl. der Beobachtungen in obs,s wenn

1. adty zuldssiger Parameter fir B

2. und p(Er) C cl(obsy) ist.

Beweis Es ist zu zeigen, daB fiir ein m’; aus Mod(Behgs, (adt4)) das Redukt von m/, auf Xp
in Mod(adtr) liegt.

Ist m'y in Mod(Behgs , (adty)), dann gibt es ein my4 aus Mod(adt,) sodaBl m/y und my
obs s—dquivalent sind.

Da adts|, C adty und Mod(adtr) = Mod(Ey) ist, gilt dafl in m 4], alle Formeln aus Ky
giiltig sind. Da die Formeln in Ky beobachtbar sind, d.h. in ¢/(0bs) liegt, sind die Formeln aus
Er in m/y|, ebenfalls giiltig und damit liegt m/y|, in adtr. m

Enthélt z.B. wie bei der parametrisierten Spezifikation Stack(X: Elem): Stack die formale
Parametersperifikation keine Formeln, dann ist jeder zuldssige aktuelle Parameter auch zulissi-
ger aktueller Parameter bzgl. beliebigem obs 4. Insbesondere ist Stack(Nat) zuldssiger aktueller
Parameter bzgl. 0obs4, auch wenn obs4 keine Gleichheiten auf der Sorte stack enthilt.

Fiir die Aquivalenz bzgl. beobachtbarer Sorten erhilt man die Zulissigkeit eines Parameters
bzgl. einer Menge von beobachtbaren Sorten beob s, wenn beob 4 alle formalen Parametersorten
enthilt.

Satz 9.4 (Zulassigkeit bzgl. beobachtbarer Sorten) Gegeben sei ein parametrisierter ab-
strakter Datentyp B(X:adip)g:adtp mit Mod(adtr) = Mod(Er). Fin abstrakter Datentyp
adt 4 ist zuldssiger aktueller Parameter fiir B bzgl. der beobachtbaren Sorten in beoby wenn

1. adty zuldssiger Parameter fir B,

2. und p(sorts(Sign(adtr))) C beoby ist.

Beweis Ist m/y € Mod(Behpp,(adty)), dann ist zu zeigen, dal m/y|, in Mod(adtr) ist. Es
gibt ein my € Mod(adt,) mit m’y =peon, ma. Da p(sorts(Sign(adty))) eine Teilmenge von
beob 4 ist, sind m’; und my auch dquivalent bzgl. p(sorts(Sign(adtr))) und damit sind m’,],
und m 4|, dquivalent bzgl. sorts(Sign(adir)).

Aus der Definition 8.14 der Aquivalenz bzgl. beobachtbarer Sorten folgt dann, daf m/;|, und
ma|, gleich sind und da m4|, in Mod(adty) ist, da m4 € Mod(adt 4) ist, ist m/;|, ebenfalls in
Mod(adtp). m

Allerdings ist dabei Stack(Nat), bei nicht beobachtbarer Sorte stack, kein zuldssiger aktu-
eller Parameter fiir Stack(X: Elem): Stack bzgl. beobs = {nat}. Das folgende Lemma fiihrt die
Zuldssigkeit bzgl. eines Abstraktors auf die Zulissigkeit bzgl. eines Abstraktor mit schwicherer
Aquivalenzrelation zuriick.
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Lemma 9.5 Ist der abstrakte Datentyp adt,s ein bzgl. ay zuldssiger aktueller Parameter fiir
B(X:adtp)g:adtp, dann ist adts ein bzgl. oy zuldssiger aktueller Parameter fir B, wenn

Il

 C
ay = QA

qgilt.

Beweis Es ist zu zeigen, daff Beh,, (adts)|, C adty gilt. Da =, eine Teilmenge von =, , ist,
gilt auch
Beh, (adts) C Beh, , (adt4)

und da adt 4 ein bzgl. a4 zuldssiger Parameter von B ist, erhdlt man

Beha%(athﬂp C adtp.

Damit wird es moglich die Zulissigkeit bzgl. der Aquivalenz bzgl. beobachbarer Sorten auf
die Zuldssigkeit der Verhaltensiquivalenz zuriickzufiihren.

Satz 9.6 (Zulassigkeit bzgl. beobachtbarer Sorten) Gegeben sei ein parametrisierter ab-
strakter Datentyp B(X:adtp)g:adtp mit Mod(adtr) = Mod(EFr). Ein abstrakter Datentyp
adt 4 ist zuldssiger aktueller Parameter fiir B bzgl. der beobachtbaren Sorten in beob, wenn

1. adty zuldssiger Parameter fir B,

2. und p(EF) C cl(obs(beoby)) ist.

Beweis Nach Satz 8.19 ist =pe.p, Teilmenge von =,p5peop,) und zusammen mit den Voraus-
setzungen ist nach Satz 9.3 adt4 zulissiger Parameter bzgl. der Beobachtungen in obs(beoby).
Mit Lemma 9.5 erhilt man dann, dafl adt4 ein bzgl. beob s zuldssiger Parameter fiir B ist. m

In dem Stackbeispiel bedeutet das, dafi Stack(Nat), auch bei unbeobachtbarer Sorte stack,
zuldssiger Parameter fiir Stack(X: Flem): Stack bzgl. beobs = {nat} ist, da Stack(N at) zulissig
bzgl. beliebigen Beobachtungen, also auch denen aus obs(beob,), ist.
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Kapitel 10

Stabilitat

Der Begriff Stabilitit stammt aus [Sch86] und bezeichnet dort eine hinreichende und notwen-
dige Bedingung fiir die Komposition von Implementierugen. Der Begriff Stabilitdt stammt aus
einem etwas anderen Implementierungsbegriff, wie den hier verwendeten. Ein parametrisierter
abstrakter Datentyp' B wird durch B’ implementiert, wenn fiir jeden zulissigen Parameter
adt 4 und jedem my € Mod(adt ) gilt

Bi(Za.(ma)) € =ar(Br(ma)).

Dieser Implementierungsbegriff wird universelle Implementierung genannt [Sch86, ST88] und
1Bt sich in die einfache Implementierung

Br(ma) C = Br(ma)
und die Stabilitit von B’ zerlegen
Bp(=Za,(ma)) € =ar(Bg(ma)).

Die einfache Implementierung entspricht fast der Abstraktorimplementierung. Der einzige Un-
terschied besteht darin, daf8 bei der einfachen Implementierung eine Struktur aus B (m4) dqui-
valent zu einer Struktur aus Bg(my4) sein muf, wihrend bei der Abstraktorimplementierung
die Aquivalenz zu irgend einem Modell aus B(adt,) ausreicht.

Das Analogon zur Stabilitdt aus [Sch86, ST88], ist das Erhalten der Abstraktoriquivalenz
[ST86]. Die Definition der Erhaltung der Abstraktordquivalenz stammt aus [ST86] und findet
sich als Monotonie in [Hen89b] wieder.

Definition 10.1 (Erhalten der Abstraktor—Aquivalenz) Ein parametrisierter abstrakter
Datentyp B erhilt die a4 -Aquivalenz bzgl. des Abstraktors ap fiir adt 4, gdw.

1. adty ein bzgl. oy zuldssiger Parameter fiir B
2. und B(Beh, ,(adty)) C Behy(B(adty)) ist,

wobei ay ein Abstraktor fir adty, ap ein Abstraktor fir adtp und o := p'(aB) ein Abstraktor
fiir B(adt ) ist.

Definition 10.2 (Stabilitat) FEin parametrisierter abstrakter Datentyp B ist stabil fir adt
bzgl. der Abstraktoren ay und ap, gdw.

'in [Sch86] Zellen genannt. Die Zellen sind wie parametrisierte abstrakte Datentypen definiert.
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1. adty ein bzgl. oy zuldssiger aktueller Parameter ist

2. und fir alle ma aus Mod(adt 4)
Br(Za,(ma)) € =a(Br(ma))
gilt,

wobei ay ein Abstraktor fiir adt s, ap ein Abstraktor fir adtg und o := p'(ag) ein Abstraktor
fir B(adta) ist.

Satz 10.3 [st B ein parametrisierter abstrakter Datentyp und B stabil fiir adts bzgl. der Ab-
straktoren oy und ap, dann erhdlt B die Verhaltensdquivalenz fir adt 4 bzgl. oy und ap.

Beweis Es ist zu zeigen, dafi die Modelle von B(Beh, , (adts)) auch in Beh, (B(adt,)) liegen,
wobel o = p'(ap) ist.

Ist also m’ aus Mod(B(Beh, ,(adt,))), dann gibt es ein m 4 € Mod(adt ) mit m/|g =, , m4
und wegen der Definition von Br und Beh, , gilt

m' € Br(Behy , (ma)).
Wegen der Stabilitdt von B fiir adts bzgl oy und ap ist
m' € Behy(Br(ma))
und da my4 in Mod(adt ) ist, ist
m' € Beh, (B(adt,)).
|

Satz 10.4 Erhdlt ein parametrisierter abstrakter Datentyp B die a4—Aquivalenz bzgl. des Ab-
straktors ag fiir alle bzgl. oy zuldssigen aktuellen Parameter adty, dann ist B stabil fiir adt 4
bzgl. a4 und ap.

Beweis Ist adty ein bzgl. oy zuldssiger Parameter von B, dann ist jeder abstrakte Datentyp
adt'y mit Sign(adt'y) gleich Sign(adts) und Mod(adt'y) gleich {m4} fiir ein beliebiges m4 aus
Mod(adt 4) ein bzgl. a4 zuldssiger Parameter.

Erhalte B die as—Aquivalenz fiir adt’y. Wegen der Definition von Bp ist

| Mod(B(adt'y))| = Br(m.)

und

|Mod(B(Beh,, , (adt'y)))| = Br(Beh, ,(ma4))

Damit kann man die Bedingung fiir die Erhaltung der a4 ~Aquivalenz B umschreiben zu
Br(Beh, ,(m4)) C Behy(Br(ma)).

Da diese Bedingung fiir alle m4 aus Mod(adt 4) gilt, ist das die Stabilitit von B fiir adt4 bzgl.
a4 und ag. H
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Wie bei der Konsistenz und Eindeutigkeit von parametrisierten abstrakten Datentypen 148t
sich unter der Voraussetzung der Existenz eindeutiger amalgamierter Summen, die Stabilitdt
fiir den formalen Parameter auf die Stabilitdt fiir alle aktuellen Parameter erweitern.

Satz 10.5 (Extension Lemma: Stabilitat) Wenn in der Instiution 7 eindeutige amalga-
mierte Summen existieren, dann gilt:

Fin parametrisierter abstrakter Datentyp B ist fiir adts bzgl. der Abstraktoren oy und ap
stabil, wenn

1. adty ein bzgl. a g zuldssiger Parameter fiir B,
2. B stabil fiir adtp bzgl. aF und ap
3. und (=a,)|, € =a, ist.
Beweis Es ist zu zeigen, daf fiir alle m4 € Mod(adt 4)

Br(=a,(ma)) C =o(Br(ma))

gilt, wobei =, := p'(=,,) ist.

Sei also m' in Br(=a,(ma)), dann ist m/y := m'|g as—dquivalent zu my4, dann aber auch
laut Voraussetzung ist m% 1= m/y|, ap—dquivalent zu mg := m4|,.

Da nun B stabil fiir adty ist und m’p := m/|, in Br(=a,(mr)) liegt, da mi|z = m} ist,
existiert ein mp aus Br(mr) und mp ist ap-dquivalent zu m'g. Die Struktur m := m4+,, mp
liegt dann in Br(my4) und es gilt, da wegen mp =,, m/p auch m Ep'(=,,) m' ist, daff m' in
=,(Br(my)) liegt. m

Stabilitdt erhdlt man, wenn fiir zwei =, ,—dquivalente Modelle aus Mod(Sign(adt,)) ihre
Erweiterungen aus Mod(B(adts)) p'(=ap)-dquivalent sind. Die Konsistenz von B garantiert,
dafl die Erweiterungen der Modelle existieren.

Satz 10.6 Fin parametrisierter abstrakter Datentyp B ist bzgl. oy und ap stabil fiir adty,
wenn

1. adty ein bzgl. ay zuldssiger Parameter fiir B,
2. B konsistent fiir adt4

3. und B'(=,,) C pl(Zay) ist, wobei 3'(=,,) auf |Mod(B(adty))| X |Mod(B(adt))| einge-
schrdnkt ist.

Beweis Es ist zu zeigen, daf fiir alle m 4 aus Mod(adt )
Br(=a4(ma)) € =a(Br(ma))

gilt, wobei =, := p/(=,,) ist.

Wegen der Konsistenz von B fiir adts gibt es mindestens ein m € Br(ma4). Sei nun m’ €
Br(=a,(ma4)), dann reicht es zu zeigen, dafi m’ =, m gilt, damit m’ € =,(Bgr(ma)) ist.
Zusammen mit der Voraussetzung und der Tatsache, daB m'|3 =,, m4 = m|g ist, erhilt man
dann m' =, m. =

Eine Variante dieses Satzes ist, daB fiir zwei Strukturen aus Mod(Sign(adty)), die (=, ,)|,~
dquivalent sind, alle Erweiterungen aus Mod(adtg) =, ,—4dquivalent sind.
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Satz 10.7 Fin parametrisierter abstrakter Datentyp B ist bzgl. oy und ap stabil fiir adty,
wenn

1. adty ein bzgl. ay zuldssiger Parameter fiir B,
2. B konsistent fiir adt 4

3. und B((Za,)lp) C =ap ist, wobei B((=a,)|,) auf |Mod(adtp)| x |Mod(adtp)| einge-
schrinkt ist.

Beweis Um Satz 10.6 anzuwenden mufl aus der Bedingung

B(Zai)lp) € =ap
die Bedingung
B'(Zaa) C p'(Zap)

folgen. Sei also m /(= a4) m’, dann ist zu zeigen dafi m p'(= ap) m’ gilt.
Aus m '(= aq) m' folgt, daB (m|g)|, und (m/|g)|, dquivalent bzgl. (=,,)|, sind, also sind
auch m|, und m/|, dquivalent bzgl. 3((=.,)|,) und damit laut Vorausssetzung bzgl. =, .

Daraus folgt dann

mp' (= ag)m'.

Aus dem Korollar 8.7, das fiir eine Menge von Beobachtungen obs und einen Signaturmor-
phismus ¢ aussagt

U(Eobs) = Ea'(obs) )

ist die Bedingung der Stabilitit bei Verhaltensiquivalenz erfiillt wenn p’(obsg) C ' (0bs,) ist,
denn dann gilt

B (Sohsa) = Zpt(obsa) © Zprtonon) = 0 (Sobsn)-

Satz 10.8 (Stabilitat bzgl. Beobachtungen) Fin parametrisierter abstrakter Datentyp B
ist stabil fiir adty bzgl. der Beobachtungen obs,s und obsg, wenn

1. adty ein bzgl. obsy zuldssiger Parameter,
2. B konsistent fiir adt 4
3. und p'(obsg) C ['(cl(obsya)) ist.
Beweis Nach Satz 10.6 reicht es zu zeigen, daBl 3'(=us,) C p'(=obsp) ist. Das gilt, da
B'(Zobs,) = ﬁ'(Ecz(obsA))
= =p'(cl(obs(A)))

und
pI(EObsB) = =p'(obsp)

ist und wegen p'(0bsg) C 3'(cl(0bs4)). =
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Das Problem der Bedingung p’(obsg) C 3'(cl(0bs4)) ist, daB alle Operationen, die im Rumpf
neu hinzukommen und Resultate im Parameter haben, nicht mehr sichtbar sind. Zum Beispiel
kann man nicht mehr das oberste Element eines Stacks beobachten, denn top(s) = e kann nicht
in obsp enthalten sein, da top keine Operation des formalen Parameters ist.

Bei der Verhaltensidquivalenz ist man also gezwungen neue Beobachtungen im Rumpf zuzu-
lassen. Lassen sich zu diesen Beobachtungen dquivalente Beobachtungen im formalen Parameter
finden, erhilt man Stabilitidt. Diese Bedingung findet sich in [ST86] als Erweiterung der hinrei-
chenden Vollstindigkeit auf beliebigen Institutionen.

Die Stabilitdt bei beobachtbaren Sorten ist dann gegeben, wenn im Rumpf keine neuen
beobachtbaren Sorten zu denen im aktuellen Parameter hinzukommen, und wenn es zu jedem
beobachtbaren Term des Rumpfes einen dquivalenten beobachtbaren Term des Parameters gibt,
d.h. B:adty — adtp hinreichend vollstindig fiir Mod(adtp) ist.

Satz 10.9 (Stabilitat bzgl. beobachtbarer Sorten)
Fin parametrisierter abstrakter Datentyp B(X:adtp)g:adtp ist stabil fir adts bzgl. der beob-
achtbaren Sorten beoby und beobg, wenn

1. adty ein bzgl. beoby zuldssiger Parameter,

2. B konsistent fiir adt 4,

3. beobg C [B(beoby)

4. und Sign(pB) hinreichend vollstindig fiir Mod(adtg) und beoby ist,

wobei beobr := {s € sorts(Sign(adtr)) | p(s) € beoba} ist.

Beweis Nach Satz 10.7 reicht es zu zeigen, da 3((=a,)|,) C =obsy ist. Da p(beoby) Teilmenge
von beoby ist, folgt aus ma =peop,, m'y daBl mal, =peop, m’y|, und damit daf

(EbeobA) |p g =beobp

gilt. Wegen der hinreichenden Vollstindigkeit von Mod(adtp) erhilt man

B(Zpeobp) = =p(beobr)

und somit

(EbeobA)lp C =p(beobr)-

DaB der Rumpf keine neuen beobachtbaren Sorten enthilt entspricht der Vorstellung in
[Sch86, ST85a, ST88, Gan83], dafl einen nicht zu interessieren hat, wie die Elemente der neu-
en Sorten im Rumpf auszusehen haben. Gerade von Implementierungsdetails méchte man ja
abstrahieren (Datenabstraktion).

Die beobachtbaren Sorten in beobp sind abhingig von den beobachtbaren Sorten in beob 4.
Wird eine sichtbare aktuelle Parametersorte an eine formale Parametersorte gebunden, kann und
sollte sie in beobp enthalten sein, ist die aktuelle Parametersorte dagegen nicht sichtbar, dann
darf sie nicht in beobp auftauchen. Im Stack—Beispiel ist bei Stack(Nat) beobg = {bool, nat}
bei Stack(Stack(Nat)) dagegen nur beobp = {bool}.

Da die hinreichende Vollstindigkeit von beobg abhéngt, ist jedesmal wenn beob 4 Einfluff auf
beobp hat, die hinreichende Vollstindigkeit fiir die Stabilitdt zu iiberpriifen.
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