Kapitel

Komplexitdat von Algorithmen

Ziele:

e Zeit- und Speicherplatzbedarf einer Anweisung berechnen kénnen

Zeit- und Speicherplatzbedarf einer Methode berechenen konnen

Unterschiede der Komplexitat vom schlechtesten, besten und mittleren Fall ken-
nen

O-Notation kennenlernen

,praktische” Berechenbarkeit eines Algorithmus einschitzen konnen

Ein Algorithmus ist umso effizienter, je geringer der Aufwand zu seiner Abarbei-
tung ist. Wir unterscheiden zwei Arten von Komplexitdt: Zeitkomplexitdt und Spei-
cherplatzkomplexitét.

10.1 Zeit- und Speicherplatzbedarf

Der Aufwand fiir die Abarbeitung eines Algorithmus hdngt ab von

e Art, Anzahl und Zusammensetzung der verwendeten Datentypen und algorith-
mischen Konzepte

o Art der Realisierung der Datentypen und algorithmischen Konzepte auf einer be-
stimmten Rechenanlage (z.B. Verwaltungsaufwand bei Rekursionen) sowie von
konkreten Maschineneigenschaften (z.B. Art und Ausfiihrungsgeschwindigkeit
der Maschinenoperationen).

Wir nehmen idealisierend an:
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10.1. Zeit- und Speicherplatzbedarf

Speicherplatzbedarf S fiir die Dekla-

Summe des Speicherplatzbedarfs der

ration von Attribute
Zahl-, Char-, Boole’schen Werten 1 Maschinenwort
Feldern vom Typ t ype Lange des Feldes * Bedarf fiir 1 Wert

z.B. einstufigen i nt -Feldern

zweistufigen Felderni nt [ n] [ n]
Referenzvariablen  (Objektreferen-
zen) und Objekte

vom Typ t ype

Linge des Feldes viele Maschinen-
worte

(n * m) viele Maschinenworte

1 Maschinenwort

Der Speicherplatzbedarf einer Folge stms von Anweisungen ist die Summe der Kosten

der in stms auftretenden Deklarationen.

Zeitbedarf T fiir die Deklaration von

Zeitbedarf

Konstante k
lokale Variable x
Zuweisung X = exp;
Grundoperationen:

+

*

-1

<
expi+ exps
new C(t)

S1 S,
o.att
if (B) SielselsS

while (B) S

{ S}

konstant cfesch
konstant cfetch,
Cstore + Zeit von exp

konstant c+

konstant cx

konstant c_ 1

konstant c<

Zeit von exp;y + c+ + Zeit von eXps
Zeit von t + Cstore + Ceall +
Tc(R-Wert von t )

Zeit von S; + Zeit von Sy

Zeitvon 0 + c,

Zeit von B + Zeit von S;, falls
b == true, Zeit von B + Zeit von
Sy, fallsb == fal se

Anzahl der Durchldufe der Schleife *
(Zeit von B + Zeit von S) + Zeit von B
Zeit von S

Sei die Funktions-/Prozedurdeklaration t ype f ([ VAR] type x) {stns} ge-
geben. Der Zeitbedarf eines Aufrufs f (a) hangt ab von den Kosten der Parameteriiber-

gabe cp, bestehend aus

e den Kosten zur Berechnung von a und

e den Kosten der Ubergabe (des Wertes) von a (die Kosten des ,,organisatorischen”
Bedarfs zur Berechnung der Riicksprungadresse etc. werden vernachléssigt), so-

wie
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e der Anzahl der Berechnungsschritte des Rumpfes

und ist definiert als
Tf(a) = ccall + Ta + Cstore + Tf(a)

wobei Tf(a) die Anzahl der Berechnungsschritte des Rumpfes (in Abhédngigkeit vom
R-Wert von a) angibt.
Der Speicherplatzbedarf eines Aufrufs f (a) hangt ab von

e den Kosten S, des aktuellen Parameters,
e den organisatorischen Kosten der Parameteriibergabe s.,; und
e den Kosten S (a) fiir die lokalen Deklarationen.

Der Speicherplatzbedarf von f (@) ist definiert als
Sf(a) = Scall + Sa + Sf(a)
Beispiele:

1. Tint result = 1; = cstore+cfetch
Sint result = 1, = 1

2. Seistm=result = x * result; x = x -1;
Tstm = 2c_fetch + ¢« + Cstore + Cfetch + c—1 + Cstore
Sstm =0

3. Sei stm =Point p = new Point(0, 1);
Tstm =  Cstore Cecall t 2Cfetch + 2Cstore +2- (Cfetch + Cstore)
S~ — ~—— N

J

Zuweisung Kosten zur Ubergabe der akt. Tpoi nt (0,1)
anp Berechnung von 0,1 Parameter
Sstm =1+ 2
I\ )
P Halde

Die folgenden Beispiele sind Beispiele fiir den Zeit- und Speicherplatzbedarf des
Rumpfs einer Methode.

1. Iterative Fakultat:
int fakl(int x)

{
int result = 1;
while (x > 0) {
result = x * result;
X =X- 1;
}

returnresul t;
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Die Kosten berechnen sich wie folgt:

Tfak1(x) = Cstore + Cfetch // Kosten der Vorbesetzung
+zx(c1+cates)ta / / Kosten der Schleife
+ Creturn // Kosten vonr et urn

Star(z) =1 / / Kosten der lokalen Variablen

wobei C1 = 2cfetch +eat ey, 0= 2Cfetch + Cstore + C>, €3 = Cfetch + Cstore + C—1.

2. Binédre Suche:

cl ass SearchArray

{

char[] arr;

bool ean bi nSuch(char e)

{
int left =0;
int right =this.arr.length - 1;
int md;
bool ean found = fal se;

while ((left <=right) & !found) {
md = (left +right)/2;
if (e <this.arr[md) right = md - 1;
elseif (e>this.arr[md) left =md + 1;
el se found = true;

}

return found;

}

Kosten fiir die binare Suche:

Thi nsuch(€) < 2(cfetch + Cstore) + c—1 + 2, / / Vorbesetzung
+ Cfetch + Cstore / / Vorbesetzung
+ Creturn // Kosten vonr et ur n
+ [logy a. | engt hx
((3¢feten + c< + ar) // Bedingung
+ Cstore + 3Cfetch + €/ + C4 // mid = ...
+2 - (3¢feten + €] + max{c<,c>}) // 2mal Bedingung
+ Cfetch + Cstore + max{cc,c==})  // Ja-, Nein-Zweig
+ (3¢fetch + c< + €1 + cx)
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wobei [log, 2| die kleinste ganze Zahl bezeichnet, die grofler oder gleich log,
ist.

Shi nsuch(e) =4 / / Kosten der lokalen Variablen

3. Rekursive Fakultit:

1 public staticint fac(int n)
2 {
3 if (n=0)
4 return 1;
5 el se
6 return n * fac(n - 1);
7
}

Die Kosten fiir die Laufzeit berechnen sich wie folgt:

Zeit
Anweisung n == n>0o0
(3) 2Cfetch + c< 2Cfetch, +c<
(4) Cfetch + Creturn —
(6) - 3Cfetch + c— + Cstore + Cxt

+Ceatl + Creturn + Tt ac (n - 1)

Also

t1 fallsn == 0
Ttac(n—1)+ty, fallsn > 0

Ti‘ac(n) = {

mit ty = 3cfetch + c< + Creturn und ty = 3cfetch + ¢ + Cstore T Cx + Ceall + Creturn
Die Losung dieser Gleichung erhédlt man durch wiederholte Substitution:

T;‘ac(n) =T{‘ac(n— 1)+t2
=Tiac(n —2)+2-to

= Tfac(o) +n-ty
d.h.
Ttac(n) =t1+n-ts
Im Vergleich dazu erhilt man fiir die iterative Berechnung
Traki(n) =ty +n-ty

mit tll = 3cfetch + Cstore + C< + Creturn und tlz = 5Cfetch + 2¢store + C<c +cC1. D.h.
die Laufzeiten unterscheiden sich nicht prinzipiell (siehe spéter).

Die Kosten fiir den Speicherplatzbedarf berechnen sich folgendermafien:
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Speicher

n == n>0

1+ Scall 1+ Scall T Sf ac (n - 1)

Wieder ergibt sich

St ac () S1 fallsn ==
n) =
fac Stac(n—1)+ 8 fallsn > 0

und damit
Sfac(n) =51+n-S5

Waéhrend der Speicherplatzbedarf von facl gleich 2 + Sc.;, also konstant, ist,
hédngt der Speicherplatzbedarf der rekursiven Funktion von der Grofse von n ab
und wiéchst linear mit n.

Um den Zeit- und Speicherplatzbedarf verschiedener Algorithmen vergleichen zu
konnen, abstrahiert man von der speziellen Eingabe und gibt die Kosten in Abhingig-
keit von der Grifie der Eingabe an. Man unterscheidet die Komplexitat im schlechtesten,
mittleren und besten Fall (engl. worst case, average case, best case):

T7 (n) =max{Ty(a) | Grofie von a = n}
T (n) = Durchschnitt von {T(a) | Grofle von a = n}
T}’(n) =min{T%(a) | Grofle von a = n}

S¥(n) =max{Ss(a) | Grofse von a = n}
S¢’(n) = Durchschnitt von {S(a) | Grofie von a = n}
S'; (n) =min{S¢(a) | Grofie von a = n}

Beispiel:
To! nsuch (7) = max{Th nsuch(e, a) | Grofie vona = (n — 1)}

da die Grofle von e = 1. Fuir f ac, f ak1 stimmen der beste, schlechteste und mittlere
Fall jeweils tiberein.

Tsuch(this,e) <t;+n-ta mitn=this.arr.length
Ssuch(t hl S,e) - 2
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Beispiel 10.1 Suche im (ungeordneten) Feld

cl ass SearchArray

{
int[] arr;
bool ean such(int e)
{
int k =this.arr.length;
inti =0;
while (i <k &!(arr[i] = ¢))
i =i +1;
return (i <Kk);
}
}
wobei
t1 = Cstore + 2¢. + Cfetch T Cstore + Cfetch +
int k=... inti =0
+ 26fetch + c< + Creturn + 2cfetch +ectoa+ '?’Cfetch +c + C[]
return Beding:nrlg =cp
und

ta = ¢p + Cstore + Cfetch + C+1
Als Grofle von (t hi s, e) betrachten wir die Langen vont his. arr.

such(n) = max{Tsych(t hi s,e) | Grofe von (t hi s,e) = n}

=t1+n-ty
T en(n) = Durchschnitt von {Tsych(t hi s,e) | Grofle von (t hi s,e) =n}
) n+1
=t1-|-zz_1 ta=ti+—— -t
n 2

wenn man das arithmetische Mittel als Durchschnitt wihlt, i.a. hangt dies von der Ver-
teilung der Elemente ab.

T8, en(n) = min{Tsycn(t hi s, €) | GroRe von (t hi s,e) = n}
=t1+ 1t
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d.h. bei such stimmen die Komplexitdten des besten und schlechtesten Falls nicht iiber-
ein.

Im Folgenden bezeichnen wir die Komplexitat im schlechtesten Fall meist mit T'(n)
und S¢(n) anstelle von T}’ (n) und S (n).

10.2 GrofRenordnung der Komplexitat: Die O-Notation

Die Komplexitit T'(n) bzw. S(n) wird hédufig nur bis auf konstante Faktoren unter-
sucht, da der gleiche Algorithmus, auf unterschiedlichen Rechnern oder unterschiedli-
chen Programmiersprachen kodiert, oder von unterschiedlichen Implementierungen
der gleichen Sprache verarbeitet, unterschiedlich hohen Aufwand verursacht. Dazu
ordnen wir den Aufwandsfunktionen T'(n) und S(n) bestimmte Funktionenklassen ih-
rer ,Grofsenordnung” zu.

Wir definieren fiir eine Funktion f : N — N (bzw. f : N — R):

O(f(n)) ={g(n) |Fc>0,n0 e N: 0 < g(n) <c- f(n)furallen > ng}
h(n) € O(f(n)) bedeutet also, dafl h hochstens so schnell wachst wie f.

Satz. Sei k > 0 eine Konstante, h € O(f(n)), g eine beliebige Funktion, die fiir n > ng
nichtnegativ ist. Dann gilt:

1. k-h(n), k+ h(n), k — h(n) € O(f(n))
2. (hopg)(n) € O((f op g)(n)) fiirop € {+, -, %, /}

3. Oist transitiv: fiir alle f, g, h gilt: Wenn f(n) € O(g(n)) und g(n) € O(h(n)), so ist
f(n) € O(h(n)).

Man nennt f

konstant falls f € O(1)

logarithmisch falls f € O(log, n)

linear falls f € O(n)

quadratisch  falls f € O(n?)

polynomial falls f € O(n*) fiir ein k > 0

exponentiell ~ falls f € O(k™) furein k > 2

Beispiele:

Tt ak1(n) € O(n) linear, Stak1(n) € O(1) konstant
Thi nsuch(n) € O(logyn) logarithmisch, Shinsuch(n) € O(1) konstant
Ttac(n) € O(n) linear, Stac(n) € O(n) linear

Auflerdem gilt: Die Hintereinanderausfithrung zweier Anweisungen mit linearer Zeit-
komplexitat ist linear. Die Zeitkomplexitiat zweier verschachtelter Schleifen mit linearer
Terminierung ist quadratisch.
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Eine exponentielle Zeitkomplexitit hat folgendes Problem des , Handelsreisenden”
(engl. Traveling Salesman): Gegeben sei ein Graph mit n Stddten und den jeweiligen
Entfernungen sowie eine Entfernung B. Gibt es eine Tour der Lange < B durch alle
Stadte, sodaf’ jede Stadt nur einmal besucht wird?

Algorithmen mit polynomialer Komplexitdt nennt man praktisch berechenbar, wéh-
rend exponentielle Algorithmen nicht (mehr) praktisch berechenbar sind. (Grund: bei
Vergrofierung der Eingabe um 1 verdoppelt sich der Aufwand.)

Bemerkung: Fiir das Traveling-Salesman-Problem gibt es einen nichtdeterministisch-
polynomialen Algorithmus (,man darf ide richtige Losung raten”). Die Klasse der
nichtdeterministisch-polynomialen Algorithmen (bzgl. der Zeitkomplexitdt) nennt
man NP, die Klasse der polynomialen Algorithmen (bzgl. der Zeitkomplexitidt) nennt
man P. Die bekannteste ungeloste Frage der theoretischen Informatik ist: ,P = NP?”.
Das Traveling-Salesman-Problem ist NP-vollstandig, d.h. falls es einen polynomialen
Algorithmus zu seiner Losung gibt, so hat jeder nichtdeterministisch-polynomiale
Algorithmus eine polynomiale Losung.

10.3 Zusammenfassung

1. Der Zeitbedarf einer Anweisung berechnet sich aus der Anzahl der Berechnungs-
schritte, der Speicherplatzbedarf aus dem Bedarf an lokalen Variablen und (neu-
en) Objekten.

2. Die Zeit- und Speicherplatzkomplexitit eines Algorithmus hiangt von der Grof3e
der Eingabe ab. Im schlechtesten Fall bildet man das Maximum der Berechnungs-
schritte fiir Eingaben gleicher Grofie. Analog nimmt man im mittleren Fall den
Durchschnitt.

3. Speicher- und Zeitkomplexitit werden nach ihrer Grofienordnung, der O-
Notation, klassifiziert. Diese hangt im wesentlichen von der Anzahl der nétigen
Schleifendurchldufe ab. Geschachtelte Schleifen erhohen die Komplexitit, im Ge-
gensatz zu hintereindander ausgefiihrten Schleifen.

4. Polynomial berechenbare Algorithmen heifsen auch praktisch berechenbar (ob-
wohl schon die Komplexitit n® haufig Probleme bereitet). Exponentielle Algo-
rithmen sind nicht praktisch berechenbar.

5. Bis heute offen ist die Frage P=NP: ob nichtdeterministisch polynomiale Algo-
rithmen auch polynomial sind. (Beispiel: Handelsreisender)



