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Temporale Logik

Überblick: “Klassische Logik”

1. Aussagenlogik

SeiV eine (ḧochstens abz̈ahlbar unendliche) Menge vonatomaren Aussagen.

SpracheLAL(V) (kurz: LAL) der Aussagenlogik.

Alphabet:

• alle Elemente vonV
• die Zeichen false,→, (, )

Induktive Definition der Formeln:

1. Jede atomare Aussagev ∈ V ist eine Formel.

2. false ist eine Formel.

3. SindA undB Formeln, so ist auch(A→ B) eine Formel.

Abkürzungen: ¬A für A→ false
A ∨ B für ¬A→ B
A ∧ B für ¬(A→ ¬B)
A↔ B für (A→ B) ∧ (B → A)
true für ¬false

Semantik. Vorgegeben ist die Menge{f, t} vonWahrheitswerten.

EineBelegungB fürLAL(V) ist eine AbbildungB : V → {f, t}.
Induktive Fortsetzung einer gegebenen BelegungB auf alle Formeln vonLAL(V):

1. B(v) für v ∈ V ist gegeben.

2. B(false) = f.

3. B(A→ B) = t ⇐⇒ B(A) = f oder B(B) = t.

Für die weiteren Operatoren gilt dann:

B(¬A) = t ⇐⇒ B(A) = f
B(A ∨ B) = t ⇐⇒ B(A) = t oder B(B) = t
B(A ∧ B) = t ⇐⇒ B(A) = t und B(B) = t
B(A↔ B) = t ⇐⇒ B(A) = B(B)
B(true) = t

Eine FormelA von LAL heißt gültig in B (in Zeichen|=
B

A), wennB(A) = t gilt. A heißt allge-
meing̈ultig (Tautologie, |= A), wenn|=

B
A gilt f ür alleB. A folgt auseiner FormelmengeF (F |= A

bzw.B1, . . . ,Bn |= A, fallsF = {B1, . . . ,Bn}), wenn|=
B

A gilt f ür jede BelegungB mit |=
B

B für alle
B ∈ F .



Formale Systeme.

Ein formales SystemΣ ist gegeben durch:

• Axiome (Formeln einer logischen Sprache),

• Herleitungsregeln der Gestalt

A1, . . . ,An ` B (n ≥ 1)

mit FormelnA1, . . . ,An ,B . Die FormelnA1, . . . ,An heißenPrämissen, B heißtKonklusion(der
Regel).

Induktive Definition derHerleitbarkeiteiner FormelF in Σ (in Zeichen: ` F ,
Σ̀

F ):

1. Jedes Axiom ist herleitbar.

2. IstA1, . . . ,An ` B eine Regel und sindA1, . . . ,An herleitbar, so ist auchB herleitbar.

Ein formales SystemΣAL der Aussagenlogik.

Axiome: (Axiomenschemata)

(al1) A→ (B → A)
(al2) (A→ (B → C ))→ ((A→ B)→ (A→ C ))
(al3) (¬A→ ¬B)→ (B → A)

Regel: (Regelschema)

(mp) A,A→ B ` B

Es gilt:

• A ` B ⇐⇒ ` A→ B

• A1, . . . ,An ` B ⇐⇒ ` (A1 ∧ . . . ∧An)→ B

• F ` A =⇒ F |= A (KorrektheitvonΣAL)

• F |= A =⇒ F ` A (VollständigkeitvonΣAL)

• insbesondere: ` A ⇐⇒ |= A

2. Prädikatenlogik (1. Stufe)

Signaturen. EineSignaturSIG = (S ,F ,P) ist gegeben durch:

• eine MengeS vonSorten,

• für jedesσ ∈ S ∗, s ∈ S eine ḧochstens abz̈ahlbar unendliche MengeF (σ,s) von (σ, s)-
Funktionszeichen(falls σ = ε: Konstanten), und

• für jedesσ ∈ S ∗ eine ḧochstens abz̈ahlbar unendliche MengeP (σ) vonσ-Prädikatszeichen(falls
σ = ε: atomare Aussagen).
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Prädikatenlogische SpracheLPL(SIG) (kurz: LPL) 1. Stufe über einer SignaturSIG = (S ,F ,P).

Alphabet:

• alle Zeichen vonF (σ,s) undP (σ), für alleσ ∈ S ∗, s ∈ S ,

• für jedess ∈ S eine abz̈ahlbar unendliche MengeXs von (Individuen-)Variablen,

• dasGleichheitszeichen=,

• die Zeichen false,→, ∃, (, ).

Induktive Definition der Terme (mit ihrenSorten)

1. Jede Variable ausXs ist ein Term der Sortes.

2. Ist f ∈ F (s1...sn ,s) ein (s1 . . . sn , s)-Funktionszeichen und sindt1, . . . , tn Terme der Sorten
s1, . . . , sn , so istf (t1, . . . , tn) ein Term der Sortes.

Atomare Formeln: Alle Zeichenreihen der Gestalt

• p(t1, . . . , tn), wobeip ∈ P (s1...sn ) ein (s1 . . . sn)-Pr̈adikatszeichen undt1, . . . , tn Terme der
Sortens1, . . . , sn sind.

• t1 = t2, wobeit1 undt2 Terme gleicher Sorte sind.

Induktive Definition der Formeln:

1. Jede atomare Formel ist eine Formel.

2. false ist eine Formel, und sindA undB Formeln, so ist(A→ B) eine Formel.

3. IstA eine Formel undx ∈ Xs für eins ∈ S , so ist∃x A eine Formel.

Abkürzungen und Schreibweisen:wie in der Aussagenlogik, zusätzlich

∀x A für ¬∃x ¬A
t1 6= t2 für ¬(t1 = t2)

Das Auftreten einer Variablenx in einer FormelA heißtgebunden, wenn es in einer Teilformel∃x B
vorkommt; andernfalls heißt esfrei.

Schreibweise:Ax (t) für die Formel, die sich ausA durch Ersetzen jedes freien Vorkommens vonx
durcht ergibt. Dabei seienx undt von gleicher Sorte, undt enthalte keine Variablen, die inA gebunden
vorkommen.

Semantik. EineStrukturS für eine SignaturSIG = (S ,F ,P) ist gegeben durch:

• eine Tr̈agermenge|S|s 6= ∅ für jedess ∈ S ,

• eine AbbildungS(f ) : |S|s1 × · · · × |S|sn → |S|s für jedes(s1 . . . sn , s)-Funktionszeichenf
(falls n = 0: S(f ) ∈ |S|s ),

• eine RelationS(p) : |S|s1 × · · · × |S|sn → {f, t} für jedess1 . . . sn -Pr̈adikatszeichenp
(falls n = 0: S(p) ∈ {f, t}).

Eine Variablenbelegungξ (bzgl. S) ist eine Zuordnung von je einem Elementξ(x ) ∈ |S|s zu jeder
Variablenx ∈ Xs (für alles ∈ S ).
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Induktive Definition vonS(ξ)(t) ∈ |S|s für Termet der Sortes:

1. S(ξ)(x ) = ξ(x ) für x ∈ Xs .

2. S(ξ)(f (t1, . . . , tn)) = S(f )(S(ξ)(t1), . . . ,S(ξ)(tn)).

Definition vonS(ξ)(A) für atomare FormelnA:

1. S(ξ)(p(t1, . . . , tn)) = S(p)(S(ξ)(t1), . . . ,S(ξ)(tn)).

2. S(ξ)(t1 = t2) = t ⇐⇒ S
(ξ)(t1) = S

(ξ)(t2).

Induktive Fortsetzung vonS(ξ) auf alle Formeln:

1. S(ξ)(A) für atomare FormelnA ist bereits definiert.

2. S(ξ)(false) = f.

3. S(ξ)(A→ B) = t ⇐⇒ S
(ξ)(A) = f oder S(ξ)(B) = t.

4. S(ξ)(∃x A) = t ⇐⇒ es gibtξ′ mit ξ′ ∼x ξ undS(ξ′)(A) = t.
(Dabei:ξ′ ∼x ξ ⇐⇒ ξ′(y) = ξ(y) für y 6≡ x .)

Für ∀x A gilt dann:

S
(ξ)(∀x A) = t ⇐⇒ für alleξ′ mit ξ′ ∼x ξ gilt S(ξ′)(A) = t.

Eine FormelA vonLPL heißtgültig in S (S erfüllt A, |=
S

A), wennS(ξ)(A) = t für jede Belegungξ gilt.
A heißtallgemeing̈ultig ( |= A), wenn|=

S
A gilt f ür alleS. A folgt auseiner FormelmengeF (F |= A

bzw.B1, . . . ,Bn |= A), wenn|=
S

A gilt f ür jedesSmit |=
S

B für alleB ∈ F .

Ein formales SystemΣPL der Prädikatenlogik (korrekt und vollsẗandig)

Axiome:

alle Axiome vonΣAL

(∃I ) Ax (t)→ ∃x A
(eq1) x = x
(eq2) x = y → (A→ Ax (y))

Regeln:

(mp) A,A→ B ` B
(part) A→ B ` ∃x A→ B falls x in B nicht frei vorkommt (Partikularisierung)

3. Theorien

Eine(prädikatenlogische) Theorie (1. Stufe)T = (LPL(SIG),A) ist gegeben durch:

• eine SpracheLPL(SIG),

• eine MengeA von Formeln vonLPL(SIG) (nicht-logische Axiome).

Eine StrukturS für SIG heißtModellvonT , wenn jede Formel vonA in S gültig ist. T heißtC-Theorie
für eine KlasseC von Strukturen f̈ur SIG , wenn jede Struktur vonC Modell vonT ist.
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