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Temporale Logik

Uberblick: “Klassische Logik”

1. Aussagenlogik

SeiV eine (lochstens al@#hlbar unendliche) Menge vatomaren Aussagen

Sprachel 4. (V) (kurz: L 41) der Aussagenlogik.

Alphabet:

e alle Elemente vow
e die Zeichen false —, (,)

Induktive Definition der Formeln:

1. Jede atomare Aussage= V ist eine Formel.
2. falseist eine Formel.
3. SindA und B Formeln, so ist auch4 — B) eine Formel.

Abk urzungen: -A fur A — false
AvB fur -A— B
ANB fur —=(A— -B)
A~ B fur (A—>B)/\(B—>A)
true fur —false

Semantik. Vorgegeben ist die Mengd,t} von Wahrheitswerten
EineBelegungB fur £ 41,(V) ist eine Abbildung : V — {f, t}.
Induktive Fortsetzung einer gegebenen BelegBrayif alle Formeln vorC 41,(V):

1. B(v) furv € V ist gegeben.
2. B(false) =f.
3. B(A—B)=t <= B(A)=f oderB(B)=

Far die weiteren Operatoren gilt dann:

B(—A) = — B(A)=f
(A\/B) <= B(A) =t oder B(B) =
B(AAB) = < B(A)=t und B(B) =
<AHB> = B(4)=B(B)
B(true) =

Eine FormelA von L4, heitglltig in B (in Zeichenl A), wennB(4) = t gilt. A heiltallge-
meinglltig (Tautologie = A), wenni= A gilt fur alle B. A folgt auseiner Formelmengé™ (F = A
bzw. By, ..., B, E A, falls F = {Bi, ..., By}), wenni A gilt fur jede Belegun@ mit | B fur alle
BeF.



Formale Systeme.
Ein formales Syster ist gegeben durch:
e Axiome (Formeln einer logischen Sprache),
e Herleitungsregeln der Gestalt
Ay,...,A, F B (n>1)

mit FormelnA, ..., A,, B. Die Formeln4y, ..., A, heiRenPramissenB heil3tKonklusion(der
Regel).

Induktive Definition deHerleitbarkeiteiner Formel” in X (in Zeichen: - F, & F):

1. Jedes Axiom ist herleitbar.

2. IstAq,..., A, F B eine Regelund sind4, ..., A, herleitbar, so ist aucP® herleitbar.

Ein formales System 4;, der Aussagenlogik.

Axiome: (Axiomenschemata)

(@1) A—(B— A
@?2) (A—(B—-0)—=({(4—=B)—=(4-10)
@l) (-A—-B)—(B—A)

Regel: (Regelschema)
(mp) A, A— BFB
Es gilt:
e AFB «— FA-—>B
e Ay,..., A, F B <— FA1AN...NA,)— B
e FHFA = FEA (Korrektheitvon X 4 1)

e FEA — FLA (Vollstandigkeitvon X 4 1)

e insbesondere: -4 <«— A4

2. Pradikatenlogik (1. Stufe)
Signaturen. EineSignaturSIG = (S, F', P) ist gegeben durch:

e eine MengeS von Sorten

o fir jedesc € S*, s € S eine fochstens alithlbar unendliche Mengé' (%) von (o, s)-
Funktionszeiche(ffalls ¢ = ¢: Konstante, und

o fiir jedess € S* eine tbchstens ali#hlbar unendliche MengB(?) von o-Pradikatszeicheffalls
o = ¢: atomare Aussagen



Pradikatenlogische Sprachel pr,(SIG) (kurz: Lpr) 1. Stufe Uber einer SignatufIG = (S, F', P).

Alphabet:

alle Zeichen vor¥(@:$) und P(?) fuir alles € S*, s € S,

fur jedess € S eine abahlbar unendliche Meng#; von (Individuen-)Variablen

dasGleichheitszeiches:,

die Zeichen false —, 3, (, ).
Induktive Definition der Terme (mit ihrenSorten)

1. Jede Variable au¥; ist ein Term der Sorte.
2. Istf € F(s1-5n5) gin (s1...5n,s)-Funktionszeichen und sing, ..., ¢, Terme der Sorten
S1y.--,8n, SOIStf(t1,...,t,) ein Term der Sorte.
Atomare Formeln: Alle Zeichenreihen der Gestalt
e p(t,...,t,), wobeip € PG1-sn) ein(s; ... s, )-Pradikatszeichen und, . . ., t, Terme der
Sortensy, ..., s, sind.
e 1| = tp, Wobeit; undt, Terme gleicher Sorte sind.

Induktive Definition der Formeln:

1. Jede atomare Formel ist eine Formel.
2. falseist eine Formel, und sind und B Formeln, so istA — B) eine Formel.
3. IstA eine Formel und: € X, fir eins € S, so istdz A eine Formel.

Abk trzungen und Schreibweisen:wie in der Aussagenlogik, zaglich

Vz A for —dz -4
t1 7& 15 for —|(t1 = tQ)

Das Auftreten einer Variablen in einer FormelA hei3tgebundenwenn es in einer Teilformelx B
vorkommt; andernfalls heil3t émei.

SchreibweiseA,(t) fur die Formel, die sich aud durch Ersetzen jedes freien Vorkommens von
durcht ergibt. Dabei seiem und¢ von gleicher Sorte, untlenthalte keine Variablen, die ith gebunden
vorkommen.

Semantik. EineStrukturS fur eine SignatuSIG = (S, F, P) ist gegeben durch:

e eine TigermengéS|, # () fur jedess € S,

e eine AbbildungS(f) : [S|s, x -+ X [S]s, — |S|s fur jedes(s; . .. s,, s)-Funktionszeicherf
(falls n = 0: S(f) € |S]s),

e eine RelatiorS(p) : [S|s, x -+ x [S|s, — {f,t} fUr jedess; ... s,-Pradikatszeichemp
(falls n = 0: S(p) € {f,t}).

Eine Variablenbelegung (bzgl. S) ist eine Zuordnung von je einem Elemefitr) € |S|s zu jeder
Variablenz € X, (fur alles € S).



Induktive Definition vorSé) (t) € |S|, fur Termet der Sortes:
1. SO(z) = &(z) furz € A,.
2. SOf(tr,. o 1) =SSO (t), ..., SO(t)).
Definition vonS(€) (4) firr atomare Formelni:
1. SO (p(ty, ..., 1) =S(p)(SEO(t),...,S@(t,)).
2.80(t =) =t <= SO(t) =S ().
Induktive Fortsetzung voB(©) auf alle Formeln:
1. S©(A) fur atomare Formeldl ist bereits definiert.
2. S@(false) = f.
3.S9(U4 - B)=t < SE4)=f oderS®(B) =t.

4. 8O3z A) =t <= esgibte’ mite’ ~, £undSE)(4) =t.
(Dabei:’ ~, & <= ¢&'(y)=¢&(y) fury # z.)

Furvz A gilt dann:

SOz A) =t <« furalled’ mite ~, ¢ gilt S€)(A) =t.

Eine Formeld von £ p, heitguiltig in S (S erfiillt A, k= A), wennS(®)(A) = t fir jede Belegung gilt.
A hei3tallgemeingltig ( = A), wenn= A gilt fur alleS. A folgt auseiner Formelmengé (F = A
bzw. By, ..., By, | A), wennis A gilt fur jedesS mit = B fur alle B € F.

Ein formales SystemX p;, der Pradikatenlogik (korrekt und vollsandig)

Axiome:
alle Axiome vonX 4,

(31) A(t) -3z A

(eql) z ==

(€q2) z =y — (A — Az(y))
Regeln:

(mp) A,A— BEB

(part) A — BF3dzx A— B fallsz in B nicht frei vorkommt (Partikularisierung)
3. Theorien

Eine (pradikatenlogische) Theorie (1. StufE)= (Lp.(SIG), A) ist gegeben durch:
e eine Spraché& p.(SIG),
e eine Menge\ von Formeln vonC p;,(SIG) (nicht-logische Axiome)

Eine StrukturS fur SIG hei3tModellvon 7, wenn jede Formel voa in S giltig ist. 7 hei3tC-Theorie
fur eine Klass€ von Struktureniir SIG, wenn jede Struktur vod@ Modell von7 ist.



