Informatik 11, SS 03

Ziele

Kom p I eXitat von Alg (o) rith men = Zeit- und Speicherplatzbedarf einer Anweisung berechnen kénnen

= Zeit- und Speicherplatzbedarf einer Methode berechnen kénnen

= Unterschiede der Komplexitat vom schlechtesten, besten und mittleren

Martin Wirsing Fall kennen

= O-Notation wiederholen
in Zusammenarbeit mit

Matthias Holzl, Piotr Kosiuczenko, Dirk Pattinson = Praktische" Berechenbarkeit eines Algorithmus einschéatzen kénnen
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Zeit- und Speicherplatzbedarf Zeit- und Speicherplatzbedarf
Der Aufwand fiir die Abarbeitung eines Algorithmus hangt ab von Speicherplatzbedarf S fiir die Deklaration ~ Summe des Speicherplatzbedarfs
von der Attribute
= Art, Anzahl und Zusammensetzung der verwendeten Datentypen und , .
algorithmischen Konzepte Zahl-, Char-, Boole'schen Werten 1 Maschinenwort
Feldern vom Typ t ype z.B Lange des Feldes * Bedarf fiir 1 Wert
= Art der Realisierung der Datentypen und algorithmischen Konzepte pyp vomgTyp type
auf einer bestimmten Rechenanlage (z.b. Verwaltungsaufwand bei = einstufigen i nt -Feldern Lange des Feldes viele
Rekursion) sowie von konkreten Maschineneigenschaften (z.B. Art Maschinenworte
und Ausfiihrungsgeschwindigkeit der Maschinenoperationen). = zweistufigen Felderni nt [n] [ nj (n * n) viele Maschinenworte
Referenzvariablen (Objektreferenzen) 1 Maschinenwort
und Objekte
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Zeit- und Speicherplatzbedarf

Informatik 11, SS 03

Zeit- und Speicherplatzbedarf

Zeitbedarf T flir die Deklaration von Zeitbedarf Zeitbedarf T fir die Deklaration von Zeitbedarf
Konstante k konstant ¢ o ¢, . .
lokale Variable x konstant ¢, ., §1? é:': ngsol * Ee’é von S,
Zuweisung x = exp; Csioret Zeitvon exp . (cl l’ Zei ?"f ar
Grundoperationen: Zugriff auf Halde)
+ Cs . . . . .
* . if(B)S, el se S, Zeit von if + Zeit von B + Zeit von S,,
1 c falls B == true,
B .. o Zeit von if + Zeit von B + Zeitvon S, ,
<
. . falls B == fal se
exp; + exp; Zeit von expst ¢, + Zeitvon exp, while (B) Anzahl der Durchldufe *
new C(t) Ceap + Zeitvon t + Te + Cgiore (s} (Zeit von B + Zeit von S) +
Zeitvon B
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Zeit- und Speicherplatzbedarf
Sei die Funktions- / Methodentype m (type x) {stns} gegeben.
Der Zeitbedarf eines Aufrufs m (a) héngt ab von den Kosten der Parameteribergabe c ,
bestehen aus
= den Kosten der Berechnung von a T, und
= den Kosten der Ubergabe (des Wertes) von a g, o,
(die Kosten des ,organisatorischen* Bedarfs zur Berechnung der
Riicksprungadresse etc. werden vernachldssigt), sowie
= der Anzahl der Berechnungsschritte des Rumpfes Tg; [ =q)

ist definiertals T, (@) = C.y  + T, + T, +c

stns[ x=a] store

wobei Ty i «=o) die Anzahl der Berechnungsschritte des Rumpfes (in Abhéngigkeit vom

R-Wert von a) angibt.
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Zeit- und Speicherplatzbedarf

Der Speicherplatzbedarf eines Aufrufs n{ a) hangt ab von

= den Kosten S, des aktuellen Parameters,
= den organisatorischen Kosten der Parameteriibergabe call S, und

= den Kosten S,

st ms( x=a) TUr die lokalen Deklarationen.

Der Speicherbedarf von n{ a) ist definiert als

Sf{a) = S.u *+ S, + S

st s x=a]

Bemerkung: In aktuellen Java-Implementierungen wird der zur Berechnung von a
bendtigte Speicherplatz geléscht, bevor der Rumpf ausgewertet wird; d.h man
verwendet das Maximum anstelle der Summe:

Si(@) = max(S, . Scai * Ssims(x=a))
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Zeit- und Speicherplatzbedarf

Beispiele:
1 Tineresut =1 = Cstore * Creten
S, =1

int result = 1;
2.Seistm=result = x * result; x =x - 1;
Tstm= 2Ciercn * €+ *+ C * Cieten ¥ €1t Cyrore

stm store

Squm= 0

3.Seistm = Point p = new Point (0,1);

Tstm= Cstore * 2Cretoy * 2Cstorp * Coart * 2 (Creron * Cstore)

Zuweisung  Kosten zur Ubergabe

anp_ Berechnung der akt Train0.1)
Sim=1+2 von 0,1 Parameter
ro
p__ Halde
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Beispiele fiir den Zeit- und Speicherplatzbedarf des
Rumpfs einer Methode

€1 = 21+ C

Beispiel 1: Iterative Fakultit (Zeitbedarf) IRl oy
C3 = Creren ¥ Cx + Cirore

int faki(int x) Traa(x) | =

{ int result = 1; Cieteh * Cstore /I Kosten der

I Vorbesetzung

while (x > 0) { (cy
result = x * result; +c, /I Kosten der Schleife
X =X - 1; +Cy) *ox + /I x — Anzahl der DI.
+c,
return result; + Cietch + Creturn /l Kosten vonr et urn
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Beispiele flr den Zeit- und Speicherplatzbedarf des
Rumpfs einer Methode
Beispiel 1: lterative Fakultat (Spei cher pl at zbedar f)

Spaka(X)= Seqy + 1+ 141 /I Kosten der lokalen
ot /I Variablen
X result retumn
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Beispiele fiir den Zeit- und Speicherplatzbedarf des
Rumpfs einer Methode

Beispiel 2: Binare Suche
cl ass SearchArray
{ char[] arr;

bool ean bi nSuch(char e) Ty nsuen(€) €
{ int left =0; 2(Crarcn * Cstore) * €1+ Craon + 2Cqy
int right = this.arr.length - 1; /I Vorbesetzung
int md

+ Cieen * Cyiore _ I/ Vorbesetzung
+ [log,a.l engthl *
while [(left <= rlght) & Itound) { ((3¢(qep + C. + ) /Bedingung

mid = (left +right) / 2; }+ Corure * Craen? + €, + ¢, /1 md=...

bool ean found = fal se;

if (e <this.arr[md]) right =nd- 1 +2:(3C;p + 204, + max{c., c.})

else if (e >this.arr[md]) left = nid + 1) //2mal Bedingung

else found = true; + Cppan * Corore + MAX{C,;, C_,})
Ia-, Nein-Zweig

}
return found; + Crun * Cruen !/ Kostenvonreturn

+ (3Creep ¥ Cc €+ Ty
Syinsucn(€) = 4/l Kosten der lokalen Variablen
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Beispiele fiir den Zeit- und Speicherplatzbedarf des
Rumpfs einer Methode

Beispiel 3: Rekursive Fakultat Zeit T;,(n)

Informatik 11, SS 03 14

Beispiele fiir den Zeit- und Speicherplatzbedarf des
Rumpfs einer Methode

Beispiel 3: Fortsetzung

Anweisung n==20 n>0
1 public static int fac(int n) Also
t falls n == 0
2{ Tilm) =1
) Teln-1) +t, falls n >0
3 if (n==0) Cite ¥ 2Cqerch Cite * 2Crerch + Coz
+ e MItt = cpe+ 2610 + €+ Craun Ut 5 = €+ 2000y 224 Ci + Cogre + €+ Couy ¥ Crarunn
4 return 1; Cretch * Creturn
5 else
6 6 return n * fac(n - 1); 2Ciqen * C. * Cyge * Co ¥
* Coann * Crearurn + Tra(n-1)
T
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Beispiele flr den Zeit- und Speicherplatzbedarf des
Rumpfs einer Methode
Beispiel 3: Fortsetzung
Die L6ésung dieser Gleichung erhalt man durch wiederholte Substitution:

Trac(n) = Tiae(n-1) + t,
= Tiae(n-2) +t,+1,

= Tac(0)  + 0ty
d.h.
Tiae(N) =ty + Nty

Im Vergleich dazu erhalt man fiir die iterative Berechnung ???

Traa(M =t + nt5

Mitt ) =ce+ 3Caan * Coore * Cc + Crorun UNA T 5 =0+ 5150y + 2640, + C. + C o+ C

D.h. Die Laufzeiten unterscheiden sich nicht prinzipiell (siehe spater).
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Beispiele flr den Zeit- und Speicherplatzbedarf des
Rumpfs einer Methode

Beispiel 3: Rekursive Fakultat

Speicher

Anweisung n==20 n>0
1 public static int fac(int n) 1+ 1+ s 1+ 1+ s, + S,(n-1)
2{
3 if (n==0)
4 return 1;
5 el se
6 return n * fac(n - 1);
7}
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Beispiele fiir den Zeit- und Speicherplatzbedarf des
Rumpfs einer Methode

Wieder ergibt sich

falls n 0

5
Stael M) = {Sm(n,l) +s, fallsn>0

Folgerung: Se(n) =S; +n - S,

Waéhrend der Speicherplatzbedarf von f ac1 gleich 3 + s, also konstant,
ist, hangt der Speicherplatzbedarf der rekursiven Funktion von der GréRe von
n ab und wachst linear mit n.
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Beispiel: Suche im (ungeordneten) Feld

class SearchArray
{ int[] arr;

bool ean such(int e) Coall +Te*

{ int k =this.arr.length; Csiore + 2Cq¢ + Ciercn
int i =0 * Cstore + Cretch
while (i <k &!l(arr[i] == @))  + K*(2Cqa * Cot 2qqen+ 204 + C* Cq #C,
=i+ + Cstore * Creton + Ci1 )
return (i < k); + 2Cfercn + C<* Creturn}
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Komplexitatsarten
= Um den Zeit- und Speicherplatzbedarf verschiedener Algorithmen vergleichen zu
kénnen, abstrahiert man von der speziellen Eingabe und gibt die Kosten in
Abhéngigkeit von der Groéf3e der Eingabe an.

= Man unterscheidet die Komplexitat im schlechtesten, mittleren und besten Fall (engl.

worst case, average case, best case)
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Kiomplexitat im schlechtesten, besten und mittleren
Fall
Zeitkomplexitat im

schlechtesten Fall T™(n) = max{T (a) | G6Be von a = n}
mittleren Fall Tav (n) = Durchschnitt von{T (a)| G 6Re von a =n}
besten Fall To(n) =nmn{T (a) | Go6Be von a = n}

Speicherkomplexitat im

schlechtesten Fall Sw(n) = max{S a) | GréBevon a = n}
mittleren Fall S (n) = Durchschnitt von{S(a) | GréBevon a = n}
besten Fall sb(n) = mn{S(a) | GreBevon a = n}
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Beispiele fiir den Zeit- und Speicherplatzbedarf des
Rumpfs einer Methode

Beispiel:
" Thinsucn(N) = MBX{ Ty nsuen( €, @) | GroBevon a = (n-1)}

da die Groke vone = 1.

= Firfac, fakl stimmen der beste, schlechteste und mittlere Fall jeweils {iberein.

Beispiel:
- Tuen(this, e)sty + nt,
- Squen(this, e)= konstant
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Beispiele fiir den Zeit- und Speicherplatzbedarf des
Rumpfs einer Methode

Ten(n) = max{ Ty, (this, e) |GréRevon (this,e) = n}

=t, +nt,

T& ,cn = Durchschnitt von (this, e) |GréRevon (this,e) = n}

i n(n + 1)
=t; + t, =t + .
1 n 2 1 2 n

2

wenn man das arithmetische Mittel als Durchschnitt wahlt, wobei GréRe von
(this, e)=Langevonthis.arr

T ucn (N) = mn{T,,,(this, e) |GroBevon (this,e) = n}

=t +t,
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GréBenordnung der Komplexitat: Die O -Notation
Die Komplexitat T(n) bzw. S(n) wird haufig nur bis auf konstante Faktoren
untersucht. Dazu ordnen wir den Aufwandsfunktionen T(n) und S(n)
bestimmte Funktionsklassen ihrer ,GréRenordnung” zu.

Seif : N - Neine Funktion. Wir definieren die Klasse:
af(n)) =

{g(n)|es gibt ¢ >0, n,: 0<g(n) <c - f(n) firallen = ny}

h(n) O O(f(n)) bedeutet also, dal h héchstens so schnell wachst wie f
(modulo lineare Transformation).
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GroéBenordnung der Komplexitat: Die O -Notation

Satz. Sei k > 0 eine Konstante, h(n) 0O O(f(n)), g(n) eine beliebige
Funktionen, die fir n = n, nichtnegativ ist. Dann gilt:

1.k - h(n), k + h(n), h(n) - k O Qf(n))
2. (h(n) op g(n)) O Of(n) op g(n))) fir op O {+ -,*,/}
3. O isttransitiv: furalle f (n), g(n), h(n) gilt:

Wenn f(n) 0 Q(g(n)) und g(n) O Oh(n))
soist f(n) O QCh(n))
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GroBenordnung der Komplexitat: Die O -Notation
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GroBenordnung der Komplexitat: Die O -Notation

Beispiele:
Man nennt f
konstant falls  f O Q1) Tiaa(n) O Qn) linear, Saa(n) 0 Q1) konstant
L Thinsucn(N) O Q1 og,n) logarithmisch, S \g,cn(n) O (1) konstant
logarithmisch  falls 0 Qlog,n) Tiac(n) O Qn) linear, Siac(n) O Qn) linear
linear falls f O Qn)
quadratisch falls f O Qn? AulRerdem gilt:
) PR
polynomial falls fOQnY firein k =0 = Die Hintereinanderausfiihrung zweier Anweisungen mit linearer Zeitkomplexitat
exponentiell falls f O k") firein k 2 2 ist linear.
= Die Zeitkomplexitat zweier verschachtelter Schleifen mit linearer Terminierung
ist quadratisch.
M. Wirsing: Komplexitat von Algorithmen M. Wirsing: Komplexitét von Algorithmen
Informatik 11, SS 03 27 Informatik I, SS 03 28

Exponentielle und polynomiale Zeitkomplexitat

Eine exponentielle Zeitkomplexitat hat folgendes Problem des ,Handelsreisenden” (engl.
Traveling Salesman):

Gegeben sei ein Graph mit n Stadten und den jeweiligen Entfernungen sowie eine Entfernung
B. Gibt es eine Tour der Lénge < B durch alle Stadte, so daR jede Stadt einmal besucht wird?

Bemerkung:
Fir das Traveling-Salesman-Problem gibt es einen nichtdeterministisch-polynominalen
Algorithmus (,man darf die richtige Lésung raten®).

Das Traveling-Salesman-Problem ist NP-vollstandig, d.h. falls es einen polynomialen
Algorithmus zu seiner Lésung gibt, so hat jeder nichtdeterministisch-polynomiale Algorithmus
eine polynomiale Lésung.
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Exponentielle und polynomiale Zeitkomplexitat

Algorithmen mit i Kc itat nennt man i , wahrend
exponentielle Algorithmen nicht (mehr) praktisch berechenbar sind.
(Grund: bei VergroRerung der Eingabe um 1 verdoppelt sich der Aufwand.)

Die Klasse der nichtdeterministisch-polynomialen Algorithmen (bzgl. der Zeitkomplexitat) nennt
man NP.

Die Klasse der polynomialen Algorithmen (bzgl. der Zeitkomplexitat) nennt man P. Die
bekannteste ungeldste Frage der theoretischen Informatik ist: ,P = NP?*.

M. Wirsi

Komplexitit von Algorithmen
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Zusammenfassung

= Der Zeitbedarf einer Anweisung berechnet sich aus der Anzahl der
Berechnungsschritte, der Speicherplatzbedarf aus dem Bedarf an lokalen Variablen
und (neuen) Objekten.

= Die Zeit- und Speicherplatzkomplexitét eines Algorithmus héngt von der GréRe der
Eingabe ab. Im schlechtesten Fall bildet man das Maximum der Berechnungsschritte
fir Eingaben gleicher GroRe. Analog nimmt man im mittleren Fall den Durchschnitt.

= Speicher- und Zeitkomplexitat werden nach ihrer GréRenordnung, der O-Notation,
klassifiziert. Diese héngt im wesentlichen von der Anzahl der nétigen
Schleifendurchlaufe ab. Geschachtelte Schleifen erhohen die Komplexitat, im
Gegensatz zu hintereinander ausgefiihrten Schleifen.

= Polynomial berechenbare Algorithmen heiRen auch praktisch berechenbar (obwohl
schon die Komplexitat n® haufig Probleme bereitet). Exponentielle Algorithmen sind
nicht praktisch berechenbar.

= Bis heute offen ist die Frage P=NP: ob nichtdeterministisch polynomiale Algorithmen
auch polynomial sind. (Beispiel: Handelsreisender)

M. Wirsing: Komplexitat von Algorithmen




