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Semantik Beschreibung Methoden Operational Semantics

Es ist tiblich, zwischen der Syntax und der Semantik einer Programmier Sprache zu
unterscheiden. Individuelle Anweisungen, getrennt durch *” ; *” sind nacheinander, von links nach rechts

auszufuhren.

+ Syntax beschéftigt sich mit der grammatikalischen Struktur von Programmen. ) ) ) ) )
Um eine Anweisung der Form ** a: = b *” auszufiihren, ermitteln wir den Wert der zweiten

«  Semantik beschiftigt sich mit der Bedeutung eines (grammatikalisch korrekten) Variablen * b”* und ordnen ihren Wert der Variablen a (der ersten Variablen) zu.

Programms. o
Beispidl:
<z:=X;Xx:=y;y:=z, [x—>5y—7,z—-0] >
Z:=X ; X =y ; y.=2

O <x:=y;y:=z,[x—b5y—7,2z-5] >
Die Syntaktische Analyse des Programms :
Das Programm besteht aus drei Anweisungen, die von einander durch ’’; ** getrennt sind.
Jede dieser Anweisungen hat die Form von einer Variabel, gefolgt von Dem Symbol **:= "’ o
und einer weitern Variable. . Syi=z, [X=Ty—T,2-5]>
Semantik:
Die Bedeutung des gezeigten Programms ist, die Werte der Variablen x und y
auszutauschen. O <[x=7,y—>52-5] >
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<Z2:=X,$>—> S X =Y, §5>> S . .
Denotational Semantics

Die Bedeutungen werden durch mathematische Objekte modelliert, die den Effekt der
SZI=XIXITY, SH>— S <yi=z, > S Ausfiihrung dieses Konstrukts (z.B. Prog. ) wiedergeben.

Nur der Effekt ist von Interesse, nicht der Weg dorthin.

SZ:=X;X:=y,y:=2, S9>— S Flr unser Beispielprogramm erhalten wir die Funktionen:

Der Effekt einer Sequenz von ausdriicken, die durch *’; *” voneinander getrennt sind, ist
Zusammengesetzt aus dem Effekten der einzelnen Effekte( ** functional Composition ** )
Abkiirzungen:
Der Effekt eines Ausdrucks der Form *” a=b *” ist so, dass ein Ausgangszustand einen
S =[x—5,y—7,z-0] Zustand produziert: der neue Zustand unterscheidet sich von dem Alten dadurch, dass der
Wert der Ersten Variablen ( a) gleich dem Wert der Zweiten variablen (b ) ist.
S = [ Xx—5, y—7, z—5]
S[z:=x], S[x:=y], und S[y:=z] fiir jeden Ausdruck.
S = [ Xx—=7,y—7,z—5]
Und fiir das gesamte Programm :

%= [x=7y=52-5] Slz:=x; x:=y; y:=z|] = S[y:=2] o S[x:=y] o S[z:=x]

<ZI=X;X:=Yy:=7 S>— S3

Beispidl:
Slz:=x; x:=y; y:=z]([x—5, y—=7, z—0])
= (S[y:=z] o S[x:=y] o S[z:=x]){[x—5, y—T7, z—0])
= Sly:=z](S[x:=y](S[z:=z]([x—5, y—T7, z—0])))
= Sly:=z](S[x:=y]([x—5, y—=7, z—5]))
= Sly:=z]([x—=7, y—=7, z—5])

= [x—>7, y—5, z—5]
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Axiomatic Semantics

Ein Programm ist abschnittsweise korrekt ( pratially correct ) bezliglich einer gegebenen
Vorbedingung und einer ,, Nachbedingung “, wenn der Ausgangs-Zustand die Vorbedingung
erflllt und das Programm beendet wird und der Endzustand die Nachbedingung erfullt.

Fir unser Beispielprogramm haben wir die partial correctness property
{x=nOy=m} z:=x; x:=y;y:=z{y=nOx=m}
Vorbedingung Nachbedingung

Der Zustand [ X |—= 5, y = 7, z— 0] erfullt die Vorbedingung indem ern=35, m=7
setzt.wenn wir die partial correctness property bewiesen haben, kdnnen wir daraus
schlieRen, das, falls das Programm beendet wird, dann ein Zustand herauskommst, bei
demy=5und x_=7ist.

Axiomatische Semantik bietet ein logisches System, um Partial Correctness fiir
einzelne Programme zu beweisen.

Beweisbaum fiir obiges Beispiel :

{Po} z:=x {P} {P} x:=y{P;}

{Po} z:=x ;x:=y{P3} {P2}y:= z{P3}

{Po} z:=x; x:=y; y:=2z {Ps3}

Hier bei werden folgende Abkurzungen verwendet :

Po= x=nl0y=m
Pi=z=nly=m
P=z=n Ox=m
Ps= y=nOx=m
Wir werden flr jeden der Ansétze ( Operational, denotational, axiomatic

Semantics ) eine einfache ( Programm ) Sprache von While - Programmen
entwickeln.
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Die Beispiel — Sprache WHILE

Fir unsere Sprache gibt es folgende Meta-Variablen und Kategorien:

* humerals
n 0 Num
* variables
x JVAR
» arithmetic expressions
a [ Aexp (Arithmetische Ausdriicke)
ar=n|x|latx|la*x|a-a
* booleans expressins
b [J Bexp (bool'sche Ausdriicke)
b :=True|False |ai =& | aa<a | "b | b1 A b2
+ statements

s [0 stm
S i=x:=a| Skip| S1;S2 |ifbthen S;else S, |[Whilebdo S

Die Meta-Variablen kénnen auch mit Zusatzen versehen werden : Beispielsweise
beziehen sich n, n’, ny, ny allesamt auf Ziffern.

Z=x;x=Y;Y!=z
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Z:=X(X:=y:y:=2) (z:=x:x:=y):y:=2

Die Semantik von Ausdriicken

n:=0]1|n0|nl

/l\ A\ um die Zahl zu ermitteln, die durch eine Ziffer reprasentiert wird, wollen wir die
@ @ folgende Funktion definieren:

N:Num —>2Z

Diese wird als Semantik Funktion bezeichnet, weil sie die Semantik von Ziffern

a definiert .Wir wollen, dass N eine vollstandige Funktion ist, weil wir eine eindeutige
/N | Zahl firr jede Ziffer von Num ermitteln wollen.
z

Falls n O N ist, schreiben wir N [[ n ]] um N auf n.

~.
i
o

><
Il
N— 2

Die semantische Funktion N wird durch die folgenden semantischen Satze oder
Gleichungen definiert :

NTO0]=0

N[1)1=1
N[[nOJl=2*N[n]]
N[[nl]]=2*N[[n]]+1

< —0
M — 0
< — 09

Fir Statments schreibt man oft die Klammern als begin....end

Beispid :
N[[101]] =2* N[[10]] +1

=2*2*M[1]]1+1
=5
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Semantische Funktionen

Die Bedeutung eines Ausdrucks héngt von den Werten ab, mit denen Variablen belegt sind,
die in dem Ausdruck vorkommen. Wenn beispielsweise x mit dem Wert 3 belegt ist, ergibt
der arithmetische Ausdruck x + 1 den Wert 4.Wenn aber x mit dem Wert 2 belegt ist, ergibt
die gleiche Funktion den wert 3.Wir flihren deshalb das Konzept der Zusténde ein : zu jeder
Variablen nimmt der Zustand einen jeweils giiltigen Wert an.

Beispiel:

e Zustand=var— z

X
Y

z

Oder, [x— 5,y - 7,z—0]

e A: Aexp — (Zustand — z)

AllnIls=N[n]l

Al[x]]s=sx
Alartaz]ls=Allai]ls+ Allaz]l s
Alar*az]ls=Allai]ls*Af[az]]s
Alai-az]]s=Allai]ls-Al[a:]ls
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Beispid :

s§x=3

Allx+1]ls=Allx]Is+A[[1]]s
=(sX)+N[[1]]

=3+1
=4
All-alls=7?
Bltrue]s = tt
B[false]s = ff
tt if Afa;]s = Afa2]s
Bla; = as]s = ]
ff if AJa1]s # Afaz]s
tt if Afai]s < Afas]:
Blai < as]s = if Afa1]s < Alao]s
ff if AfJai]s > Alas]s
tt if B[b]s = ff
B[ b]s =
£ if B[b]s = tt
tt if B[bi]s = tt and B[by]s = tt
Blby A ba]s = if 5[bi]s = 6 and Blbo]s
i if B[b1]s = fFf or B[by]s = £
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Eigenschaften der Semantik
Frele Variablen
Die freie Variable eines arithmetischen Ausdrucks a ist definiert als der Satz von

Variablen, die darin vorkommen. Formell kdnnen wir eine compositinal Definition fur
diese Unter-Set FV (a) aus Var bestimmen.

FV (a) aus Var.

O
{x}

FV(a1) U FV (a2)
FV(a1) U FV (a2)
FV(a1) U FV (a2)

)

FV (n

FV (x)
FV (ai+a)
FV (a
FV (

1*az)
a-az)

* Betrachten wir das Beispiel FV (x+1)={x}und FV (x+y+x)={x,y}

Substitutionen ( Ersetzungen )

Die formale Definition sieht folgendermafen aus :

nly— ag)

z[y—ag]

I
—_—— 3
)

5
-
Lz
5
Il
@

aify—ao]) + (azly—ag))
ai[y—ao]) x (azly—ao))

a1[y—ao]) — (as[y—ao])

(a1 + a2)[y—a0]

(a1 * as)[y—ao)

Il
—~ o~ o~

(a1 — ag)[y—ag] =
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Beispiel :
(x+1)[y—~3] =3 +1

(x+y *X)[x—>y-5] =(y-5) +y*(y-5)

(sly—vl) x=

v if x=y

sx if x 2y

Seite 14 von 14



Natiirliche und strukturelle operationelle Semantik Natiirliche Semantik

Operational Semantik beschaftigt sich damit, wie ein Programm auszufiihren ist, und nicht Nattirliche Semantik beschéftigt sich mit der Beziehung zwischen Ein- und Ausgangszustand
nur mit dem Ergebnis dieser Ausfiihrung. Dazu gibt es zwei verschiedene Ansatze: einer Programmausfihrung.
- Naturliche Semantik: beschreibt, wie das Endergebnis / Gesamtergebnis von

Ausfihrungen erhalten wird.
- Strukturelle operationelle Semantik : beschreibt die einzelnen Schritte der [ass nel <x:=a,s>- s[x|- Alal]s]
Berechnungen.
’While’” eignet sich fiir beide Arten von Semantik. [SKip ns] <Skip,s>-s
<S1,8>-8,<S;,8>- 8"
[ Comp ns]
<S1;S2,8>- 8"
<S;,s>- ¢
if "] fB[[b]ls=tt
<ifbthen S;else S,,s>- ¢
<S;,s>- ¢
[if "] ifB[[b] =ff
<ifbthen S;else S,,s>- ¢
<S,s>- s <whilebdoS,s>- S”
[ while s ] ifB[[b]]s=tt
<whilebdoS ,s>- s”
[ while Ts ] <whilebdo S,s'>- sifB[[b]] =ff
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Eigenschaften der Semantik

> while b do S *” ist semantic equivalent zu *’ if b then ('S ; while b do S') else skip *”
Semantik &quivalent? das heif3t, dass fur alle Zustande s und s gilt:

<S,s5>>5s a < 2,8>>¢
+ <whilebdoS,s>- §” (*)
e <ifbthen(S;whilebdoS)elseskip,s>- S” (**)

weil ( *) gilt — einen derivation tree T haben — [ while ', ] oder [ while s ]

weil (*) gilt, wissen wir, dass wir einen derivation tree T dafiir haben. Er kann zwei
Formen haben, je nachdem ob er konstruiert wurde mit [ while ™,s ] oder [ while %5

T1 T2
, wobei Ty eine dervation tree mit der Wurzel< S, s >—s’
T, eine dervation Tree mit der Wurzel
<whilebdoS,s>—>S” <whilebdoS,s’>> S§”

T, und T fiir die Regeln [ comp pg] voraussetzen .

T1 T2

<S; whilebdo S,s>—> S”

wenn B[[b]]s=tt — [if%s]

T1 T2

<S; whilebdo S,s>—> S”

<if b then (S; while bdo S, s) else skip, s > —> S”’

Wenn man wei}, dass B[[ b ]] s = tt. Kénnen wir die Regel [ if "s] benutzen um den
derivation tree zu konstruieren.
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’* Das beweist, das ( **) gilt .”

Alternativ ist der derivation tree T ein konkreter Fall von [ While ]
Wenn B[[ b]]s = ff, und es muss gelten, dass s = s ist.

Dann ist T:

<whilebdoS,s> s [skipns]dann <skip,s> — s [if "¢ dann < skip, s >— s”
(**) gilt - derivationtree T - [ if "] oder [ if "]
wenn B [[b]] s=tt - T1mitder Wurzel <S ; whilebdoS,s>- s’

<Si; S ,$>5 87

[comppg - ( T2<S,s> - s’und T3<whilebdo S, s’> - s”")
jetzt kann man einfach [ while "¢ beniitzen, um T, und T3 zu einem der derivation Tree
flir (*) zu kombinieren .

Im zweiten Fall: B[[ b ]] s = ff, und T wird mit [ if " konstruiert.
< skip, s >— s'* mit dem Axiom [skip ng miiss gelten, dass s = s’ist — [ while "ns] - (*)
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Strukturelle operationelle Semantik

[ass sos]

[Skip sos]

[comp * sos]

[comp 2 sos]

[if "sos]
[if "Sos]

[while ggs]

<X:=a,s>- s[x - A[[a]] s]

<Skip,s>-'s

<S;,s>0 <S5, >

<S$;;S,,s>0<S"1;S,,8>

<S;,s>0 ¢

<S1;S,,s>0<8,,s'>
<ifbthen Sielse S,,s>0 <S;,s>ifB[[b]]s=tt
<ifbthen Sielse S,,s>0 <S,,s>ifB[[b]]s=ff
<whilebdo S ,s>0

<ifbthen (S;whilebdosS,s") else skip, s>
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Beispidl 1.
(z:=x;x:=y)y:=z2
Iso x =5 und so y=7 . Dann erhalten wir die Herleitungsfolge:
((z=x%x:=75); 7 =z, s0)
= (x:=y; ¥ = 2, $0[z—3])
= (y := z, (so[z—5])[x—~T])
= ((s0[z8])[x—=T])[y—5]

{((z:=x;x:=79); 7y := 2, 80) = (X:=y; ¥ := 2, $0[z—5])

Der Herleitungsbaum ist konstruiert aus dem Grundsatz [ass sos ] und den Regeln
[comp Ysos] und [Comp Zeos 1.

{(z := x, So) = so[z—5]

(z:=x;x:=y, s9) = (x 1=y, s0[z—5])

(=xx:=y); 7 =2, %) = (x:=y;¥ =z, 50[z5])

Der Herleitungsbaum fiir den zweiten Schritt ist &hnlich konstruiert und benutzt nur
[ass sos ] UNd [comp 205 ] Und der dritte Schritt ist einfach eine Instanz von [ass ses .
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Beispiel 2:

Nehmen wir an, dass s x = 3 ist.
(y:=1; while —=(x=1) do (y:=y * x; x:=x—1), s)
(while —(x=1) do (y:=y * x; x:=x—1), s[y—1])

dieses wird mit dem Grundsatz [ass sos ] und der Regel [compZsos ] erzielt und im
Herleitungsbaum aufgezeigt:

(y:=1, 8) = s[y—1]

(y:=1; while =(x=1) do (y:=y*x; x:=x—1), $) =
(while —(x=1) do (y:=y*x; x:=x—1), s[y—>1])

Der nachste Schritt der Ausfiihrung wird die Schleife neu schreiben mit der bedingten
Benutzung des Grundsatzes [while sos ] mit der wir die Konfiguration bekommen

(if —(x=1) then ((y:=y*x; x:=x—1);
while —(x=1) do (y:=yx*x; x:=x—1))
else skip, s[y—1])

Der folgende Schritt wird den Test ausfilhren und ergibt (gemaR [if “sos ]) die
Konfiguration

{(y:=y*x; x:=x—1); while =(x=1) do (y:=y * x; x:=x—1), s[y—~1])
Wir kdnnen dann [ass sos ], [comp sos ] benutzen und [comp 505 ] bekommen die
Konfiguration

(x:=x—1; while =(x=1) do (y:=y * x; x:=x—1), s[y—3])
wie es durch den Herleitungsbaum bestatigt wird:

{(yi=y*z, s[y—=1])=s[y—3]

(y:=y*x; x:=x—1, sy—1])=(x:=x—1, s[y—3])

{(y:=y*x; x:=x—1); while ~(x=1) do (y:=y*x; x::=x—1), s[y—1]) =
(x:=x—1; while —(x=1) do (y:=y * x; x:=x—1), s[y—3])
mit [ass sos ] UNd [comp 205 ] erhalten wir die nachste Konfiguration
(while —(x=1) do (y:=y * x; xi=x—1), s[y—3][x—2])

nachfolgend erhalten die Konfiguration den abschlieRenden Status s[y—+6][x—1],
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