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Zlele

1) Zusammenhang zwischen Konfluenz und
Church-Rosser-Eigenschaft verstehen,

2) Terminierungsbeweis durch
|exikographische Pfadordnung,

3) Zusammenhang zwischen
Konfluenz und lokaler Konfluenz verstehen,

4) Bewels lokaer Konfluenz durch
Untersuchung der kritischen Paare.



Gleichungsbeweise durch Normalisierung

In manchen Fallen |&3t sich der Bewels einer Gleichung u=v durch
reines Anwenden von Termersetzungsregeln

durchfthren, und zwar durch
Vorwértsanwendungen auf u und durch Vorwartsanwendungen auf v,

bisjeweils eine Normalform (kanonische Form) auftritt,
bei der keine Anwendung der Termersetzungsregeln mehr moglich ist.

Sind die beiden Normalformen syntaktisch gleich, so ist die Gleichheit bewiesen, andern-
fallsist u=v nicht allgemeingultig.



Dazu betrachten wir zunéchst allgemeine bindre Relationen — < M x M auf einer Menge
M. Wir nennen das Paar <M, —> ein Reduktionssystem.

Beigpiel: S& M =N x N\{0} und P N\{ 0} die Menge der Primzahlen.
Definiere < n*p, d*p> — <n,d>. Dann definiert
M =< M, — > die Reduktion zu relativ primen Zahlenpaaren.



Definition
Sel M =< M, — > ein Reduktionssystem; u,v € M.
(1a) u =% v gdw. u=v;

(1b)u —>"*vgdw. Ize Miu—' z > v;

(1c) u —>* v gdw. di € N: u—'v
(“reflexiv-transitive Hulle”);

(1d) u =T v gdw. i € N: u -1 v (“transitive Hulle);
(2) v heil3 Redukt von u, fallsu —* v;
(3) udv gdw. “u und v haben ein gemeinsames Redukt”, d.h. 3ze M: u—* zundv —* z;

(4) M heif3t lokal konfluent, wenn je zwel beliebige“ Einschritt” -Redukte eines Elementes
ein gemeinsames Redukt besitzen, d.h. gdw. V t,uv e M:t— uundt— vimpliziert ulv,
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(5 M helld konfluent, wenn je zwel beliebige Redukte eines Elementes ein gemeinsames
Redukt besitzen, d.h.
gdw. ¥ t,uv e M: t—* uundt —* vimpliziert ulv

u/ t\v
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(6) M heil3t Church-Rosser, wenn zwel gleichungsaquivalente Elemente ein gemeinsa-
mes Redukt besitzen, d.h.
wenn VY tl’t2 e M: tl <—>* t2 => tlxl/tz

TNl



Satz (Satz von Church-Rosser)
Ein Reduktionssystem ist Church-Rosser genau dann, wenn es konfluent ist, d.h.

Vabe M:a<—>*b =>

dce M:a—* ¢ und b—* ¢ (“Church-Rosser”)
gdw.
Vabde M:a—>*baAaa—*d)

dce M: b—* cund d—* c (“konfluent”).

Beweis. “CR => konfluent”: Sel a,b,d mita—* bA a—* d. Alsogilt b<—* d. Wegen CR
gibtesce M mitb—* cundd —* c.
“konfluent => CR”: Bewels durch Induktion nach der Lange | der Ableitung:
“|=0": Offensichtlich ist dann a= b und ¢ kann als a gewahlt werden.



“I-1) I”: Betrachte folgende Bilder:

- -
de—>» 1——>b d<—>» 1<—~b

1.V, 1.V,
~g o* Konfluenz bzw. Ny o+




Formal schlieft man so:
Wir bezeichnen eine Ableitung in | Schritten mit <> bzw. mit —".

Sei a<—>'b. Dann gibt esb; € M mit a<—>'"1 b; und b; — b oder b — b;.

Nach Induktionsvoraussetzung gibt esc, € M mit a—* ¢, und b; —»* ¢;.
1) by — b
Esgilt b, »* ¢4 und by —* b. Also gibt eswegen der Konfluenz von —
eince M mitc; —»* cund b —»* c. Wegen a—* ¢, gilt aucha—* c.
2) b— by:
Dann gilt b — b; —* ¢4, also b —»* ¢,, d.h. ¢, ist das gesuchte Element.

g.ed.



Zum Beweis der obigen Aquivalenz wird nur die Eigenschaft der “semi-lokalen Konflu-
enz’ verwendet, d.h. dieseist aquivalent zur Konfluenz.
Definition
Ein Reduktionssystem M heif3t semi-lokal konfluent gdw.
V tuve M:t— uundt—* v, dann ulv.

Satz (Konfluenz ist aguivalent zur semi-lokalen Konfluenz)
Ein Reduktionssystem M = <M, — > ist konfluent genau dann, wenn
es semi-lokal konfluent ist.
Beweis durch Induktion Uber die Lange der Ableitung.

Damit sind die Begriffe “Konfluenz” und “semi-lokale Konfluenz” aguivalent.



Jedes konfluente Reduktionssystem ist auch lokal konfluent, aber die Umkehrung gilt
nicht. Betrachte das folgende Gegenbeispiel:

Beispidl: :

e A e

Esgilt: c —* d und c —* @, aber nicht dla



Um aus der lokalen Konfluenz die Konfluenz folgern zu kénnen, bendtigt man daher wel-
tere Eigenschaften.

Definition Sel M =< M, — > ein Reduktionssystem; u,v € M
(1) M heifl3t terminierend (oder streng normalisierend), falls jede Reduktion terminiert,
d.h. esexistiert keine unendliche Sequenz (U), ¢ y Mit Uy = Upsq fUr alene N.

(2a) uist in Normalform (kanonischer Form), wenn kein v existiert mit u — v;

(2b) v ist Normalformvon u, falls
v in Normalformist und u —»* v gilt;

(2¢) u hat eine Normalform, wenn es zu einer Normalform reduziert.

Beispiel:
Das Reduktionssystem aus dem vorhergehenden Beispidl ist nicht terminierend. Die
Elemente a,d sind in Normalform, b und ¢ haben beide a und d als Normalformen.
Das Reduktionssystem mit den relativen Primzahlpaaren ist terminierend .



T TRy TRy

Dieses Reduktionssystem ist nicht terminierend, aber jedes Element hat eine Normal-
form.



Reduktionsor dnungen

Definition:
Eine Noethersche Ordnung > tber Ty(V ) heil3t Reduktionsordnung
gdw. die folgenden zwei Bedingungen erfillt sind:
1) Strikte Monotonie: Fir jedesf € X, und alle
f(t,...,t), f(t, ..., t, Ut ..., t)e T(V) qgilt, dass
t>u impliziert f(t,...,t)>ft, ..., t, Ut ..., t)
2) Abschluss unter Substitution:
Wennt>t, B B
dann gilt o(t) > o(t) fir jede Substitution o: V — T(V).



Theorem:
Sa (2,E) eine Gleichungstheorie (ohne bedingte Gleichungen).
Dann gilt:

E terminiert gdw

es gibt eine Reduktionsordnung > so dass

far jede Gleichung u=v In E gilt: u>v.
Bewels.
=>) Wenn E terminiert, dann ist —g* (wegen der Kongruenz- und
Substitutionseigenschaft) offensichtlich eine Reduktionsordnung.
<=) Sa > eine Reduktionsordnung mit der Eigenschaft u>v fir alle

u=v € E. Esgeltet »¢t', d.h. esgibt eine Position p int, eine Glei-
chung u = v in E und eine Substitution 6 so dasst = t[p <— o(U)]
und t' = t[p <— o(V)].

Wegen des Abschlusses unter Substitution gilt o(u) > o(v). Daraus
folgt t > t' mit mehrfacher Anwendung der strikten Monotonie. ged



L exikographische Pfadordnung

Es gibt mehrere Ordnungen, die ausgehend von einer minimalen In-
formation eine Ordnung auf allen Termen induzieren. Eine solche
Ordnung ist die lexikographische Pfadordnung, die auf einer Ord-
nung der Funktionssymbole aufbaut.

| dee: Komplexere Funktionen sind grof3er in derr Ordnung als ein-
fache Funktionen.

Beispiel: Nattrliche Zahlen* >+ > s

Die lexikographische Pfadordnung wird vom ,, Termination Chek-
ker” von Maude unterstitzt. Der TC Uberpruft all moglichen Ord-
nungen von Funktionssymbolen auf ihre Reduktionsei genschaft.



L exikographische Pfadordnung
Definition:
Sel S eine endliche Signatur und > eine Ordnung ihrer Funktionssymbole.
Dann ist die lexikographische Pfadordnung >, tber Ty (V) rekursiv folgenderma-
[Ren definiert:
1) X e Var(t) und x verschieden von t, dann t >, x.
2) f(ty, ..., t) >0ty ..., T) wenn
entweder 2.1 t>,,9(t'y, ..., t,) fureni,
oder 22 f>gandf(t, ..., t) >t flrale]j,
oder 23 f=9,f(t,...,t) >t furalejund
esgibteini mitt, =t';, firallej <i,und t >, t';.

Aquivalent zu 2.3 ist folgende etwas einfachere Bedingung
2.3 f=gundesgibt eini mit
t=t,,faralej <i, und
t >, t';und
f(ty, ..., t) >t furalej >



Beispiel Ackermann-Funktion:
(a) ack(0, y) = s(y)
(b) ack(s(x), 0) = ack(x, 5(0))
(€) ack(s(x), s(y)) = ack(x, ack(s(x), y)

Zum Beweis der Terminierung von ack wahlt man ack > s> 0.
Dann gilt flr die Termersetzungsregeln von ack:

(&) ack(0, y) >0 SY)
wegen 2.2: Esgilt ack > sund ack(0,y) >, ¥ (Wg. 1).

(b) ack(s(x), 0) >p0 ack(x, s(0))
wegen 2.3':
Es gilt s(x) >|po X (Wg. 1) und
ack(s(x), 0) >0 S(0) (wg. 2.2 ack > sund ack(s(x), 0) >, 0 (wg. ack>0))



(€) ack(s(x), S(y)) >1po ack(x, ack(s(x), y))
wegen 2.3':
Esgilt (i) S(X) >p0 X wg. 1.
(i) ack(s(x), s(y)) >|po ack(s(x), y)
dader linke Term lexikographisch grofier ist als der rechte;
formal zeigt man, dass 2.3 gilt:

8(X) = s(x) und ) >0 X (WG. 1).



Fir Beweise bei terminierenden Reduktionssystemen verwendet man auch gerne das wich-
tige Prinzip der Noetherschen Induktion.

Noether sche I nduktion:
Gegeben M = <M, — > terminierendes Reduktionssystem.
Sei P eine Aussage uber M.
Wenn fir dlex e M

aus der Guiltigkeit von P(y) fur adley e M mit x =y auch P(x) folgt, d.h.
Vxe M[Vye M:x—>"y=>Py)] = P(x),

dann gilt P(x) fur allex € M, d.h. Yx € M: P(x).



Satz (Newman’'s Lemma)
Sel M =< M, — > terminierendes Reduktionssystem. Dann gilt:
M ist konfluent gdw. M ist lokal konfluent.

Bewels. “=>" trivial.
“<=" durch Noethersche Induktion.
Sel P(X) = Vy,zeM: X >* y AX —*z => ylz
Sei x =My und x =" z fur gewisse n,m > 0.
Wir zeigen:
dre M:y—>*rundz —*r:

1) m=0: Wahler =z
2) n=0: Wahler=y.

3) m>0, n>0:

Dann gibt esy,,z; € M mit
X—=Yy;—=>*yundx — z; =>* z

Aufgrund der lokalen Konfluenz existiert einu € M mit
y1—* uund z; —>* u.



Die Induktionsvoraussetzung garantiert fUr y, und z; die Existenz von v,w € M mit

y —>* v, u—*v,z—>* wund u—* w.

Schliefdich erhalt man aufgrund der Induktionsvoraussetzung fir ueinr e M mit

v—*r und w—*r,

d.h. y—=>*v—*r und z—>*w—*r, womit P(x) bewiesen ist.
Bildlich &3 sich der Induktionsschluss folgendermal3en darstellen:

y/lkx
/|V\/|\

\/m/
\/

|lokale Konfluenz

zweimal Ind.-
VOrauss.

| nd.vorauss.



Satz Seien X, X, E gegeben.
Sel <T(Z,X), —g > en konfluentes Termersetzungssystem, wobei E={l;=r;} die Ter-
mersetzungsrelation —g definiert durch |; — r; fur l,=r; € E.
Dann gilt fur allety,t, € T(2,X):
<2,BE> |: t]_:tz gdW tlxl/tz.

Beweis.”"<=" trivial.

“=>" Mod(<Z,BE>) |= t1=t,
=> [Satz Vollstandigkeit Birkhoff]
El-gti=1
=> [Satz Vollstandigkeit Paramodulation]
tl <—>E* t2
=> [Satz, Church-Rosser]
tdt.



Satz Seien X, X, E gegeben. Sei T=<T(X,X), —g > ein lokal konfluentes und terminieren-

des Termersetzungssystem. X sei bewohnt.
Dann ist entscheidbar, ob eine Gleichung in allen Modellen von <Z,E> gilt oder nicht.

Beweis. Angabe eines Algorithmus.
Fur je zwei Terme ty,t, € T(2,X) bilde die kanonischen Normalformen NF(t;) und

NF(t,). Diese existieren, da T terminierend ist und sind eindeutig bestimmt, da T lokal
konfluent ist. Sind NF(t;) und NF(t,) syntaktisch gleich, so gilt t;=t, in Mod(<X,E>).

Ansonsten gibt esein Modell A € Mod(<X,E>) mit
A |= t=t,, das folgendermalden definiert werden kann:

As={NF(®) |te T(ZX)d firdlese S,

FAX e Xp) = NF(F(X1,... X)),
furalefe Feegy  gp> o X € Ag, 171,10,

A ist wohldefiniert, da NF(t) eindeutig bestimmt far allet € T(Z,X).

A erflllt die Axiomeu=v € E: T enthélt die Regel u —g Vv, also gilt fur die Instanz mit
einer beliebigen Substitution 6: cu —g ov. Wegen der Konfluenz gilt NF(ou) =

NF(oVv), d.h. ou” = 6v” und somit gilt A |= u=v.
ged



Der folgende Begriff der Unifikation wird bendtigt, um die lokale Konfluenz mit Hilfe so-
genannter “kritischer Paare” testen zu konnen. Wir suchen jetzt die “allgemeinste” Substi-
tution, diezwel Termet und t’ syntaktisch gleich macht (“unifiziert”).

Definition (Unifikation)
1) Eine Substitution 6: X — T (£, X) hell3 Unifikator vontund t' (t, t' € Ty (X)),
falls ot = ot'.
2) o ist allgemeiner als o’ (o' < 0), falls3o,: 0,
3) Mit mgu (t, t') wird der allgemeinste Unifikator von t und t' bezeichnet.

cO0=0

Satz 11 Der algemeinste Unifikator ist bis auf Umbenennung der Variablen eindeutig be-
stimmt.

Bewels:
Seien o, T zZwel mguvont, t'.
DannEIGl,'cl: Gloc=1:und'clor=0.
Also (6, °T)eT=0,°(T;°T)=0,°0=T1,
d.h. (o, ° rl)|Var(T) =id.

Ebenso (1, e 6;)c0=0,d. h. (7 ° 01)|Var(0) =id.



Betrachte Var(t) u Var(t):
Fir diese gilt 61 o t1(X) =11 ° 61(X) = X,
d.h. o, T gehen durch Umbenennung ineinander Uber.

Beispid:
Dt=1(x,9(x) t=1(9(2),y)

; '

o1 =[9(2)/X]

62 =[9(x)ory] =[ g(a(2))/y]

mgu(t, ) = 62 > 61 =[ 9(2)/x, 9(9(2))/y],
ergibt t =1 =1(9(2), 9(9(2)))




Beispid:

2 t=1(x,9(x)) t=1(g(2),2)
S

61 =[ 9(2)/X]

ergibt t = f(g(2), 9(0(2)). t =1(9(2).2).
Alsoist g(g(z)) mit z zu unifizieren,
das ist aber fur endliche Terme unmaoglich.

Bemerkung:
Unifizieren wird u.a. gebraucht fir:
- Resolution logischer Programme,
- Typinferenz bel funktionalen Programmen.



Algorithmus von Robinson zur Bestimmung des mgu

1) mgu (t, t'):

Seien x, y Variablen:

Dit=x,t'=y: mgu(t,t)=[y/X]

2a) t=x, t'=f(tq,...,t)) mitx € Var(ty) v ... v Var(t,):
mgu existiert nicht.

2b) t=x, t'=f(tq,...,ty) mitx ¢ Var(ty v ... u Var(ty):
mau (t, t') = [ f(ty,...,t))/X]

3) t=f(tq,...,tp), U'=X: wie 2a), 2b)

4) t=f(ty,....tn), t=0(t'},... .t )

a) f=g. Dannistn=m,

mgu(t, t) = mgu(<ty,...,.tp>, <t';,...,.t. >)

b) Nicht f =g: mgu (t, t') existiert nicht.



1) mgu(<t,, t,> <t',,t

- 02001

wobei 6, = mgu(t,, t',) , 6, = mgu(o,t,, o,t',)

2>)

1) mgu(<t,,...t > <t';,..t" >)
= mgu(<<ty,.,t >t > <<t t_,>t>)=

= mgu(mgu(<ty,..., t_,> <t,,..t_;>), <t,t >)

Bemerkung:
Die Abfragein 2a) und 2b), bzw. in 3), ob x in f(t4,...,t,) vorkommt, wird auch als“ Occur -

Check” bezeichnet.



Als Nachstes suchen wir nach einem Test fr lokale Konfluenz fir ein Termersetzungssy-
stem R. Dazu betrachten wir die Uberlappungen von linken Seiten von Regeln aus R.

Definition (Varianten, Kritische Paare)
Sel R ein Termersetzungssystem, so dal3jede Regel | — r aus R folgende elnschrankende
Bedingung erfillt: FV(r) c FV(1) und | ¢ X.
Seienl{ — ryund |, — r, zZwel Termersetzungsregeln mit FV (1) N FV(l,) = &.

1) Die beiden Regeln heildt Varianten voneinander, falls sie durch Umbenennung von
Variablen unifiziert werden konnen.

2) Esgebep e Ofly), so dald l4], X und 6 = mgu(l4|,, 1) existiert (d.h. I und I, haben
eine echte Uberlappung). Weliter sei entweder p ungleich € oder die eine Regel nicht Va-
riante der anderen. Dann heif3t

(ory, oly[p <-or7])
kritisches Paar vonl, — ry auf [{ — ry.

Mit CP(R) bezeichnet man die Menge der kritischen Paare, die man mit (variablendis-
junkten Varianten von) Regeln aus R bilden kann.



Bemerkung:
1) Die Forderung FV(l) N FV(l,) = & la3t sich durch Anwendung einer V ariablenumbe-

nennung stets erreichen.

2) Es kann eine Uberlappung einer Regel mit sich selbst geben. Eine Regel Uberlappt sich
stets mit sich selbst bei p = €. Da dies aber nur die triviale Divergenz r < | — r erzeugt,
wird diese Situation in obiger Definition ausgeschlossen.

3) Hier ist die Variablenbedingung FV(r) < FV(l) wichtig. Wirde man auch Regeln der
Form f(x) — g(X, y) zulassen, so mufte man auch die lokale Divergenz g(X, z) < f(x) —
g(x, y) betrachten.



Beispidl:
DX °y)°zZ -x °y °z), x°X
liefert die kritischen Paare
(x°(xt°2),n°z)und(n,x°(y°(x°y)™)

1yn



2) Die Assoziativitat (X °y) °z— x °(y ° 2).
hat ein kritisches Paar aus einer Uberlappung mit sich selbst:
Eine Variablenumbenennung liefert
X °y)°Z =X °(y °7Z).
Esistx °yist mit (X’ °y’) © 2’ unifizierbar, denn

(X °y)°z)°z

thh=X°Yy)°(Z°2 tb=x°(y °Z)°z
Also ist (14, ty) ein Kkritisches Paar der Regel
mit sich selbst.



3) f(x, g(x, &) — h(x), h(x’) — g(x’, X').

Dieeinzigen Teiltermevont = f(x, g(Xx, @), diemit h(x’) unifizierbar sind, sind t|; = x und
tha=x.

Es gibt also kein kritisches Paar.

Diese Regeln fuhren aber doch zu einer lokalen Divergenz. Es gibt z.B. folgende Varia-
blentiberlappung:

f(h(2), g(h(2), &))

ty = h(h(2)) t;=1(0(z, 2), 9("(2), @)

Esqilt:
t; — h(g(z, 2)) mit der 2. Regel



t>, — f(9(z, 2), 9(9(z, 2), 8)) — h(g(z, z))mit 2. u. 1. Regel

Also sind t; und t, auf den gleichen Term reduzierbar.
Somit ist das Paar (t,, t) unkritisch.



Satz [Knuth-Bendix 70]
Sei R ein Termersetzungssystem, bei dem fir alle Regeln | — rausR FV(r) € FV(l)
und | ¢ X gilt.
Rist genau dann lokal konfluent, wenn fir alle kritischen Paare (t;, t,) in Rty ¥ t, gilt.

Bemerkung:

Diese Ergebnisse konnen auf Termersetzungssysteme modulo Assoziativitét, Kommutati-
vitét und neutralem Element und mit bedingten Gleichungen verallgemeinert werden; die
Verallgemeinerungen erfordern aber spezielle Uberlegungen; z.B. fordert man bei einem
Terminierungsbeweis, dass die rechte Seite der Konklusion und alle Terme in den Bedin-
gungen kleiner als die linke Seite der Konklusion sind.



Zusammenfassung

1) Konfluenz und Church-Rosser-Eigenschaft sind aquivalent.

2) Jedes terminierende und |okal-konfluente Reduktions
system ist konfluent (Newman's Lemma).

3) Terminierungsbeweise konnen mit Hilfe der
lexikographischen Pfadordnung oder der
Noetherschen Induktion

gefuhrt werden.

4) Ein Termersetzungssystem ist lokal konfluent, wenn alle kriti-
schen Paare ein gemelnsames Redukt besitzen.



