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Temporale Logik und Zustandssysteme Losungsvorschlag

Aufgabe 11-1 Stapel (8 Punkte)
In dieser Aufgabe soll ein Stapel (Stack, FILO-Buffer) natiirlicher Zahlen temporallogisch modelliert werden.

Die der Modellierung zugrundeliegende Signatur SIG verfiigt iiber die Sorten, S und NAT und NAT*® mit folgen-
der Interpretation:

e NAT wird durch N interpretiert (Objekte, die auf den Stapel gelegt werden).
e NAT® wird interpretiert durch die Menge N U {e} (Das Symbol “e” signalisiert einen Fehler).
o STACK (der Stapel) wird interpretiert durch die Menge N* der endlichen Folgen natiirlicher Zahlen.

Eine endliche Folge (ng,n1,...,nx) von natiirlichen Zahlen entspricht einem Stapel, auf den die Zahlen
ng, N1, - - . , Ng in dieser Reihenfolge abgelegt wurden.

Die Signatur enthilt ferner

die Individuenkonstante EMPTY(©STACK) interpretiert durch die leere Folge.

e das Funktionssymbol APPEND(NVAT STACK,STACK) “jnterpretiert durch die Funktion ((no, ..., ng),n) —

(no, ..., ng, n), die eine Zahl hinten an eine Folge anfiigt.

das Funktionssymbol LAST(STACK,N. AT.), interpretiert durch die Funktion, die das letzte Element einer

Folge zuriickliefert, bzw. e fiir die leere Folge.

das Funktionssymbol LEN(STACK,NAT)

cher Zahlen bestimmt.

, interpretiert durch die Funktion, die die Lange einer Folge natiirli-

Wir betrachten die Aktionenmenge Act = {push, pop}. Ein Ausfiihren der Aktion push steht hier fiir das Ablegen
einer Zahl auf dem Stapel, die Aktion pop bedeutet das Herunternehmen einer Zahl.

Beachten Sie, dass nur dann eine Zahl heruntergenommen werden kann, wenn der Stapel mindestens eine Zahl
enthiilt.

a) Geben Sie ein markiertes Transitionssystem (X, V, Z, T, Act,£) an, das das Verhalten des Stapels model-
liert. Thre Modellierung soll mindestens eine Systemvariable s enthalten, die den Zustand des Stapels repréisen-
tiert.

Losung: Wir setzen Z; = {n : X UV — N* U {true, false} | n(s) € N* n(execpush),n(ezec pop) €
{true, false} }. Wir definieren das Transitionssystem (X, V, Z, T, Act, £) wie folgt:
X ={s} V = {ezec push, exec pop}
Z = {n € Z | n(ewecpush) = tt <= n(ezec pop) = ff und n(s) # EMPTY® = 7(ezec pop) = false}
& = {enabledpysh, enabled,op } mit enabled,ysh = true und enabled,o, = s # EMPTY

mit der Zustandsiibergansrelation 7' C Z x Z definiert durch (7, 7’) € T genau dann wenn

e 7)(s) # EMPTY®, 5)(s) = APPEND®(LAST®(1)(s)),n’(5)) und n(ezec pop) = tt, oder
e 1/'(s) = APPEND®(w,7(s)) fiir ein z € N und 7(evec push) = tt.

b) Geben Sie eine Menge .4 von temporallogischen Formeln an, die das Verhalten des Stapels moglichst genau
beschreiben.



¢)

d)

e)

g)

Losung: Wir wihlen die folgenden Formeln:

e (nnil) —mil
e (push) ezec push — Jn.s’ = APPEND(s, n)
e (pop) exec pop — s # EMPTY A In.s = APPEND(s’, n)

e (pp) exec push < —ezxec pop
Formulieren Sie die Eigenschaft
“Jede Zahl, die vom Stapel genommen wurde, wurde irgendwann einmal auf den Stapel gelegt”
als temporallogische Formel F' in der Sprache L], 1. Hinweis: Formulieren Sie zunichst die Eigenschaft

“die Zahl n wurde auf den Stapel gelegt” als temporallogische Formel.

Losung: Wir setzen zunéchst A(n) = exec push A s’ = APPEND(s, n). Dann ist A(n) ein Stapel, auf den im
letzten Schritt die Zahl n (mittels push) gelegt wurde. Die gewiinschte Eigenschaft ist nun F' = LAST(s) =

n— SA(n).
Geben Sie einen Ablauf (79,71, . . . ) des Transitionssystems an, in dem F nicht gilt.

Losung: Wir setzen 77p(s) = (15), ansonsten beliebig. Die Idee ist, mit einem nicht-leeren Stapel zu starten.
Formulieren Sie die Eigenschaft
“Wenn der Stapel leer ist, so gilt von nun an die Formel F”’

als temporallogische Formel G.

Losung: Wir setzen G = s = EMPTY — LF.

Zeigen Sie: In jedem Ablauf des Transitionssystems gilt die Formel G.
Losung: Sei (7o, . . ., ) ein Ablauf des Transitionssytems und i € N mit ;(s) = EMPTY>.

Wir definieren induktiv

M; , falls LEN® (1,41 (s)) < LENS(n;(s))

My =0 und M, 1 = .
o= e M {M,;U{n} , falls 7,41 (s) = APPENDS (;(s), n)

M, ist die Menge der Elemente, die zum Zeitpunkt ¢ auf den Stapel gelegt wurden. Fiir eine Folge (ng, . . ., ng)
sei U(ng, ..., ng) = {no, ..., ng}. Wir zeigen nun, dass Un; (s) C M; fiir alle j > . Fiir j = 4 ist dies klar.
Fiir j > 4 und 7,1 (exec pop) = tt folgt dies aus der Induktionsvoraussetzung. Fiir ;1 (push) = tt haben
wir M; = M;_, U {n}, wobei n das neue oberste Element ist, nach Definition von M;, also n € M;. Fiir
n’ € Un;(s) und n’ # n folgt dies aus der Induktionsvoraussetzung.

Nach Definition von ezec pop gilt damit die Eigenschaft.

Zeigen Sie: A F LEN(s) = n A ezecpush — LEN(s) > n unless execpop durch Angabe einer Herleitung.
Die Gesetze (T1)-(T59) sowie die abgeleitete Regel

(unlessr) execANA —OCVO(BAA) firalle A € Act
nilpAA— BV C
FA — B unless C

diirfen verwendet werden.



Losung: Wir setzen A = LEN(s) > n A execpush, B = LEN(s) > n und C = exec pop und erhalten

folgende Herleitung:

(1) execpop A A — false (prop)(pp)

(2) execpopAA—OCVO(BAA) (prop)(1)

(3) s’ = APPEND(s, n) — LEN(s’) > LEN(s) (data)

(4)  execpush — LEN(s’) > LEN(s) (push)(3)

(5) execpush A A — O(LEN(s) > n) (pred)(4)

(6) O(execpush V ezec pop) (pp)

(7)  execpushAN A — OCVO(BAA) (prop)(5)(6)

@) nilAnA—Bv(C (nnil)(prop)

(99 A — B unless C (unless)(2)(7)(8)
(10) LEN(s) = n A exec push — LEN(s) > n A ezec push (prop)
(11) LEN(s) = n A ezec push — B unless C (prop)(9)(10)

Aufgabe 11-2 Warteschlange (6 Punkte)

Gegeben seien die Sorten QUFEUE und NAT, die Funktionszeichen ENQ und DEQ sowie die Pridikatszeichen IN
und ISEMPTY mit folgenden intuitiven Bedeutungen. Die Elemente (der Interpretation von) Q UEUE sind endliche
Folgen von natiirlichen Zahlen mit den fiir “Schlangen” iiblichen Operationen ENQ und DEQ sowie den Pridikaten
ISEMPTY und IN:

ENQ(¢q, n) ist die Schlange, die entsteht, wenn man die natiirliche Zahl n an die Schlange ¢ hinten anfiigt.

DEQ(q) ist die Schlange, die entsteht, wenn man das vorderste Element von ¢ entfernt, falls ¢ nicht leer ist,
und die leere Schlange sonst.

ISEMPTY (¢) ist wahr genau dann, wenn ¢ die leere Schlange ist.

e IN(n, ¢) ist wahr genau dann, wenn 7 in ¢ enthalten ist.

Weiter seien N eine Individuenkonstante und z eine Variable der Sorte NAT.

Sei II das folgende PAR-Programm (mit durch vorstehende Angaben informell beschriebener Signatur SI/Gp und
Struktur Spy):

II=varq: QUEUE; n: NAT
start ISEMPTY(q) An > N
cobegin loop o : ¢ := ENQ(¢, n);
ap:n:=n+1

endloop
I
loop (3 : await ~ISEMPTY(¢) then ¢ := DEQ(q)
endloop

coend

a) Beweisen Sie durch Angabe einer Herleitung: A - O(n > N).



Losung:
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b) Beweisen Sie durch Angabe einer Herleitung:

starty — n > N

erecag — n' =n

execag An > N — O(n > N)
n > N invof g
n=n+1An>N-—n" >N
ereca; — n' =n+1
execar A (n > N) — O(n > N)
n > N invof oy

evecl — n' =n
execBAn >N — O(n> N)

n > N invof §

n > N invof Acty

O(n > N)

Losung: Sei [ = IN(z,q) — = > N.

€))
@
(€)
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startyy — ISEMPTY(q)

starty — —IN(z, q)

starty — (IN(z,q) — = > N)
IN(z,ENQ(n, ¢)) — = = n VIN(z, q)

execayg — ¢ = ENQ(q, n)

execag — n > N

execag NI — (IN(z,q') — © = n VIN(z, q))
execag NI — (IN(z,¢') = > N)
I invof «ay

I invof oy

execB NI — ¢’ = DEQ(q)

execO NI — (IN(z,q") — IN(z, q))
execB NI — (IN(z,¢") — = > N)
Iinvof g

I invof Acty

a7

An FO0N(z, q) — = > N).

(prop)
(ASSIGN)
(pred)(2)
(3

(data)
(ASSIGN)
(5)(6)(pred)
(N
(ASSIGN)
(9)(pred)
(10)
(4)(8)(11)
(invstarty)(1)(12)

(prop)
(prop)(1)(HI)
(prop)(2)
(H2)(prop)
(ASSIGN)
(a))(1t13)(prop)
(4)(5)(prop)
(6)(7)(pred)
(®)

(ASSIGN)
(ASSIGN)
(H3)(prop)(11)
(prop)(12)
(13)
(9)(10)(14)
(invstarty)(3)(15)

¢) Geben Sie eine Formel aus Lty 1y an, die besagt, dass jedes Element, das in der Schlange enthalten ist, irgend-
wann ,,ganz vorne steht”.

Losung: Informell: Wenn z in der Schlange steht, dann ist es irgendwann das Element, daf aus der Schlange

verschwindet, wenn das Kopfelement entnommen wird:

Hinweis: Fiir die Herleitungen sind insbesondere folgende (data)-Axiome niitzlich:

VzIN(z, ¢) — O(IN(z, ¢) A =IN(z, DEQ(q)))

(H1) ISEMPTY(gq) — —IN(z, q).

(H2) IN(z,ENQ(n, q)) <> z = n V IN(z, q).

(H3) 1N(z, DEQ(q)) — IN(, g).



Aufgabe 11-3 Mengen (keine Abgabe)

Das folgende PAR-Programm vertauscht Elemente der endlichen Mengen S und 7" von natiirlichen Zahlen.

II = var min, max, ming, maxy : NAT;
S, T:NATS
start mazy > max(7T) A ming < min(S) A min = ming A max = may
cobegin loop o : min := min(5);
aq :await min < max A mazr < mazy then maxy := maz;
ag 2§ = (S\ {min}) U{maz}
endloop
I
loop G5y : mazr := max(T);
(1 : await max > min A min > ming then ming := min;
o T:= (T \ {maz}) U {ming}
endloop
coend

Die informellen Bedeutungen der Sorten NAT* und NATS sind: (die Interpretation von) NAT° enthilt alle
natiirlichen Zahlen sowie die Pseudowerte oo und —oo; die Relationen <, >, usw. sind wie iiblich erweitert auf
NAT®, d.h. fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt —oco < n und n < co.

Die Sorte NATS besteht aus allen endlichen Mengen von natiirlichen Zahlen. Die Interpretationen von U, \ sind
wie iiblich, min(U') bzw. max(U) bezeichen das kleinste bzw. grote Element einer Menge U, falls diese nicht
leer ist, und sonst die Pseudowerte —oo bzw. co. Insbesondere gelten also u.a. folgende Daten-Axiome:

z €U — z>min(U),
r€ U — 1z <max(U),
min(U)=kAz >k —min((U\{k})U{z}) > k.

a) Beweisen Sie Ay F startp — OI fiir

ming < min)

maxy > maz) A (
) A (at{a1, s} — min = min(S5))

I= A(
A (min < min(S)
A (maz > max(T)) A (at{f1, B2} — mazr = max(T))
A (atag — min < maxg) A (at Bz — ming < maz),
wobei at M fiir eine endliche Menge M von Marken die Formel \/ ., ata bezeichnet.

Sie diirfen ohne Beweis voraussetzen, dass A F I invof {5y, 51, G2} gilt.



Losung: Es stehe at{aq, ..

. ap } fiir \/_, atoy (analog fiir invof).

(1) startm — atag A at By A mazg > max(7T) A ming < min(S)
Amin = ming A\ max = maz (pred)

2) atag — —at{ay,as} (PC)

(3) atfo — —at{p1, B2} (PC)

4)  starty — I (1)(2)(3)(data)

5) I — ming < min(S) (data)

(6) execq, NI — O(ming < min) (5)(ASSIGN)(data)(pred)
(7)  execq, — O(at{ay,as} — min = min(S)) (ASSIGN)(pred)

8) execq, — Onatas (CI1)(C3)(prop)

©) I invof ezecq, (ASSIGN)(6)(7)(8)
(10  execo, NI — O(mazy > maz) (ASSIGN)(data)
A1)  execy, — min < mazx (action)
(12)  execn, — O(min < mazg) (ASSIGN)(11)
(13) I invof ezec., (ASSIGN)(10)(11)(12)
(14)  atas AT — min(S) = min A mazg > min (prop)
(15)  execq, A I — O(min < min(S)) (data)(14)(ASSIGN)
(16) ezxecy, — —OQat{ar,as} (C1)(C3)
(17) I invof ezec., (15)(16)(ASSIGN)
(18) I invof {execg,, execg,, execa, } (Voraussetzung)
(19) T invof Ay (prop)(9)(13)(17)(18)
20) OI (invstart;)(4)(19)
Q1)  starty — OI (prop)(20)

b) Beweisen Sie ApkO(Fz3y(z € SAye T Az <y)— min < max).

Losung:
(H OrI (Aufg. a)(rootry)(prop)
(2) FzIy(ze SAye T Az <y)— (min(S) < max(T)) (data)
3) I — (min <min(S)) A (max(T) < max) (prop)
4) INFFy(zeSAye TAz<y)— (min < maz) (data)(2)(3)
(5) FzFy(ze SAye T Az <y)— (min < maz) (prop)(1)(1t13)(4)
6) OFzdy(ze SAye T Az <y)— min < mar) (alw)(5)

Abgabe: Mittwoch, den 17.1.2007, vor der Ubung.



