5.2 Modulein SML

Algorithmen (Funktionsdeklarationen) arbeiten tber Datenelementen, die zu Trégermen-
gen zusammengefaldt werden kdnnen. Fir die Formulierung von Algorithmen sind neben
den speziellen Datenelementen die verfligbaren Funktionen entscheidend.
Man faldt die auftretenden Mengen und Funktionen zu

Srukturen
zusammen; die durch eine Struktur definierten Symbole nennt man Sgnatur. Man erhalt
dadurch ein Modulkonzept, in dem ein Modul durch eine Struktur und die Schnittstelle des
Moduls durch die Signatur dargestellt wird.

Ziele der Modularisierung sind

- Kapselung von Information
um Typen und Funktionen nur in gewlnschter Weise verwenden zu kénnen
und schwer entdeckbare Fehler zu vermeiden

- Wiederverwendung von Code
durch Packen von Daten und Algorithmen in Module mit wohldefinierten
Schnittstellen

5.2.1 Signaturen

Die Signatur einer Datenstruktur gibt die Schnittstelle eines Moduls oder Subsystems, d.h.
dieverfiigbaren Typen und Funktionen an. Haufig ist esfir den Programmierer nicht wich-
tig und nicht winschenswert, die genaue Implementierung der Signatur zu kennen.

Z.B.

(1) wenn die Signatur eine Maschinenstruktur beschreibt, deren genaue I mplementierung
maschinenabhangig ist. Programme, die I mplementierungseigenschaften ausnutzen,
sind nur schwer portierbar.

(2) wenn ein Programm I mplementierungsei genschaften nicht ausnutzt, lassen sich
ineffiziente Implementierungen (einfacher) durch effiziente ersetzen.

(3) Modularisierung der Programmierung.

(4) Schutz gegentiber dem Kunden.

Definition: Sgnatur
Eine Signatur Z = (S,F) besteht aus:
- einer Menge S von Typsymbolen (bzw. Sorten; Symbole fir Mengen) und
- einer Menge F von Funktionssymbolen (Symbole fir Werte).
Jedes fLIF hat einen Typausdruck as Typ, der aus
* (Produkt),
Typvariablen und
Elementen aus S
aufgebaut ist.



Beispiel: Signatur fur eine zahlartige Struktur: NUM.
Swum = {num},
FNUM = {add, mU|t},
wobe add: num* num — num und
mult: num* num - num.
Beispidl: Keller
Signatur:
Typ:
stack
Konstante:
EmptyStack: stack
Funktionssymbol e:
Push : int x stack — stack
pop : stack — stack
top: stack — int
isempty : stack — bool

In SML wird eine Signatur
> =<S§, F> mit
S=s, ..., S,und
F={f:1y ...t Tt
folgendermal3en dargestellt:
signature % =
sig
type s;

type sp
val f: 14

val f 1y
end,

In SML werden vordefinierte Typen und K onstanten automatisch zu jeder Signatur
gezahlt; deshalb kénnen bool, int, ‘alist etc. immer verwendet werden, im Gegensatz zu

allgemein definierten Signaturen.

Beispiel: (1) Signatur X\ der zahlartigen Strukturen:
signature NUMSBI G =
sig
type num
val add: num* num -> num



val mult: num?* num -> num
end;

(2) Signatur der Kellerstruktur
signature STACKSIi g =

sig
type stack
exception Pop and Top
val EnptyStack: stack
val Push: int * stack -> stack
val pop: stack -> stack
val top: stack -> int
val isenpty: stack -> boo

end;

5.2.2 Strukturen

Eine Struktur ist eine Kollektion von Typen, Funktionen, Ausnahmen und anderen Ele-
menten, die eingekapselt werden sollen. Die Definitionen dieser Elemente erscheinen in
der Struktur.
Eine Strukturdefinition in SML hat die Form
structure <Name> =
struct
<Deklarationen>
end

Die Elemente einer Struktur kdnnen optional durch Semikolons getrennt werden.
Unter den Deklarationen konnen nattrlich

Typdeklarationen (der Formtype s = 1),
Wertdeklarationen (der Formval c = e),
Funktionsdeklarationen (der Formfun f x = e),
Ausnahmedeklarationen (der Form except i on E) und selbst wieder
Strukturdeklarationen (der Formstructure D1 = e)

auftreten. V ordefinierte Typen und Funktionen kdnnen ohne explizite Deklaration verwen-
det werden. Eine Typdeklaration
type s = int * int
drickt aus, dal3 sund int * int die gleichen Mengen bezeichnen. Man erhdlt z.B. fir
val x:s = (3, 7); val y:s = (3, 7); x =y;
denWertt r ue.

(1) Zahlartige Strukturen:
signature NUMSI G =
sig
type num



val add: num* num -> num
val mult: num?* num -> num

end;
@ structure NUML: NUMSI G =
struct
type num = int
fun add(x, y) = x +vy
fun mult(x, y) =x * vy
end;

(b) Die Struktur N2 kann in SML folgendermalien definiert werden.
structure NUM2: NUMSI G =

struct
type num=int * int
fun add ((zy, ny) (z ny)) =
(zy * np + 23 * n;, ngp * ny)
fun mult ((z5, ny) (22, n2)) = (21 * Zp, Ny * ny)
end;

Um auf eine Funktion f oder einen Typ saus einer Struktur D (auf3erhalb von D) zugreifen
zu konnen, schreibt man D.f bzw. D.s.
Dadurch werden Namenskonflikte zwischen gle chbezeichneten Symbolen aus verschie-
denen Strukturen vermieden.
Mithilfe des Befehls

open D
offnet man eine Struktur D und kann dann auf f bzw. s direkt zugreifen. Allerdings muf3
man hierbei auf mdgliche Namenskonflikte achten.

Beispidl: Keller
(1) structure STACKL =
struct
dat atype stack = EnptyStack |
Push of int * stack;
exception popError and topError;
fun pop EnptySack = raise popError
| pop(Push(n, s)) =s;
end;

Qualifizierter Zugriff
STACK1. Enpt y St ack;

Direkter Zugriff auf die Symbole von STACK 1 mit open:
open STACK1,;
Enpt y St ack;



Eine andere Realisierung von STACKsi g mittels Listenist:
structure STACK: STACKSIi g =
struct
dat atype stack = Stack of int |ist
exception Pop and Top
val EnptyStack = Stack nil
fun Push(n, Stack s) = Stack (n::s)
fun pop(Stack nil) = raise Pop
| pop(Stack(n::s)) = Stack s
fun top(Stack nil) = raise Top
| top(Stack(n::s)) =n
fun isenmpty(Stack nil) = true
| isenpty(Stack(n::s)) = false
end;

Hier kommt die Hilfsfunktion st ack vor, die nicht in STACKsi g auftritt.
Um genau die richtige Schnittstelle zu erhalten, kann man die Struktur durch Angabe der
gewunschten Signatur auf die richtige Schnittstelle einschranken.

structure STACK2 : STACKSI g = STACK

Bemerkung: Signatureinschrénkungen dienen zum
- Verstecken von Symbolen
- Spezialisieren von Funktionalitéten

Beispid:
structure A: SIG =
struct
fun f (x) = nil;
end
wobei
signature SIG =
sig
f: int list ->int |ist
end
spezialisiert den Typ
“a ->"b list vonf
auf int list ->int |ist
Bemerkung: Abstrakte Datentypen
Esgibt in SML ein Konstrukt, das die Implementierung des Datentyps und der (im
<Datentyp-Ausdruck> deklarierten) Funktionen automatisch nach auf3en versteckt:
abstype <Typnane> = <Dat ent yp- Ausdr uck>



Wi th
<Dekl ar ati onen>
end;

Von auf¥en kann weder auf die Konstruktoren des <Datentyp-Ausdruck> noch auf die
Werte des abstrakten Typs <Typname> direkt zugegriffen werden. Das Programm kann
nur die deklarierten Symbole verwenden.

Beispidl: Keller
abstype stack = Stack of int |ist
with
exception popError and topError
EnmptyStack = Stack nil

end;

Hier wird der Konstruktor St ack automatisch versteckt und ist deshalb von aufRen nicht
zugreifbar.

5.2.3 Charakteristische Eigenschaften

Die Angabe der Signatur gentigt im allgemeinen nicht, um die gewtinschten Eigenschaf-
ten einer Struktur festzulegen. Deshalb gibt man zusdtzlich Beschreibungen der charakte-
ristischen Eigenschaften an. Solche Beschreibungen werden heute meist in natUrlicher
Sprache abgefaldt; besser ist es, formale axiomatische Spezifikationen der charakteristi-
schen Eigenschaften anzugeben.

Wir schreiben diese in der Préadikatenlogik erster Stufe, meist als Gleichungen.

Wir definieren die Guiltigkeit von Eigenschaften in einer Struktur folgendermal3en:
Definition:

Sel A eine Formel mit einer Variablen x vom Typ T. Sei NF+ die Menge der Normalfor-
men von T gemal3 einer Struktur S.

Die Formel A ist gultigin S (Serfullt A), wenn fur alle nLINF; die Formel A[n/x] in S

gilt, d.h. wenn die Gultigkeit von A[n/x] aus den Deklarationen der Funktionen von S
folgt.
Beispiel: Charakteristische Eigenschaften von Kellern sind
O n:int, s: stack
(@ top(Push(n,s)) =n
(b)  pop(Push(n, s)) =s

Der Nachwels der charakteristischen Eigenschaften fir die Struktur



(1) STACK1
folgt trivial aus den Deklarationen von top und pop.

(2) STACK
Jede Normalform vom Typ stack in STACK 1 hat die Form Stack | mit ILINFpy it -

(@ Sel sLINFgqk, NLINF;y, mit s= Stack |
top(Push(n, s)) =[Def Push]
top(Stack(n: :1)) = [Def top]
n

(b) Sei s= Stack ILINFg o, NLINF
pop(Push(n, s)) = [Def Push]
pop(Stack(n: :1)) = [Def pop]

Stack | = [Def g
S

Definition: (Spezifikation, Realisierung)
(1) Eine (formale) Spezifikation SP besteht aus der Angabe einer Signatur und der
Angabe von charakteristischen Eigenschaften der Signatur.

(2) Eine Struktur Srealisiert (oder implementiert) eine Spezifikation SP, wenn

(i) die Signatur von S eine Erweiterung der Signatur von SP ist.

(ii) Sjedes Axiom von SP erfllt.
Zum Beispidl redlisieren die Strukturen STACK1 und STACK die Spezifikation von Kel-
lern bestehend aus der Signatur STACK Sig und den oben genannten charakteristischen
Eigenschaften.

Beispiel: Schlangen
Schlangen sind lineare Strukturen, bei denen Elemente “links’ eingefiigt und “rechts”
weggenommen werden.

€ q

Enter eq last g
- >

upper q

Diefolgende Signatur und Axiome sind eine Spezifikation fir Schlangen:
- signature QUEUESI g =
sig
type 'a queue
exception Last



excepti on Upper
val EnptyQueue: 'a queue
val Enter: 'a * 'a gueue -> 'a queue

val last: 'a queue ->"'a
val upper: ’'a queue -> 'a queue
val isenpty: 'a queue -> bool

(* axions:

| ast EnptyQueue = Last
| ast (Enter (x, EnptyQueue))
| ast (Enter (x, Enter(y, q))
upper (EnptyQueue) = Upper
upper (Enter (x, EnptyQueue)) = EnptyQueue
upper (Enter (x, Enter (y, q))) =
Enter(x, upper (Enter(y, q)))
I senpty EnptyQueue = true
I senpty (Enter (x, EnptyQueue)) = false *)
end;
Diefolgende Struktur QUEUE realisiert die Spezifikation von Schlangen:
- structure QUEUE: QUEUESI g =
struct
datatype 'a queue = Queue of "a |ist
exception Last and Upper
val EnptyQueue = Queue ni
fun Enter(x, Queue xs) = Queue(X::XS)
fun last (Queue nil) = raise Last
| last (Queue (x :: nil)) = x
| last (Queue (x :: y :: q)) = last (Queue (y :: Q))
fun upper (Queue nil) = raise Upper
| upper(Queue (x :: nil)) = Queue ni
| upper(Queue (x :: y :: Q) =
Enter (x, upper(Queue(y :: q)))
fun isenpty (Queue nil) = true
| isenpty (Queue (x :: q)) = false
end;
Eine effizientere Implementierung erhdlt man durch eine Représentation einer Schlange
durch ein Paar von Listen (entry, exit).
Elemente werden in entry eingeftgt und aus exit entfernt. Ist exit leer, wird entry revertiert
und dann werden entry und exit vertauscht:

(* Hlfsfunktion zumrevertieren *)
- fun rev nil = nil

| rev (x :: 1) =rev I @[x];

X
last (Enter (y, Qq))



- structure QUEUE2: QUEUESI g =
struct
datatype 'a queue = Queue of ("a list * "a list)
val EnptyQueue = Queue (nil, nil)
fun Enter (x, (Queue (el, xl))) = Queue (x::el, xl)
exception Last and Upper

fun | ast(Queue(nil, nil)) rai se Last
| =

~ 1l

| last(Queue(e::el, nil) | ast (Queue(nil,rev(e::el)))
| last(Queue(_, x::_)) =X

fun upper(Queue(nil, nil)) = raise Upper
| upper (Queue(e::el,nil))= upper(Queue(nil,rev(e::el)))
| upper (Queue(el, x::xl))= Queue(el, xlI)

fun i senmpty(Queue(nil, nil)) = true
| isenmpty(Queue(_, _)) = false

end;

Zur Korrektheit von QUEUE gegentiber der Spezifikation:
zeigen wir nur die Axiome fur last:
(1) last(Enter(x, EmptyQueue)) = x
Beweis: Sei T ein beliebiger Typ.
Fur alexUINF¢
last(Enter(x, EmptyQueue)) = [Def EmptyQueue]
last(Enter(x, Queue nil))  =[Def Enter]
last(Queue(x: : nil)) = [Def last]
X

(2) last(Enter(x, Enter(y, q)) = last(Enter(y, q))
Beweis: Sei T ein beliebiger Typ.
Fir alex, yLINFy, g = Queue | LINFr e e, WObE ILINFr g

last(Enter(x, Enter(y, Q))) =[Def q]
last(Enter(x, Enter(y, Queuel))) = [Def Enter]
last(Enter(x, Queue(y: : 1)) = [Def Enter]
last(Queue(x: :y: : 1)) = [Def last]
last(Queue(y: : 1)) = [Def Enter]
last(Enter(y, Queuel)) = [Def Queuel]

last(Enter(y, Q)

Bemerkung:

Der oben gewahlte Korrektheitsbegriff fir Strukturen ist sehr streng. Im Allgemeinen
fordert man fir einen Typ T nicht, dal3 eine Formel A[u/x] fur alle Normalformen u: T der
realiserenden Struktur gelten muf3, sondern nur dal3 A[u/x] fur alle digienigen Normalfor-
men gilt, die Werte des abstrakten Typs reprasentieren. Aul3erdem kann die Erfillung der
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Gleichheit zur einer Aquivalenzrelation abgeschwacht werden.
Ein Beispiel ist die Realisierung von endlichen Mengen nattrrlicher Zahlen durch Listen,
wobei eine Liste| = [X4, ..., X,] nur dann eine Menge reprasentiert, wenn sie schwach
geordnet ist, d.h. wenn

X]_S X2S ...SXn
gilt.
Z.B. représentiert die Liste[1, 2, 3] die Menge{1, 2, 3}.
Aber nicht alle Listen représentieren Mengen. Z. B. ist die Liste [2, 1, 3] kein Reprasen-
tant, da sie nicht schwach geordnet ist.
AulRerdem hat jede Menge unendlich viele Reprasentanten, die ale bzgl. der Mengen-
operationen &quivalent sind.
DieMenge{1, 2, 3} wird z. B. durch die Listen

[1,2,3],[1,1,23],[1,2 2,3, 3, 3] etc.
reprasentiert.

Zusammenfassung

» Signaturen beschreiben Schnittstellen.
Axiome beschranken die mdglichen Implementierungen auf die angegebenen
charakteristischen Eigenschaften.
Eine for male Spezifikation besteht aus der Angabe einer Signatur und Axiomen.

 Strukturen sind Module und kdnnen auf geeignete Schnittstellen eingeschrankt
werden.

» Abstrakte Datentypen verstecken die Werte eines Datentyps.

» DieKorrektheit einer Struktur oder eines abstrakten Datentyps kann in vielen Féllen
durch Gleichungsbeweise gezeigt werden.
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