6. Formale Beschreibung von Programmier sprachen

Die Beschreibung von Programmiersprachen gliedert sich in Syntax und Semantik.
Allgemein wird gesagt, dal3 die Syntax das textuelle Erscheinungsbild des Pro-
gramms definiert, wahrend die Semantik seine Bedeutung festlegt. Der eigentliche
Sachverhalt ist aber komplizierter: Auch die Wahl der Syntax wird von der erwin-
schten Bedeutung des Programms beeinflul3t.

Fest steht, dal? die Syntax die Menge von Textfolgen (Strings) definiert, die legae
Programme in der gegebenen Programmiersprache darstellen. Die Legalitét eines Pro-
gramms wird von einer Spracherkennungskomponente, dem Par ser, festgestellt. Nur
legale Programme diirfen ausgefUhrt werden. Die Semantik beschreibt dann das Verh-
aten der legalen Programme. Die folgenden Ausdriicke sind in ML legal, d.h. syntak-
tisch korrekt:

1) 1 div 0;
(20 let val y
3 funf xvy

Oinl1ldvy end

x divy;, f ab;

Man kann sich fragen, ob es sinnvoll ist, diese Ausdriicke in ML zuzulassen. Aus-
druck (1) ist immer undefiniert, d.h. kann niemals erfolgreich evaluiert werden. Das-
selbe gilt fur Ausdruck (2), obwohl es dort schwerer zu ersehen ist. Nur in Ausdruck
(3) besteht die Moglichkeit einer erfolgreichen Auswertung, ndmlich, wenn b nicht
Null ist.

Es sollte die Aufgabe einer Sprachdefinition sein, offensichtlich unsinnige Pro-
gramme auszuschlief3en. Damit sollten Ausdruck (1) und (2) eigentlich nicht in ML
zugelassen werden. Sie werden es aber dennoch, da entschieden wurde, dal? ein Auss-
chluid die Syntaxbeschreibung der Sprache zu sehr komplizieren wirde.

Im Prinzip kdnnen Spracheigenschaften, die vor der Ausfihrung des Programms
entscheidbar sind, syntaktisch festgelegt werden. Nur was vor der Programm-aus-
fuhrung unentscheidbar i<, z.B. weil es abhangig von Eingabedaten ist, muf3 seman-
tisch behandelt werden. In der Praxis wird die Grenze von Syntax zu Semantik jedoch
wesentlich konservativer angelegt, d.h. es werden wesentlich weniger Spracheigen-
schaften syntaktisch definiert, als prinzipiell moglich.

Fazit: Die Grenze zwischen Syntax und Semantik ist gleitend und wird weniger von



konzeptionellen als von rein technol ogischen Erwégungen bestimmit.
Formalitat in der Beschreibung von Syntax und Semantik hat wesentliche Vorteile:

(1) Sieermdglicht eine Prazision, die eserlaubt, die Beschreibung als
Referenz fur Benutzer und Implementierer zu verwenden.

(2) Sieermdglicht eine leichtere und verladlichere Automation der Programm-
erkennung, Programmentwicklung, Programmimplementierung und des
Beweisens von Programmei genschaften.

(3) Sie deckt Probleme und Widerspriiche auf und hilft im Entwurf einer
verninftigen Sprache.

6.1 Syntax

Eine Sprache mit formal definierter Syntax heif3t for male Sprache. Sie werden in der
Vorlesung “Informatik 1V” sehen, dald es verschiedene Klassen von formalen
Sprachen gibt. Hier betrachten wir zundchst die in der Praxis wichtigste Klasse der
kontextfreien Sprachen.

6.1.1 BNF—Notation

Diese Notation wurde mal3geblich von John Backus (dem Entwickler von FOR-
TRAN) und Peter Naur fur die Definition von Algol 60 entwickelt.
("BNF" steht fur "Backus—-Naur—Form™.)

Definition: (Formale Sprache)
Sei Y eine Menge von Symbolen ("Alphabet"). Eine formale Sprache Uber  ist eine
Menge L von Wortenaus 5, d.h. L O 5", wobei

5" ={0,..0,| =0, o:[¥ }
0;...0, heildt Wort (man kann es auch als String verstehen). Der Iterationsoperator *
heil% Kleene-Star. (S. C. Kleeneist ein berihmter amerikanischer Informatiker.)

Eine (kontextfreie) formale Sprache wird durch eine (BNF-) Grammatik beschrieben.

Definition: (BNF-Grammatik)



Eine BNF-Grammatik G ist ein Quadrupel
G=(N,2.,P9)

N  ist eine Menge von nicht—terminalen Symbolen,

>  isteine Menge von terminalen Symbolen (das Alphabet), Nn> = [T,
P ist eine Menge von Produktionen der Form

a; = Bia| - | Bin

wobei

fiir dlei,j gilt: oy und B;O(NCT ),
s ist das Startsymbol, sCIN.

Bemerkungen:

— Der Begriff "kontextfrei" ist dadurch bedingt, dal3 a; jeweils nur ein einziges

Nichtterminal ist.

— Was rechts vom Produktionszeichen ::= steht, wird auch BNF-Ausdruck genannt.

— Die Sprache, die von Grammatik G erzeugt wird, wird mit L(G) bezeichnet.

— In der BNF—Notation werden Nichtterminale in spitzen Klammern eingerahmt
(um sie von den Terminalen zu unterscheiden).

Die Bedeutung der BNF—Notation ist durch folgende Regeln festgel egt:

Sei 0 [} undseien x und y BNF-Ausdriicke fur die Sprachen X bzw. Y.

(1) Terminale Zeichen:
o istein BNF-Audruck fur die Sprache{ c}.

(2) Vereinigung:
x|y ist ein BNF-Ausdruck fir die Sprache X 0 Y.

(3 Konkatenation:
Xy istein BNF-Ausdruck fur die Sprache {s,° s, | ;10X Os,[0Y}
(° ist Wortkonkatenation).

(4) Option, Iteration, Klammerung:

@ {x} ist ein BNF-Ausdruck fur die Sprache X [ { €}

b {x}" ist ein BNF—Ausdruck firr die Sprache
{s,°..°s,|n>0, s,...,5,0X} O {¢€}

© {x}* ist ein BNF-Ausdruck fur die Sprache
{s,°..°s,|n>0,s,...,5,0X}

(d [x] ist ein BNF-Ausdruck der Sprache X.

(g bezeichnet das |eere Wort).

Bemerkungen:



— (1)-(4) erweitert die M&chtigkeit der BNF—Notation nicht. Es kdnnen sogar ale erweiter-
ten Grammatiken, deren Produktionen auf den rechten Seiten Vereinigung, Option,
Iteration oder Klammerung enthalten auf Produktionen der Form

ax=Bmita ON,BOANDL Y)O
zuriickgefiihrt werden (siehe Ubung).

— Sollen die Symbole {,} ,|,+,* auch in ¥ vorkommen, so missen diese von denen der
BNF-Notation unterschieden werden (z.B. durch Fettdrucken oder Unterstreichen).

Beispiele:
(1) Englische Satzbildung fur Anfanger
Sei Y ={the, who, man, woman, girl, cat, loves, meets, avoids},
N = {<Satz>, <NP>, <VP>, <N>, <V>}, s = <Satz>
<Satz> ;.= <NP><VP>
<NP> ::=the <N> | the <N> who <V P>
<VP> =<V>|<V><NP>

<N> ::=man|woman | girl | cat
<V> :=loves|meets|avoids
(2) Sei 3 ={ab}.

<oneainb>::={b} ab}"
<repeat ab> ;= {ab}* = ab{ab}”

Das Produktionszeichen ::= ist dann einfach als Namensgebung fur einen BNF-Ausdruck zu verstehen.
Bemerkung:
Fir die Java-Syntax wird Ublicherwei se geschrieben
Nichtterminalsymbole  kursiv
Terminalsymbole Courier
Jede Regel hat die Form
A: Ausdruck
(d.h. ,:* anstelle ,,:=").
Fur x | y schreibt man
X
y
(Zeilenumbruch).
Fur die Option {x} schreibt man X.
Bemerkung:
BNF-Grammatiken erlauben Rekursion in den Produktionen! Man mul3 aufpassen, dal3 die Bedeu-
tung eines rekursiv definierten Nichtterminals vernlinftig definiert ist. Das generelle Prinzip, rekur-
siven Definitionen Bedeutungen zuzuschreiben wird im Kapitel 6.4 bel der Fixpunktsemantik



besprochen.

Beispiel: Eine BNF-Grammatik fur Summen-Ausdriicke
G1=(N,2,Rs)

N ={<exp><int><digit>}

Yy ={0,1,2,34,5,6,7,8,9,+}

P ={<exp>:=<int> | <exp> + <exp>
<int> = 0| <digit>{ <digit> | 0} "
<digit>::=1]2|3]4|5|6|7|8]|9

}

s =<exp>

Bemerkungen:
— Die Definition von <int> erlaubt keine fihrenden Nullen.
— Normalerweise werden nur die Produktionen der Grammatik aufgelistet. Die
Mengen der Nichtterminale und Terminale sind durch die gewéhlte Notation
ersichtlich. Das zuerst definierte Nichtterminal ist das Startsymbol.

Die Zugehdrigkeit eines Wortes zu einer formalen Sprache wird durch seine Her lei-
tung nachgewiesen. Eine Herleitung wird mit einem Ableitungsbaum dargestellt.

Definition: (Ableitungsbaum, parse tree)

Ein Ableitungsbaum ist ein Baum mit den folgenden Eigenschaften:

(1) AlleBlétter sind Terminale.

(2) AlleKnoten sind Nichtterminale.

(3 DieWurzel ist das Startsymbol.

(4) DieNachfolger eines Knotens (Nichtterminals) missen durch eine der Produk-
tionen der Grammatik entstehen. Dazu wird gewéhlt: Eine der Alternativen der
Vereinigung, eine Instanz der Iteration bzw. Option.



Beispidl: (1) Ableitungsbaum fir den Satz ,,the women who loves the cat meets the man*®

<Satz>
<NP> <VP>
the <N> who <VP> <V>/ <NP>
wo‘man <V> <VP> m(‘eets the \<N>
Iovles the/ \<N> man
c

(2) Abl eitungsbéume fUr den Ausdruck 5+3+2:
XK <exp>
\
<ex|o> /e‘ p\ /e‘ P\ <exp>

<|nt> <exp>+ <exp> <exp>+ <exp> s
<di‘git> <irLt> <int> <"Lt> <int> <di‘git>
‘5 <di ‘it> <digit> <di4‘lit> <digit> \2
3 2 5 3

Im algemeinen ist es der Fall, dafi’ verschiedene Ableitungsbéaume verschiedene Interpre-
tationen desselben Wortes zulassen. Dies fuhrt zum Begriff der Mehr-deutigkeit.
Definition: (mehrdeutig)

(1) Eine Grammatik, die es erlaubt, mindestens ein Wort mit mehreren verschie-
denen Ableitungsbdumen herzuleiten, heif3t mehrdeutig.

(2) Eine Sprache, diesich nur durch mehrdeutige Grammatiken definieren alt,
hei (3 auch mehrdeutig.

Man mdchte, wenn irgend moglich, Mehrdeutigkeiten vermeiden, um die Portabilitét der
Sprache zu gewdhrleisten. Es ist nicht nur moglich, dasselbe Wort mit mehreren Ablei-
tungsbaumen herzuleiten. Einunddieselbe Sprache kann auch mit mehreren Grammatiken
definiert werden.

Beispiel:  Eindeutige BNF—Grammatiken fur Summen—Ausdriicke
Zwei weitere Grammatiken definieren <exp> folgendermalien:
G2 <exp> ::=<int>
| <int>+ <exp>
G3: <exp> s=<int>



| <exp> + <int>
mit <int> wie gehabt.
Dann gilt: L(G1) = L(G2) = L(G3).

Es stellt sich heraus, dal3 G2 und G3 eindeutige Grammatiken sind. G2 1&(3t nur den fol-
genden linken Baum zu, G3 nur den folgenden rechten Baum:

<exp> <exp>
<int> + <exp> <exp> + <int>
| 71\ VRN |
5 <int> + <exp> <exp> + <int> 2
| I I I
3 <int> <int> 3
| |
2 5

Im Beispiel der Summen—Ausdriicke fuhrt die Mehrdeutigkeit von G1 nicht zu Schwie-
rigkeiten, da die Addition assoziativ ist. (G2 schreibt Rechts—, G3 Links—Assoziativitét
vor. Dies andert sich aber, wenn man weitere Operationen auf den ganzen Zahlen zul &f3t.

Beispiel: BNF-Grammatiken fur arithmetische Ausdriicke
G4: <exp> ::=<int>
| <exp> [+ | —|* | div] <exp>
Beachte: div ist ein Symbol, es besteht nicht aus mehreren Symbolen: div X . G4 183 fir den
Ausdruck 5* 3 + 2 die beiden folgenden Herleitungen zu:

<exp> <exp>
<exp> * <exp> <exp> + <exp>
| /1N / I\ |
<||nt> <exp> + <exp> <exp> * <exp> <int>
| | | | |
S <int>  <int> <int>  <int> 2
I I I |
3 2 5 3
Die entsprechenden Auswertungen ergeben:
3+2=5 5*3=15
5*5=25 15+2=17

Das Problem ist, dal3 G4 es erlaubt, zu jeder Zeit jeden beliebigen Operator zu
generieren. Mathematische Konvention schreibt aber die Auswertung von [und div
vor der von + und — vor. D.h. + und — missen hoher im Baum liegen, d.h. vor Ound
div generiert werden. Dies &3t sich durch die Einfuhrung eines neuen Nichtterminals
erreichen.



G5: <exp> ::= <fac>
| <exp> [+ | -] <fac>
<fac> ::=<int>
| <fac> [[J] div] <int>

G5 erlaubt nur die gewtinschte Ableitung:

<exp>

<exp>/ L <fac>
| |

<fac> <int>

/

N\ |

<fac> * <int> 2
| |

<int> 3
|
5

Bemerkung:

Mehrdeutigkeit und Prézedenz sind Konzepte, die das Verhalten des Programms
betreffen. Trotzdem werden sie durch syntaktische Entscheidungen bestimmt! Oft
werden Eigenschaften von Programmiersprachen, die prinzipiell syntaktisch erfal3t
werden, aus Effizienzgrinden nicht syntaktisch festgelegt. So fihrt die Elimination
von Mehrdeutigkeiten im allgemeinen zu einer erhéhten Anzahl von Nichtterminalen,
d.h. Produktionen, was die Spracherkennung (parsing) aufwendiger macht. Auch wer-
den viele Programmiersprachen, die nicht kontextfrei sind, mit kontextfreien Gram-
matiken beschreiben. Weitere Einschrankungen werden dann durch sog. Kon-
textbedingungen spezifiziert [Broy, Kap.3.1.3].

6.1.2 Syntaxdiagramme

Syntaxdiagramme sind eine verwandte Form der Beschreibung formaler Sprachen.
Fir jedes Nichtterminal gibt es ein separates Diagramm.

Beispiel:  Syntaxdiagramme fir arithmetische Ausdriicke von ganzen Zahlen.



&
W®

|:| = Nichtterminal symbol

Q = Terminal symbol

—1{ = Vereinigung
Hintereinandersetzen = Konkatenation
Schleife = Kleene—Star

:

| digit|r

7

[aig]:
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6.2 TypUberprifung

In diesem Abschnitt betrachten wir das Problem der Uberpriifung des Typs eines SML-

Ausdrucks anhand einer kleinen Untermenge von SML.
Wir stellen z.B. folgende Fragen:

Warum ist
not true: bool ? Da not:bool - bool, true:
f x: int? Giltz.B.,fdlsf: int - int, x:
(f(f x)): int ? fals f: int - int, x: int

if (not b) then (f x) else(f(f x)): int
Gilt z.B., falsb: bool und f: int

fnf =fn x =>if (not b) then (fx) else f(f x)
(int -int) - (int - int)
Gilt, falls b: bool

6.2.1 Die funktionale Teilsprache

Die gewéhlte Teilsprache hat folgende kontextfreie Syntax:
<Typ>::=<TypVar> |
<TypKonst> |
<Typ> - <Typ>|

(<Typ>)

<Ausdruck> : := <ld> | <Konstante>
<Ausdruck> <Ausdruck> |
If <Ausdruck> then <Ausdruck> else <Ausdruck> |
fn <ld> => <Ausdruck> |
(<Ausdruck>)

Als Typkonstanten wahlen wir die Zahlentypen <TypKonst> :: =int |rea | bool.

Als Konstante wéhlen wir die Boolschen Werte und einstellige Operationen sowie Zahlen

und deren einstellige Operationen (fur mehrstellige Operationen siehe 6.2.3).
true, false: bool,
not: bool - bool

0o, 1, ...: int
0.0, ...: real
Beispiele:
a) Typen: bool, int, ’a,

(int - int) - int,
bool - ("a - int)

b) Ausdrucke: 0, 0.0, 1, x, f, b
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(not b),

(f x),

f(f x),

If (not b) then (f x) else (f(f x))

fnx =17

fnf = 1fnx =>if(not b) then (f x) else (f(f x))
fnx => x

6.2.2 Typisierungsregeln

In diesem Abschnitt behandeln wir die Frage, ob ein Ausdruck E einen geg. Typ T besitzt. Im
Allgemeinen hangt dies von den im Kontext angegebenen Typen der Identifikatoren ab.
Definition:

Ein Kontext ist eine endliche Menge der Form

{X1: Ty e Xt T} ,N=0
wobel X1, ..., X, Identifikatoren und T+, ..., T,, Typen sind.
Wir schreiben

r-g:T

fUr die Aussage, dald der Ausdruck E den Typ T besitzt, wenn der Kontext bekannt ist.
Beispiel:
O |- +:int*int - int
0- (not true): bool
O- fnx=>7:int - int
O- fnx=>7:(bool - bool) - int
x:int, frint - int |- (f x): int

Um Typisierungsaussagen abzuleiten, geben wir Axiome der Form
r-e:T
und Regeln der Form

P, ... Py

Q

wobel Py, ..., Py, Q Typisierungsaussagen sind.
Ein Beweis hat die Form eines Baums, so dal3

(1) die Blétter Axiome sind

(2) die Wurzel die abgel eitete Typisierungsaussage

(3) fur jeden inneren Knoten K gibt eseine Regel, so dalR K Instanz der Konklusion und

die Pramissen Instanzen der Kinder sind.

Im Gegensatz zu den tiblichen Baumnotationen werden die Wurzel unten und die Bl &tter oben
geschrieben.

Typisierungsregeln:
(1) Axiome (Regeln ohne Pramissen)
[konst] - c: T, fdlsceineKonstantevom Typ T

Beispiele:
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- O:int,
0- 0.0: real,
0- true: bool,

(- not: bool - bool

[var] {x:T} |-xT fur bel. <Typ> T; <Id> x
Beispiele:
{x:int} |- x:int,
{x:a} |-x’a
{frint > int} |- f:int - int
(2) Regeln
[addhyp] r-e:T x nichtin

ro{xTLy} |-ET

frint - int |- f:int - int
{frint - int, x: int}|- f:int - int

O {x:int}

- O:int [addhyp]
{x:int} |-0:int
Allgemein gilt:
O- O:int [mehrere addhyp]

r|-0:int fur bel. T
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[appl] rMN-eT-U, F-ET
F-FEU

Beispid: Sei I |-={f:int - int, x: int, b = bool}

M- fint > int I [-xint
I |-fxint

M-fxint T |-fiint > int
I |-f(f x): int

I |- b:bool, T |-not: bool bool
I" |- (not b): bool

[if] F|-B:boo, I|~ExT, T|-E,;T
I I_ if B then Ele|$ Ez: T

Beispiel: Seal ' ={b: boal, f: int - int, x: int}

|- (notb): bool I |-fx:int I |-f(fx):int
[ [-1f (not b) then f x else f(f x)

[abs] ro{xT}|-EU fallsx nicht aus I
MN-fhx=>E:T > U

Beispid:
{x:int} |=7:int
- fnx =>7:int - int

M ={f:int - int, b: bool}

I, O {x:int} |-if (not b) then (f x) else (f x)
M1 |-fnx=>if (not b) then (f x) elsef(f x)

I :(int - int)
MoU{f:int - int} wobei I'y={b: bool}.

[&bs]

ochmalige Anwendung von [abs] ergibt:

Mol-fnf O fnx O if (not b) then (fx) else f(fx): (int — int) - (int - int)
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Ableitung polymor pher Typen

Bei jeder Ableitung kommt es darauf an, die Axiome richtig zu wahlen.
Beispid:

1)

[var] {x:’'a |- x:'a

[abs] O-(fnx=>x):a=>"a

(2) ABER
[va] {x:’'a |-x:'a

[abs] 0O- fnx=>x:int - int, (- 3:int
[app]

O-(fnx=>x)3 :int

6.2.3 M ehr stellige Funktionen und Uberladen
Wir erweitern die Typen um Produkttypen
<Typ>: := <Typ>*<Typ>
Fir 2-stellige Funktionen mit Infix gibt es folgende Regel:

[app2] I I_ F: Tl DTZ N U, I I_ El: Tl’ I I_ Ez: TZ

I |—E1FE2: U
Beispiel: Sei M ={f:int - int, x: int}

M-+int*int - int T |=-({fx):int [ |-0:int

M-@Fx)+0:int

M-+:int*int - int T |-0:int

I |-(0+0):int
Z.B. das Symbol + ist Uberladen, d.h. + erlaubt (mindestens) 2 Typen mit den Axiomen
O- +int*int - int
- +:real * real - redl
Damit kdnnen wir z.B. ableiten:

O- +int*int - int, - O:int,J- 1:int

O]-0+1:int

- +:rea *real - real, - 0.0:real, [J— 1.0:real

0 |-0.0 + 1.0: real
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6.2.4. Algorithmus zur Bestimmung des allgemeinsten Typs eines Ausdr ucks!

Mit dem Typinferenzsystem der vorhergehenden Abschnitte |83t sich die Frage beantworten, ob
ein SML-Ausdruck einen bestimmten Typ besitzt. Im Folgenden geben wir einen Algorithmus an,
der es erlaubt zu jedem (korrekten) SML-Ausdruck den allgemeinsten Typ zu berechnen.

Die Grundlage dazu bilden die Begriffe der Substitution und Unifikation.

a) Substitution und Unifikation

Eine (Typ-) Substitution o ist eine Abbildung von Typvariablen in Typausdriicke, wobel nur
an endlich vielen Stellen a(a) # a gilt.

Beispid:
o =[int/a, bool/B,y - y/d bedeutet:
o(x) =x fur x £ a,3,9;
o(a) =int, o(B) = bool, a(d) =y - V.

Definition:
Zwei Typ-Ausdriicke s;, s, heif3en unifizierbar, wenn es eine Substitution o gibt mit
o*(s) = o¥(

wobei o* die Erweiterung von o auf Typausdriicke bezeichnet:

o*(a) = o(a) for a ausdem Definitionsbereich von o,
o*(a) = o sonst,
o*(s - S)= 0*(9) - 0*(9),

o heif3t in diesem Fall Unifikator von s; und sp.

Ein Unifikator mgu von s; und s, heil3t allgemeinster Unifikator, fallsfir jeden Unifikator o
von's; und s, gilt:

Es gibt eine Substitution ¢ mit ¢ ° mgu = o.

d.h. $(mgu(s)) = o(s) fur alle Ausdriicke s.

Beispid:
Unifizierea - amit (B - int) - V.
Die Unifikationvon a mit 3 — intergibta =3 - int.
Darauserh@it many= - int, d.h.
o=[B - int/a, B - int/y] ist (allgemeinster) Unifikator vona — a und (B - int) - V.
Weitere Unifikatoren sind:
0, = [bool - int/a, bool - int/y] oder

o, =[(int - int) — int/a, (int - int) - int/y].
Esgilt o, = ¢4 ° o mit ¢, = [bool/B] und

1. Dieser Abschnitt ist weiterfiihrend und gehért nicht zum Kernstoff der Vorlesung.
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0, =, ° omitd,=[int - int/p].
Bemerkung: Wir schreiben im Folgenden haufig fur Substitutionen Gleichungen a = s anstelle von
ga.

Beispiel (fur eine nicht erfolgreiche Unifikation)
Unifikationvona — o mit (B — int) — [, ergibt zundchst a = (B - int). Daraus folgt fir den
Resultattyp: =P - int=(B - int) - int=...
Da [3 sowohl auf der linken wie auf der rechten Seite der Ungleichung auftritt (“Occur check”),
gibt eskeine (endliche) Losungvon =3 - int:
a - aund(B - int) - Bsind nicht unifizierbar.

Satz (Robinson 1965)
Fur je zwei Typausdriicke s; und s, gilt:
Entweder sind s; und s, nicht unifizierbar oder es gibt einen allgemeinsten Unifikator von s; und
S,.
Bewels durch Angabe des Algorithmus (Unifikationsalgorithmus von Robinson)
Seien s; und s, Typausdricke.
1l)s=a:
1) a trittin s, auf: Dann sind s; und s, nicht unifizierbar,
2) a tritt nicht in s, auf: Dann mgu(s;, ) = [S,/d].
2.) s, =a: Symmetrisch zu 1.).
3.) sy =coder s, =c (Konstante). Dann mussen s; und s, beide gleich c sein,
ansonsten sind s; und s, nicht unifizierbar.
4)51=T1 - Uq:
Falss, =T, - U, berechne
a) ¢ = mgu(Ty, To),
b) Instanziiere U, U, mit ¢ und berechne o = mgu(¢(U,), $(U,)).
Dann ist o- ¢ allgemeinster Unifikator von s; und sp.
Ansonsten sind s; und s, nicht unifizierbar.

Beispid:
() sy=a - (a - bool), s, = (int - ) - v.
Unifikation:
[1] Unifikation von a und int — Bergibt ¢ =[int - Bla],
[2] Unifikation von ¢(a — bool) = (int - B) — bool und ¢(y) = yergibt o =[(int - ) —» bool/y].
Alsomgu(s;, sp)) =0 ° ¢ =[int — [a, (int - ) - bool/y].

(2) (a - int)und (o - (B — P) sind nicht unifizierbar, daint # —.
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@) si=a- (a-a),s=p-p
[1] Unifikation von a und 3 ergibt ¢ = [B/a],
[2] Unifikation von ¢(a - a) =B - Bund ¢(B) = B ergibt Berechnung von
B - B: Diesist nicht unifizierbar, da durch Ersetzen von 3 durch 3 - Ben
Zyklus entsteht (Occur check).
Also sind s; und s, nicht unifizierbar.

mb) Typbestimmungsalgorithmus

Auf Eingabe eines Ausdrucks bzw. einer Deklaration e prift der Algorithmus, ob e typisier-
bar ist und gibt den allgemeinsten Typ von e aus.

Im folgenden bezeichnena , ..., a,, B Typvariablenunds, s, S, ty, by, ..., t,, Typausdriicke.

Bemerkung: Generell gilt: Bei der Bestimmung von Typen missen, wenn immer moglich,
neue Typvariablen eingefuhrt werden. Bereits erzielte Zwischenergebnisse mussen bei der
weiteren Berechnung verwendet werden.

<< Der Algorithmus fehlt noch>>
6.3. Semantik

Es gibt verschiedene Arten von Semantiken, die sich im "Aufldsungsvermogen”, d.h.
in der Detailliertheit ihrer Beschreibungen unterscheiden. Sehr detaillierte Seman-
tiken geben dem Implementierer viel Information, sind aber fur den Programmierer zu
umstandlich. Zum Programmieren gibt es grébere Semantiken.

- Axiomatische Semantik Programmierer

- Funktionale (denotationelle) Semantik :
- Operationelle Semantik Implementierer

(1) Axiomatische Semantik:

Eine axiomatische Semantik beruht auf Axiomen, die die Bedeutung der einzelnen
Sprachkonstrukte definieren. D.h. jede elementare Programmeinheit (z.B. Wertzuweisun-
gen oder das leere Programm) und jeder Programmkombinator (z.B. Komposition, Alterna-
tion, Wiederholung) werden axiomatisch definiert. Durch Anwendung der Axiome kann
der Programmierer vom Verhalten der einzelnen Sprachkonstrukte auf das Verhalten des
Programms schlief3en. Das Hoare—Kalkul von Vor— und Nachbedingungen ist eine axioma-
tische Semantik. Wir werden eine Hoare-Semantik fUr imperative Programme kennen-
lernen.



18

(2) Funktionale Semantik:

Eine funktionale Semantik ist eine Abbildung der syntaktischen Reprasentation einer Pro-
grammiersprache in ein semantisches Modell. Das semantische Modell hat im wesentlichen
die Aufgabe, das Ein/Ausgabe-Verhalten jedes Programms in der betreffenden Program-
miersprache festzulegen. Die Modellierung erfolgt durch eine Abbildung, die im allge-
meinen aus vielen Abbildungen zusammengesetzt sein kann. Im semantischen Modell kann
man auch Rechnerkonzepte wie Speicher, Scope, Parameterlbergabe, etc. auf abstrakte
Weise beschreiben. Damit kann eine funktionale Semantik schon konkrete Hinweise auf
eine Implementation liefern. Eine Starke funktionaler Semantik ist, dal3 fur sie eine Fille
von relativ einfach formulier- und beschreibbaren Theoremen zur Verfligung steht.

(3 Operationelle Semantik:

Eine operationelle Semantik beschreibt nicht nur das "Was', sondern auch das "Wie" des
Programmverhaltens. Die Grundelemente eines operationellen Modells sind Rech-
nerkonzepte wie Zustand und Zustandséanderung (Transition). Das Programmverhalten
wird als eine Menge von moglichen Transitionsfolgen dargestellt. Fur viele Sprachen wird
zunéchst eine operationelle Semantik definiert. [Wik, Kap.10] gibt Ausziige einer opera-
tionellen Semantik von ML. Die komplette formale Syntax und Semantik von ML findet
sich in dem (100-seitigen) Buch [Milner].

Es wird empfohlen, fir eine Programmiersprache zwei Semantiken von maglichst unter-
schiedlicher Auflésung anzugeben, und ihre Vertréglichkeit zu beweisen. Dazu muissen
zwel Dinge gezeigt werden:

- Konsistenz: Jedes legae Verhaten in der feinen Semantik ist auch ein legales
Verhalten in der groben Semantik, soweit dort beschreibbar.

- Vollstandigkeit: Jedes legale Verhalten in der groben Semantik ist auch ein
legales Verhalten in der feinen Semantik.

Wir wenden uns im folgenden nur der funktionalen Semantik zu. Eine funktionale
Semantik besteht aus einer Interpretationsabbildung I, einer Syntaxdoméane Prog und
einem semantischen Modell Mod:

I: Prog - Mod

Wir spezifizieren eine funktionale Semantik in drei Etappen:

(1) Die Syntaxdoméane. Wir definieren die Syntaxdomane durch eine Grammeatik.
Wir benennen auch die Sprachen, die von den Nichtterminalen erzeugt werden.

(2) Diesemantischen Rechenstrukturen. Wir geben die Rechenstrukturen an, aus
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denen sich das semantische Modell aufbaut.
(3) Dielnterpretationsabbildung. Wir definieren |, indem wir eine Abbildung per
Nichtterminal angeben. | ist dann die Abbildung des Startsymbols.

6.3 Semantik von Rekursion: Fixpunkte

In den Beispielsemantiken, die wir durchgesprochen haben, traten keine rekursiven
Sprachkonstrukte auf, wieessie z.B. in ML gibt. Wenn wir etwa das Konstrukt
let val rec | = E1lin E2end;

semantisch definieren wollen, so missen wir, wenn wir die Bedeutung von | bestim-

men, in E1 auf gerade diese Bedeutung zurtickgreifen. Dies fuhrt zu einer unendli-
chen Auswertung. Um sie zu vermeiden, mul3 die Rekursion irgendwie "gebrochen”
werden. (Das Schlisselwort r ec ist eigens eingefuihrt worden, um ML vor dieser
Auswertung zu bewahren.)

Betrachten wir die Problematik allgemeiner —losgel 6st von ML.

6.3.1 Einfuhrung
Eine Definition kann als eine Gleichung angesehen werden. Die Bedeutung der Definition
ist durch die L6sung(en) der Gleichungen gegeben.

Beispiele:
1) x=3
Die Losung dieser Gleichung in der Unbekannten x ist 3, denn Substitution von
3 fur x macht die Gleichung wahr.

2 x=x+1
Diese Gleichung hat keine L6sung und ist daher al's Definition unbrauchbar.

B x=x
Diese Gleichung hat sehr viele Lésungen. Welche soll als Definition fir x
gelten?

Beispiele (2) und (3) sind rekursive Gleichungen. Rekursive Gleichungen brauchen
keine Losung zu haben, kénnen aber auch sehr viele Ldsungen haben. Als Definition
kommen nur Gleichungen in Frage, die mindestens eine L dsung haben. Wenn
mehrere Ldsungen existieren, muf3 eine a's definierende L 6sung ausgezeichnet wer-
den.

Kommen wir nun zu Funktionsdefinitionen. Was ist die Bedeutung der folgenden
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definierenden Gleichung?

g: N - NPwobel NF =4« N O{0}
1, falsn=0

q(n) =
gq(n+1) sonst

d.h. (*) ist eine Menge von Gleichungen mit der Unbekannten g; die
Gleichungen miissen fur dasselbe q fur alle nCIN gelten.

Was wissen wir Uber die Losungen von Gleichung (*)?

- Sie mussen Argument O auf 1 abbilden.

- Fur alle Argumente n, die nicht null sind, muf3 das Bild dasselbe sein, wie das
des Nachfolgers von n.

Eine grof3e Anzahl von Funktionen erfiillt diese Kriterien, genau gesagt: alle Funktio-
nen in der Menge

{(fnn0O if n=0then 1 elsek) | KON}
d.h. die Menge

1, fdlsn=0
(]
{fic | Fil(n) = KON
k sonst

Wir kénnen nicht alle Funktionen als Bedeutung der Gleichung (*) zulassen, sondern
mussen uns fir eine entscheiden.

Die Theorie der LOsung solcher Gleichungen heil3t Fixpunkttheorie. Warum?
Gesucht ist eine Ldsung fur die Unbekannte q in Gleichung (*). Machen wir q zu
einem zusétzlichen Parameter der rechten Seite unserer Gleichung, so erhalten wir das
Fixpunkt-Funktional Q ("Funktional”, da es Funktionen auf Funktionen abbildet):
Q: (N - NY — (N » N
1, falsn=0

Q@)(n) =
qin+1), falsn>0

" Q@) =hmith(0) =1, h(n) = q(n+1) firradlen>0

Die Ldsungen von Gleichung

(*) a(n) = Q(a)(n) firallen N,
bzw. q = Q(q)
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sind genau die Funktionen h, die unter Q auf sich selbst abgebildet werden: Q[h] = h.
([Broy] schreibt das Funktionsargument eines Funktionals in eckigen Klammern.)
Um eine Losung einer rekursiven Gleichung zu finden, mul3:

— mindestens ein Fixpunkt existieren,

— wenn mehrere Fixpunkte existieren, einer als die Ldsung ausgewahlt werden,

— die Losung konstruierbar, d.h. berechenbar sein.

Es stellt sich heraus, dal3 Bedingungen fur das Funktional angegeben werden kénnen,
unter denen ein Fixpunkt existiert. Wenn mehrere existieren, wird traditionsgemal3 der
kleinste Fixpunkt (least fixed point) bzgl. einer bestimmten Ordnung auf Funktio-
nen gewahlt. In dieser Ordnung, der sog. Approximationsordnung, ist eine Funktion f

kleiner as eine Funktion g, wenn f mit g tibereinstimmt, aber unter Umstanden an
weniger Punkten definiert ist.

Definition: (Funktionsiteration)
Eine Funktionf : M - M kann wiefolgt iteriert werden:

f0 =4¢r C, wobei ¢ eine Konstante ist;

fi*l = F(F).
Man kann nun das Fixpunktfunktional iterieren und erhdt dadurch Anndherungen an die
Losung der Gleichung, fir die das Funktional steht. Fur die folgenden Beispiele brauchen
wir noch ein Element, das Undefiniertheit im Raum der Funktionen représentiert.

Definition: (Uberall nichtdefinierte Funktion)
Die tberall nichtdefinierte Funktion (Uber einer beliebigen Menge M) wird
folgendermal3en bezeichnet:

QM - MY mit

Q(n) =Ofdr alen OM.

In unserem obigen Beispiel ergibt sich also folgende Situation:
(1) Definition des Funktionals Q:
Sei die Gleichung

q=0(q)
definiert durch

1, falsn=0
q(n) =

g(n+ 1), sonst

QM

d.h. das Funktional Q enthdt zwei Parameter: g, n.
Q hat den Typ
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In SML wird Q implementiert durch
val Q=fng=>fnn=>1if n=0then 1 else gq(n +1)

(2) Losung durch Approximation
Wir definieren die Funktionaliteration (Qi)iDN:
Start mit ,total undefinierter Fkt Q:

Q®=0 (d.h. Q% N - N9
Q*1=Q@Q) (dh.Q :N - N7
Q=limQ
o 1 fallsn=0 1 fdlsn=0
wobei Q1(n) = Q(Q%n = { -
Q%n +1) sonst 0  sonst
_ _ 1 ifn=0
Q"*Yn) =Q@Q)n= { _
Q'(n+1) sonst
0 (daQ'(m) = O fur m>0)
Also 1 ifn=0
() = {
O sonst

Die Frage ist, unter welchen Voraussetzungen der Grenzwert existiert. In diesem Fall gilt, dal3

Q~ existiert und zu M — MU gehort; der Grenzwert wird schon vom zweiten Element (und
alen weiteren Elementen) der Folge (Q'); 5y angenommen.

Der Limes liefert eine Losung der Gleichung

q=Q(g)
Denn esgilt
1 fals n=0 1 fals n=0
QQ*)(n) = = =Q%(n)
Q”(n+1) sonst 0 sonst

d.h. Q% ist Losung der Gleichung. DalR Q% auch die kleinste Losung ist, folgt aus dem Satz
von Kleene (siehe spéter).

6.3.2 Theoretische Grundlagen der Fixpunkttheorie

Kommen wir nach diesen einfuhrenden Beispielen zur Fixpunktheorie selbst. Wir missen
zunéchst eine partielle Ordnung definieren, bzgl. der der auserwahlte Fixpunkt am kleinsten
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Ist.
Definition: (Partielle Ordnung)
Eine Relation < 1M x M heilé partielle Ordnung gdw.
1 (Ox:xOM :x<Xx) Reflexivitét
2. (Oxy:xyM:x<yOy<x O x=y) Antisymmetrie
3. (Oxyz:xyzlM :x<yly<z[ x<2) Transitivitét

Beispiele:
(1) Mengeninklusion auf der Potenzmenge von {1,2,3}.
Eine partiell geordnete M enge kann durch einen azyklischen Graphen repré-
sentiert werden.
(12,3}

| T~

{1,2} {1,3} {2,3}

{1} {2 {3}
{}

(2) Mengeninklusion auf {1, 2}

L3
{1} {2}
\{} ~

(3) Partielle Ordnungen auf der Menge {a,b,c,d} .
@ (b)

a c abocd
N\ / \\ //
b
| d
d
I
d

Sei in den folgenden Definitionen < eine partielle Ordnung auf M.

Definition: (Bottom)
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0 (genannt Bottom) ist das Element mit der folgenden Eigenschaft:
(OxOM : O<x)
Fallsesexistiert, ist [J das kleinste Element in M bzgl. <

Definition: (Flache Ordnung)
Es existiere ein kleinstes Element [1. Wenn die partielle Ordnung < der folgenden
Definition gentgt:
x1<x2 = x1=00x1=x2
s0 heildt < die diskrete Ordnung (oder auch die flache Ordnung)

Die diskrete Ordnung induziert punktweise eine Appoximationsordnung auf Funktio-
nen.
Beispid: 0 i\z W _ ND
N"ist eine flache Ordnung mit:
x1<x2 =  x1=0 oder x1=x2.
Bemerkung:
Aus typographischen Griinden schreiben wir im folgenden ,,<* fir ale

Ordnungen, d. h. auch fir die flache Ordnung und die A pproximationsordnung.
(In der Vorlesung wurden daftir eckige Klammern verwendet.)

Definition: (A pproximationsordnung)
Sei < die diskrete Ordnung auf M und seienf,g: N — M Funktionen. Dann ist die
Relation

f<g = (OxON. f(x) <g(x)
eine partielle Ordnung, die sog. Approximationsordnung. f ist eine Approximation
von g.
Bemerkung:
FalsM flach, gilt f < ggdw O x ON . f(x) = O oder f(x) = g(x)
Definition: (gerichtete Menge; obere Schranke; Kette; abzahlbare Kette)
Eine nichtleere Teilmenge X [0 M heil3 gerichtet, gdw.
(O xyOX.(OzOX.x<z0Oy<2)
z heif¥ obere Schranke von x und y.
Eine nichtleere Teilmenge X O M heil3t K ette gdw.
(OxyOX.x<yOy<x)
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Wenn X abzahlbar ist, kann man esdarstellen als X = {x; | iLIN}, sodal gilt:
(O 1 ON . X £ X41)
Man schreibt eine abzahlbare Kette auch (x;)n-

Definition: (Supremum)
Sei X O M. Das Supremum von x; oder kirzer sup X, ist das Element von M (falls es
exigtiert), fur das gilt:
@D (Ox OX . x<sup X)
2 OyOM.(@Ox:xOX:x<y)O (sup X) <y)
sup X heifét das Supremum (die kleinste obere Schranke) von X.

Definition: (Vollsténdige Ordnung, complete partia order, cpo)
Eine Menge M hei3t vollsténdig geor dnet (complete partial order, cpo) gdw.
(DX OM . X gerichtet 0 (sup X)OIM)

Beispiele: Seien M, N vollsténdig geordnet
- Die Funktionenmenge M — N ist beztiglich der Approximationsordnung voll-
sténdig geordnet.
—  Jede Mengeist bzgl. der diskreten Ordnung vollstandig geordnet.
- N ist bzgl.der tblichen < Ordnung nicht vollsténdig geordnet.
- N [0 { e} ist bzgl. der Ublichen < Ordnung vollstandig geordnet.

Unsere L 6sungsapproximationen sollen eine Kette im Raum der Funktionen bilden.
Dazu brauchen wir den Begriff der Funktionsmonotonie.

Definition: (Funktionsmonotonie)
Eine Funktion f: M — N ist monoton gadw.
x<y O f(x)sf(y)
Wir verlangen die Monotonie von unserem Funktional F, d.h.
f<g O Ff)<HKao).

Satz:  Wenn F monoton ist, dann ist die Folge (F);y eine Kette, wobei F° =4 [,
F*l =4 F(F) furi = 0.
Beweis:  (Induktion tber i)
Basiss F°=Q; Q ist daskleinste Elementim Raum M — MV,
Induktionsannahme: Sei F1< F.
Induktionsschritt:  Wegen der Monotonie von F:

F = F(F-Y) < F(F) = F* ged.
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Wir mochten al's Losung fur unsere rekursive Gleichung das Supremum unserer
Approximationsfolge wahlen:

sup{F' [iCIN}
Um dies zu erreichen, mussen wir fordern, dal3 das Funktional F Supremain Suprema
Uberfdhrt.

Definition: (Funktionsstetigkeit)
Eine Funktion f: M — N ist (ketten)stetig gdw.
f(sup{x; | iN}) = (sup{f x; [ iLIN})

Beispid: (1) Eine nicht monotone Funktion.
halt: N - B
halt((]) = false
halt(x) = true
Esgilt [k x aber halt(L]) = false, aber true = halt(x).
false und true sind in der diskreten Ordnung nicht vergleichbar.

(2) Eine nicht-stetige Funktion
al: (N >N - B
true fals f(a) =0fdradlealN

al(f) ={ fase falls f(a) >0 fir einaON

[ sonst
Betrachte die Kette
0 fdls a<i
fi(@ =
0 sonst

(supfj)(@ =Ofuralei

Esgiltal(f;) = Ofur alei, d.h. sup{al(f;) | i ON} =0
aber all(sup(f;)) = 0.

6.3.3. Der Fixpunktsatz von Kleene
Satz: (Fixpunktsatz von Kleene)

Ist F eine stetige Abbildung tber einer vollstandigen geordneten Menge M mit klein-
stem Element [J, so ist die Gleichung

X = F(X)
|6sbar und es existiert ein eindeutiger kleinster Fixpunkt fix F von F, der wie folgt
konstruiert wird:
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fix F= sup{F |i ON}

fix Fist ein Fixpunkt von F:
F(fix F)

F(sup{F |i>0})
{Stetigkeit von F}
sup{ F(F) | i = 0}
{Umformen}
sup{F |i =1}
{F°=D0und O< FO)}
sup{F' |i = 0}
fix F

fix Fist kleiner als jeder andere Fixpunkt:
Sei x[OM ein Fixpunkt von F, d.h. x = F(x). Da [J < x und F monoton,
folgt

1) FP=k x

(2) Ind.hyp F <x

F monoton O F*! =F(F) < F(x) = X

Also fix F=sup F x
D.h. fix F={F |i ON} <x.

ged.
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Bemerkungen:
- Die Existenz eines eindeutigen Fixpunktes |1&/3 sich schon garantieren, wenn

man nur die Monotonie von F voraussetzt (Satz von Knaster—Tarski [Broy]).
Fir das konstruktive Berechnungsverfahren durch Iteration des Fixpunkt-
funktionals F braucht man allerdings dessen Stetigkeit.

- Die Tatsache, da3 wir den kleinsten Fixpunkt as Lésung fur rekursive
Gleichungen gewahlt haben, garantiert uns nicht nur seine rechnerische
Approximierbarkeit, sondern auch grofitmogliche Freiheiten fir den Implemen-
tierer, dawir die Lésung gewéahlt haben, die an den wenigsten Stellen festgelegt
Ist.

Beispid:
(1) Betrachten Sie folgende Funktion

even: N - B"

mit rekursiver Definition:
true fals n=0

even(n) ={ false fals n=1
even (n-2) sonst
d.h. das Funktional
E: (N - BY) - (N - BY)
ist definiert durch
true fdls n=0

E()(N) ={ fase fdls n=1

f(n-2) sonst
Die Funktionaliteration ergibt:
true fals n=0

El{n) ={ fase fals n=1
En-2)  sont

U
_ true falsn=0
true falls n=0 false falsn=1
EX n)={ fase fals n=1 | true fdlsn=2
false falsn=3
E%n-2)  sonst 0 sonst

true fallsn<2i, n=gerade
Ei(n):{ fasefalsn<2i,n=ungerade ,i=1
O  sonst

E”(n) =

(fix E)(n)

{ true fallsn = gerade
fasefallsn = ungerade
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(2) Sei die Gleichung gegeben
1 fals n<0

f(n) = {

d.h. f=F({)
wobel das Funktional F definiert ist als

1 fals n<0
. .
F(F)(n) :dei{ far alef ON - NY nON

n* f(n-1) sonst

n* f(n-1) sonst

Funktionaliter ation:

Fo =def Q
F' =get F(F)
Also

Fo(n) =0 fur allen ON

1 fals n<1 1 fdlsn<il
Fl(n):{ =

n* Fg(n) sonst O sonst

0

1 fals n<1 1 fdlsn<1 1falsn<1
Fz(”):{ ={2*F(1) falsn=2 ={ 2fdlsn=2

n* Fy(n- 1) sonst —r

n* Fy(n-1)falsn>2 O sonst
0

1 fals n<1 %* £.(1) E‘lellzrr]ilz 1fallsn<1
F3(n):{ ={ .. 2 ~© _| 2fdlsn=2

n* Fo(n-1) sonst 3*Fy(2) falsn=3 Sfallsn= 3

* - >
n* Fy(n-1) falsn>3 o0 sonst
0
dh fiari=1

n falsn<i
Fi(n) = {

0 songt
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Darausfolgt fur den Limes:

F*(n) = (sup{F; [i O N})(n)
= sup{Fi(n) [ ON} =n!

gl
F* 16st die Gleichung (*):
1 falsn<1 1 fals n<1 .
F(F*)(n) = = =n! =F*(n)
n* F°(n- 1) sonst n*(n-1)! songt
n!

Die Elemente der Folge (Fac'); 5y sind mit wachsendem i an mehr und mehr Stellen defini-
ert. Der Grenzwert wird erst im Unendlichen erreicht, d.h. kein Element der Folge besch-

reibt das gesamte Verhalten der Losung Fac™. Nach dem Satz von Kleene ist Fac™ der
kleinste Fixpunkt des Funktionals F.

6.4 Denotationelle Semantik
Durch die denotationelle Semantik wird jedem (korrekt gebildeten) Typausdruck s eine

Menge von Werten M zugewiesen. Aulserdem erhdlt jeder typkorrekte Ausdruck e des Typs
sein Element all M a's seine Bedeutung zugewiesen.
Die Bedeutung eines Ausdrucks bezeichnen wir im folgenden durch Klammern [.], d.h. die
Bedeutung eines Typausdrucks sist die Menge [g], die Bedeutung eines typkorrekten Aus-
druckseist [€]. Istevom Typ s, so gilt [e] I [s] oder [€] = [g.
Beispid:
Der Typ bool der Wahrheitswerte erhdlt die Bedeutung [bool] ={T, F}, die Bedeutung
von trueist [true] =T, die von not(true) ist [not(true)] = F.

6.4.1 Bedeutung von Typausdr ticken (ohne Typvariable)
Jeder Typausdruck s erhdt als Bedeutung eine Menge, die mit [s] bezeichnet wird.

a) Typkonstanten:
[bOOl] =def {T, F},
[int] =def = Z= { ...,-2,-1,0,1, 2, }

b) AulRerdem definieren wir allgemein die Erweiterung einer Menge M durch Oy
M =g4g M O {Oy}. 1M # N, so gilt Oy, # O,
Falls keine MiRverstandnisse auftreten konnen, lassen wir haufig den Index von [y, weg
und schreiben O anstelle von Oy,.
c) Fir zwei Typausdriicke s;, s, ohne Typvariablen
Sel
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[s1 — Sl =gef [S1] - stetig[sz]D
wobel M — gqig N die Menge der stetigen Funktionen von M nach N bezeichnet.
SindM, N cpo’s, soist M — ggig N" €in cpo mit kleinstem Element

Q:M - N5, Q(m)=0OfuralemO M.
d) Wir bezeichnen im folgenden die Vereinigung aller Bedeutungen von Typausdriicken
(ohne Typvariablen) mit D:

D =g {x 0 [§]"] s Typausdruck ohne Typvariablen}.
Die Interpretation jeder Standardoperation f wird mit f® bezeichnet.

6.4.2 Bedeutung der Standar doper ationen und Ausdrticke

a) Jede Standardkonstante c:s erhélt einen Wert c® O [s], der also verschieden von L ist.
Beispid:
true® =T,0° =0

b) Fur jede Standardoperation f:s; — s, fordern wir, dal3 sie eine totale Funktion
fO: [s,] ~ [s,]" bezeichnet.
Beispid:
not®: B - B mit
not®(T) = F, not’(F) = T.

Beispiel:
+Pizx2z) - Z5.
+P@ b)=a+bfira b0z

c) if —then—else:
Die Bedeutung des if —then — else Konstrukts wird durch die Funktion
if?: BY x MP x M - MY, mit
ifP(0g, a b) = Oy,
ifP(T,a b) =a,
ifP(F,a, b)=b
furalea, b0OM,
bestimmit.
d) Ausdriicke:
Fur die Semantik eines Ausdrucks f(e) mit einer Standardoperation f:s; — s, berechnet
man zunédchst den Wert avon e. Fallsa ] [s;], so berechnet man anschlief3end den Wert
fD(a) der Anwendung von fO auf g fallsa= 00O [s1], soist [f(e)] = L.
Um diesen Zusammenhang allgemein zu formulieren, missen wir die Werte der in e vor-

kommenden Identifikatoren (Namen) kennen. Wir definieren zunachst die Menge ENV
der Umgebungen env:

ENV ={enviID - D |env(x) O[g" fiir x:s}.
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Dann ist die Interpretation [€] o, €ines Ausdruckes e in der Umgebung env [J ENV ein
Element aus D. Wir definieren:
d.1) [fleny =gef f fir jede Standardkonstante oder Standardoperation f,
d.2) [X]env =def €NV(X) fUr jeden Identifikator X,
d.3) [if b then e, else el eny =ger If([0len: [€1lenvs [E3leny).
d.4) Die Funktionsapplikation wird folgendermal3en definiert:
Seenes; - S, 9.
[(e1 €)]env =def [E1lenv([€2leny)s falls[€1]eny U [S1 - Sp] und [€)] gy U [S1],
[(e1 €)]env =der L SONSL.

Beispiel: Esgilt:
[NOt(true)] gy = [NOt] gy ([tru€] ny) = NOtP(T) = F.
Fir env mit env(x) = F gilt
[not(x)]eny = [NOt]env([X]env) = NOLP(eNV(x)) = not(F) = T.

d.5) Die Funktionsabstraktion wird “punktweise” definiert.
Sa's; » syder Typvonfnx O e.

[fn X O €]eny =qer digienige Funktion h mit h: [s;] - [s,]™ und h(@) = [€] gry1,
wobei env1l(x) =4 aund envl(z) =4« env(z) fur z # x.
Beispiel:
(1) [fn (:int) O Xl = hyiZ — ZPmithy@ =a
(2) [fn (x:int) O O]y = hx:Z - Z¥ mit hy(a) = 0.
Esqilt: [fn(x:int) O 0) 3]y =0,
[fn (x:int) O 0) (7 div 0)] gy = O, weil [7divQlg,, =00 Z.

Bemerkung: Die Bedeutung eines Ausdruckes e hangt nur von den in e auftretenden Iden-
tifikatoren ab. Enthélt e keine freien Identifikatoren, so gilt [€]gny1 = [€] eny2 fUr ale Umge-
bungen env, und env,. Die Bedeutung von e hangt dann nicht von der Umgebung ab. Wir
definieren dann:
(€] =ger [€leny-

Wir sind eigentlich nur an der Bedeutung von Ausdriicken ohne freie Identifikatoren inter-
essiert, die Umgebungen bendtigen wir als Hilfskonstruktionen. Ausdriicke mit freien Iden-
tifikatoren braucht man im Rumpf von Funktionen.

d.6) Die Semantik einer rekursiven Deklaration
Sei die Deklaration
funfx O e
mit x: s1, e s2im Kontext " gegeben. Sei env eine zugehorige Umgebung. Die
Semantik wird definiert Uber die Semantik des Funktionals.
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®=fnf0 (fnx0O €:(s; - ) - (5 » )
[®leny T [s1] — [8]") ~stetig (1] — [s217)
[Pleny (DY) =des [Elenva

wobel env2(f) =gef 9, eNV2(X) =gef Vs

env2(z) =4 env(z) firzzfundzzy

Ist ein stetiges Funktional, das einen Fixpunkt
(Fix[Pleny): [s1] — [s2]”=[sL - 2]

besitzt.

Also definieren wir
[funfx O €lgw =def FIX[Plany

Beispiel: Test auf gerade Zahl:
[funevenn =
if n=0thentrue
eseif n=1thenfase
dseeven(n-2)

leny = 9N - BU

mit
T falsx gerade, x=0
®%(x) = { F falsx ungerade, x 20
O falsx <0
Denn

d=fnf0 fnnO if n=0thentrue
eseif n=1thenfalse
elsef(n-2)
Dies ergibt das Funktional
[P]eny: [INt - boOI] — getig [INt — bool] = (N - BP) - stetig (N - B")
definiert durch

T fallsy =0
[Plen(@)(Y) ={ F falsy=1
gy - 2) sonst

Dann sei ®* das Supremum der Funktionaliteration
o0 =Q, L= [d],, (@).
Wir zeigen als Probe, dafd ®® Fixpunkt von [®],, ist:



[P]eny(P7)(Y) = [Def. [P]eny]

T fallsy =0

F falsy=1 = [Def. ®®, alg. Umformung]
> (y - 2) sonst

T falsy=0

F falsy=1 _

T fallsy gerade, y = 2 = [ g Umformung]

F falsy ungerade, y = 2

O falsx <0

falsy gerade,y 20 o
fallsy ungerade, y = 0 =
falsx <0

— e
O mn-
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