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Strukturen

Eine Struktur A zur Signatur o = (Const, Fun, Pred, |.|) (kurz o-Struktur)
besteht aus

@ einer nichtleeren Menge A, dem Trager (oder der Grundmenge) der
Struktur

@ einem Element ¢ € A fiir jedes Konstantensymbol ¢ € Const

e einer Funktion 4 : A" — A fiir jedes n-stellige Funktionssymbol
f e Fun

e einer Relation P4 C A” fiir jedes n-stellige Pridikatssymbol P

Eine Struktur heiBt endlich (bzw. unendlich), wenn die Tragermenge
endlich (bzw. unendlich) ist.
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Modelle der Pradikatenlogik

Definition

Ein Modell M einer Sprache L ist ein Paar (A, w), bestehend aus einer
L-Struktur A (mit Trager A) und einer Belegung w : Var — A.

Wir schreiben [c]a¢ (oder c™, oder [c] falls M Klar ist) fiir ¢,
entsprechend fiir Funktions- und Pradikatensymbole.

Modelle einer Sprache £ nennt man auch £-Modelle oder Interpretationen
von L. Den Trager von A nennt man auch Trager von M.

Wir schreiben M[x + a] fiir das Modell (A, w') mit

W(y) = {W(y) fir y # x

“]a fir y = x
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Strukturen fiir eine Sprache mit zwei Konstantensymbolen J, R und einem
verbunden.

bindren Pradikatensymbol P. Elemente fiir die P wahr ist sind durch Pfeile
R J R J R J R J R J R J
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Beispiel: Struktur

Struktur fiir eine Sprache mit einer Konstante ¢, einem binaren
Funktionssymbol f, einem un&ren Pradikatensymbol P und einem bindren

Pradikatensymbol Q.

Pred*

Const/Fun | Const*/Fun || Pred

c 2 P(1)
P(2)

f(1,1) 1 Q(1,1)

£(1,2) 2 Q(1,2)

f(2,1) 2 Q(2,1)

£(2,2) 1 Q(2,2)
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Durch ein Modell M wird jedem L-Term ein Element aus A zugeordnet:
[xIm = w(x)
[clm = ¢

A

[F(ts,- -, to)lve = P, Tl )
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Erfillungsrelation

Die Semantik von Formeln lasst sich durch die Erfiillungsrelation M |= ¢

(M erfiillt ¢ oder M ist ein Modell von ¢) beschreiben:

MER(ty, ... 1) <= RY[t]as-- - [t )

MEt =t <= [t)m=[t2]m

M ¢ <= M [ ¢ ist falsch (M = ¢)
MEINY <= MEdund M =9
MEOVY < M ¢oder M =1
MEP=1Y) < M ¢oder My
ME¢ey = (ME¢ud M=)

oder (M £ ¢ und M £ 9)

M EVx.¢ <= M[x — a] = ¢ fiir alle a

M = Ix.¢p < esgibt amit M[x — a] E ¢
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Endlichkeitssatz

Sei ® eine (moglicherweise unendliche) Menge von Formeln.

Wir schreiben ® l@ ¢, wenn es eine Ableitung im Sequenzenkalkiil gibt,
deren Antezedens nur Formeln aus ® enthidlt und deren Sukzedens ¢
enthalt. Wir schreiben ® = 1 wenn & unerfiillbar ist.

Theorem (Endlichkeitssatz)
Wenn gilt ® lﬁ ¢, so gibt es eine endliche Teilmenge &g C ® fiir die gilt

N

Das ist klar, da Herleitungen endliche Baume sind, und in jeder Sequenz
nur endlich viele Terme vorkommen.
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Korrektheit und Vollstandigkeit

Sei ® eine (mdoglicherweise unendliche) Menge von Formeln. Dann
bedeuten

@ Korrektheit eines Beweissystems

‘Dlﬁgb impliziert & = ¢

o Vollstindigkeit eines Beweissystems

O ¢ impliziet g o
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Godelscher Vollstandigkeitssatz

Theorem (Godelscher Vollstandigkeitssatz)
Sei ® C L eine Menge von Formeln und ¢ € L eine Formel. Dann gilt

$ l@ ¢ genau dann, wenn & = ¢

Wir zeigen in dieser Vorlesung die Vollstandigkeit des Resolutionskalkiils.
Fiir den Sequenzenkalkiil findet man den Beweis z.B. im Buch , Basic
Proof Theory" von Troelstra und Schwichtenberg.

Aus dem Vollstandigkeitssatz und dem Endlichkeitssatz folgt sofort

Theorem (Endlichkeitssatz (fiir das Folgern))

Wenn & |= ¢ gilt, so gibt es eine endliche Teilmenge ®q fiir die ®g |= ¢
gilt.
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Satz von Lowenheim-Skolem

Theorem (Satz von Léwenheim-Skolem)

Eine abzdhlbar konsistente Theorie hat immer auch ein abzdhlbares Modell.

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich aus der im Beweis des
Vollstandigkeitssatzes verwendeten Konstruktion: man konstruiert dabei
ein Termmodell, d.h., ein Modell dessen Elemente nur aus einer Menge
von Konstanten und der Anwendung von Funktionssymbolen auf diese
Konstanten bestehen. Da die Menge der dabei eingefiihrten
Konstantensymbole abzahlbar ist, ergibt sich die Aussage.
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Aufzahlbarkeit, Entscheidbarkeit

Im Gegensatz zur Aussagenlogik ist die Pradikatenlogik nicht entscheidbar.
Es gilt:

@ Die Sitze einer axiomatisierbaren Theorie T sind effektiv aufzahlbar,
d.h., es gibt einen Algorithmus der alle Sitze von T der Reihe nach
erzeugt

o Eine vollstandige axiomatisierbare Theorie T ist entscheidbar, d.h., es
gibt einen Algorithmus, der fiir jede Formel ¢ aus £(T) in endlicher
Zeit bestimmen kann ob ¢ € T oder ¢ & T gilt

@ Es gibt unentscheidbare axiomatisierbare Theorien T, d.h., fiir
manche Theorien gibt es keinen Algorithmus der zu einer
vorgegebenen Formel ¢ in endlicher Zeit bestimmen kannob ¢ € T
oder ¢ & T gilt
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Aussagenlogische Resolution

Falls L; und M; komplementér sind (d.h. L; = =M; oder -L; = M;) gilt

Li,....Ln,  My,.... M,
Ly,...,Li—1,Liy1, s Ly, My ooy M1, M1, My,

Diese Form der Ableitung heiBt Resolution.

Ly, ... L1, Livq, .. Ly, My oo Mjfl, Mj+1, ..., M, heiBt Resolvente
von Ly,..., L und My, ... M,.

Falls L1,...,Ly, und My,..., M, keine komplementaren Literale haben, so
kann die Resolutionsregel nicht angewendet werden.

Wir wollen im Folgenden die aussagenlogische Resolution auf die
Pradikatenlogik erweitern.
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Pradikatenlogische Resolution

Welche Probleme treten auf, wenn wir Resolution fiir pradikatenlogische
Formeln definieren wollen?

@ Quantoren: Resolution arbeitet auf Klauseln; wie gehen wir mit
Quantoren um?

@ Wann sind zwei pradikatenlogische Atome komplement&r? Sind P(x)

und —P(y) komplementar? Sind P(x)und—P(a) komplementdr? Sind
P(a)und—P(b) komplementar?

Antwort:
@ Prianex-Normalform

@ Skolemisierung
@ Unifikation
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Pradikatenlogische Resolution

@ Prianex-Normalform: Alle Quantoren werden an den Anfang der
Formel gezogen. Aus (Vx.P(x)) A (Fy.Q(y)) wird ¥x.3y.P(x) A Q(y)
oder Iy Vx.P(x) A Q(y)

o Umwandlung des quantorenfreien Teils der Formel in CNF

@ Skolemisierung: Existenzquantoren werden durch neue Konstanten
oder Funktionssymbole ersetzt. Aus Jy.Vx.P(x) A Q(y) wird,
Vx.P(x) A Q(c®), aus Vx.3y.P(x) A Q(y) wird Vx.P(x) A Q(f*(x))

@ Allquantoren am Anfang der Formel werden weggelassen. Aus
Vx.P(x) A Q(c®) wird P(x) A Q(c®)

e Unifikation stellt fest wann P(t1,...,t,) und P(t],...,t})
komplementar sind und ermdglicht die Berechnung der Resolvente
zweier Klauseln
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Normalisierung von Formeln

Genau wie in der Aussagenlogik gelten folgende semantischen
Aquivalenzen:

b b=o=>9vANY =09

¢=P==p Ve

PV =PV PNY =P
(pVY)VE=oV (Y VE) (PAYINEZ PN (Y AE)

OV (PN = (dVY)A(SVE) PA(WDVE Z(PAY)V(SAE)
oV Lo ONT o

pVT =T oNL L

GV =T GNP L

=

(¢ V)= —p A (o AY) =gV

Damit lassen sich quantorenfreie Formeln in CNF (und DNF) umwandeln.
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Normalisierung von Formeln

Zusitzlich gelten folgende Aquivalenzen fiir quantisierte Formeln, falls

X € fV(&)- y ¢ fV(¢)' Q) Qi € {V?H}:

(Qx.0) VE= Qx4 V& (Qx.0) NE= Qx.p A&
—Vx.¢ = dx.—¢ —3x.¢ = Vx.¢
Vx.0 ANVx.9p ZVx.0 N1 dx.¢pVAxY = Ix.p VP

(QuxP) A (Qy&) = Qix. Qy.¢NE
(Qix.0)V(Qy.l) Z Q1 x. Qy.dpVE

Beachten Sie:

Vx.¢ VVx.9p ZVx.0V
Ix.p A Ixap Z Ax.p A
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Pranex-Normalform

Definition
Eine pradikatenlogische Formel ¢ ist genau dann in Pranex-Normalform,
wenn sie die Form
QX1 ... QpXn-pu
hat, wobei Q; € {V,3} und p eine quantorenfreie Formel ist.
Q1 x1. ... Qn Xy heiBt der Prifix, p die Matrix der Formel.

Zu jeder Formel gibt es (mindestens) eine Pranex-Normalform.
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Umwandlung in Pranex-Normalform

Durch den im Folgenden skizzierten Algorithmus kann man eine beliebige

Formel in Pranex-Form umwandeln:

@ Eliminiere & und = durch

pev=Ed=>pAY =09

p=>1p =V
@ Verwende die Umformungen
P
“(PVY) = A—p (PAY) =gV )
—Vx.¢ = dx.—¢ —dx.¢ = Vx.—¢
um Negationen unmittelbar vor Atome zu schieben

© Benenne gegebenenfalls gebundene Variablen um

@ Verwende die Quantorenregeln um alle Quantoren nach links zu
schieben
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CNF und Skolemisierung

Nachdem eine Formel in Pranex-Form gebracht wurde kann ihre Matrix,
genau wie in der Aussagenlogik, in CNF umgewandelt werden. Als weiter
Vorbereitung fiir die Anwendung der Resolution werden dann die
Existenzquantoren durch sog. Skolem-Konstanten bzw. Skolem-Funktionen
ersetzt.

Ein Verfahren zur Skolemisierung wird auf der ndchsten Folie beschrieben.

Wenn eine Formel ¢ in Pranex-Form ist, ihr Prafix nur aus Allquantoren
besteht, und ihre Matrix in CNF ist, dann sagt man ¢ sei in
Skolem-Normalform oder Standardform. Ublicherweise lasst man den
Prafix dann weg.
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Skolemisierung

Sei ¢ in der Pranex-Form

@ x1. ... QpXn-pt

Sind alle Q; Allquantoren, so ist ¢ bereits skolemisiert. Andernfalls sei Q,
der erste Existenzquantor.

Ist r = 1, dann ersetzen wir x, durch eine neue Konstante ¢,, l6schen Q,
aus dem Prafix, und wenden das Verfahren rekursiv auf die neue Formel an.

Ist r > 1, dann ersetzen wir x, durch eine neue Funktion f(xg,...,x—1),
I6schen Q, aus dem Prafix und skolemisieren die so erhaltene Formel.

Man sieht leicht, dass die Matrix der skolemisierten Formel in konjunktiver
Normalform ist wenn g in CNF ist.
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Beispiel

Bei der Skolemisierung der Formel
Ix.Vy Vz.3uVv.3w.P(x,y,z,u, v, w)

steht x an der ersten Position im Prafix, daher ersetzen wir x durch eine
Konstante c,. Die Variablen v und w stehen hinter den allquantifizierten
Variablen y und z, bzw. y, z und v, daher ersetzen wir sie durch
Funktionen f,(y, z) und f,(y, z, v). Insgesamt erhalten wir

Yy Nz¥v.P(cx, y, z, fuly, 2), v, fu(y, 2, v))

als Skolem-Normalform.
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Beispiel

Die Formel
Vx.Jy.3z.(=P(x,y) A Q(x,z)) V R(x,y,z)

ist bereits in Pranex-Form. Wir wandeln die Matrix in CNF um und
erhalten

Vx.3y.3z.(-P(x,y) V R(x,y,2)) N (Q(x,2) V R(x,y, 2))

Die existenzquantifizierten Variablen y und z folgen auf x, daher werden
sie durch Skolem-Funktionen f,(x) und f,(x) ersetzt. Wir erhalten

VX (=P (x, £, (x)) V R(x, £, (x), £(x))) A (QUx, £(x)) V R(x, £, (x), £(x)))

oder, nach Streichen des Prafixes

(=P(x, £ (x)) V R(x, £, (x), £2(x))) A (Qx, £2(x)) V R(x, £y, (x), £2(x)))
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Erinnerung: Literale, Klauseln

Definition

Ein (pradikatenlogisches) Literal ist eine Primformel oder die Negation
einer Primformel. Eine Klausel ist eine endliche Disjunktion von Literalen.
Eine Klausel in der keine Variablen vorkommen nennt man Grundklausel,
eine Klausel die genau ein Literal enthalt nennt man Einheitsklausel
(Unit-Clause); eine Klausel die gar kein Literal enthilt nennt man die /eere
Klausel. Die leere Klausel ist dquivalent zu L.

Wir fassen eine Klausel oft als Menge der darin enthaltenen Literale auf
und schreiben {¢1,...,¢n} fir o1V -+ V ¢,. Die leere Klausel schreibt
man oft als .
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Mengen von Klauseln, CNF

Eine Menge von Klauseln fasst man als Konjunktion der Klauseln auf. Z.B.
schreibt man

(=P(x, fy(x)) V R(x, fy(x), £(x))) A (Q(x, £(x)) V R(x, fy(x), £(x)))
als

{{=P(x, £,(x)), R(x, £,(x), £())} {Q(x, £(x)), R(x, £ (x), fz(x))} }
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Skolem-Normalform erhalt Inkonsistenz

Proposition

Sei ¢ eine Formel und S die nach dem oben beschriebenen Verfahren
erhaltene Skolem-Normalform zu ¢. S ist genau dann inkonsistent, wenn ¢
inkonsistent ist.

Der wesentliche Schritt im Beweis ist zu zeigen, dass das Einfiihren von
Skolem-Konstanten bzw. Skolem-Funktionen keinen Einfluss auf die
Inkonsistenz einer Formel hat. Sei also ¢ = Q1 x1.... Qn Xp.pt in
Prianex-Form und sei Q, der erste Existenzquantor. Sei ¢ die bei der
Skolemisierung eingefiihrte Funktion

@2 x2. ... Qn xp-u[x1 — c1]
falls r = 1 bzw.
QX1 Qr1 Xr—1. Qe Xrg1- - - Qn Xn-pt[Xr — fr(x, ..., Xr—1]

falls r > 1.
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Beweis

Sei ¢ inkonsistent. Um zu einem Widerspruch zu kommen nehmen wir an,
¢’ sei konsistent. Dann gibt es ein Modell M, das ¢’ erfiillt, d.h., fiir alle
Xi,...,Xr—1 gibt es mindestens ein Element (ndmlich 7 (xy,... ,x,,l)M),
so dass ¢ in M wabhr ist. Fiir diesen Wert ist aber, nach Definition von |=,
auch ¢ in M erfiillt, im Widerspruch zur Inkonsistenz von ¢. Damit ist
also auch ¢’ inkonsistent.

Sei andererseits ¢’ inkonsistent. Wir nehmen an, ¢ wére konsistent. Dann

gibt es ein Modell M in dem es fiir alle Werte as,...,a,_1 von
Xi,...,X—1 einen Wert a, fiir x, gibt, so dass ¢ in M[x, — a;] erfiillt ist.
Dann kann man aber f™ definieren durch fM(al, ...yar—1) = a, und

erhilt somit ein Modell von ¢, im Widerspruch zur Inkonsistenz von ¢'.
Also ist mit ¢’ auch ¢ inkonsistent.
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zum Beispiel

Die Skolem-Normalform ¢s einer Formel ¢ ist nicht dquivalent zu ¢. Sei,
Trager

¢ = Ix.P(x)
und A die folgende Struktur

{1,2}
Konstanten ¢4 =1
Pradikate

P(1)4 = falsch, P(2)* = wahr
Dann gilt A = ¢ aber A [~ ¢s
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Herbrand-Universum

Sei S eine Menge von Klauseln. Nach Definition ist S inkonsistent, wenn
jedes Modell von S (d.h., jede Struktur, die die Konstanten-, Funktions-
und Relationssymbole aus S interpretiert, zusammen mit einer

Variablenbelegung) mindestens eine Klausel aus S als falsch interpretiert.

Oft wire es hilfreich, wenn man diese Eigenschaft auf eine kleinere Menge
von Modellen einschranken konnte. Das wird durch das
Herbrand-Universum ermoglicht.
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Herbrand-Universum

Definition

Sei S eine Menge von Klauseln und Hy die Menge aller Konstanten, die in
S vorkommen. Falls in S keine Konstante vorkommt, so sei Hy = {a} fiir
ein beliebiges a. Wir definieren H;,1 rekursiv als Vereinigung von H; und
allen Termen, die sich aus den Funktionssymbolen in S und Termen aus H;
bilden lassen, d.h., allen Termen

f(tl, R tn)

fiir ein n-stelliges Funktionssymbol f und t; € H;. Jedes H; heiBt
Konstantenmenge der i-ten Stufe und

H = GH;
i=1

heiBt das Herbrand-Universum von S.
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Sei S = {P(a),~P(x) VvV P(f(x))}. Dann sind

Ho = {a}
Hy = {a, f(a)}
H, = {a, f(a), f(f(a))}

H = {a, f(a), f(f(a)), f(f(f(a))),...}
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Herbrand-Basis

Definition
Sei S eine Menge von Klauseln und H ihr Herbrand-Universum. Die Menge
aller Terme der Form P(ty,...,t,) mit t; € H (wobei die Stelligkeit von P

gleich n ist) heiBt die Atommenge oder Herbrand-Basis von S.

Sei C eine Klausel aus S. Jede Klausel, die man aus C durch Ersetzung
aller Variablen durch Terme aus H erhalt nennt man eine Grundinstanz
von C.

Grundinstanzen sind also alle Klauseln der Form C[fv(C) — h] mit h; € H.

Hinweis: Wir beschridnken uns im Moment auf Logik ohne Gleichheit, da
das die folgenden Definitionen und Beweise vereinfacht.
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H-Strukturen und H-Modelle

Definition

Seien S eine Menge von Klauseln, H das Herbrand-Universum von S, A
eine Struktur zur Signatur von S mit Trager H und M ein Modell iiber A.
A heiBt H-Struktur von S und M H-Modell von S wenn gilt:

e ¢cM = ¢ fiir alle Konstanten
o f(hy,...,hy)M = f(h1,...,h,) fiir alle h € H

H-Strukturen und H-Modell interpretiert also alle Konstanten und
Funktionssymbole syntaktisch. Die Interpretation von Pradikaten und die
moglichen Variablenbelegungen sind nicht festgelegt.

Sei {A1, Ay, ...} die Herbrand-Basis von S. Eine H-Struktur kann man
angeben, indem man fiir jedes Atom A; angibt, ob A; oder —A; wahr ist.
Schreibt man m; fiir einen dieser beiden Terme, so kann man jede
H-Struktur angeben als {my, my, ... }.
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Beispiel

Sei S = {P(x)V Q(x), R(f(y))}. Das Herbrand-Universum H von S ist
H = {a, f(a), f(f(a)),...}
Die Herbrand-Basis (Atommenge) von S ist
B ={P(a), Q(a), R(a), P(f(a)), Q(f(a)), R(f(a)),... }
H-Strukturen sind z.B.
A1 = {P(a), Q(a), R(a), P(f(a)), Q(f(a)), R(f(a)).... }

Az = {~P(a),~Q(a), ~R(a), ~P(f(a)), ~Q(f(a)), ~R(f(a)), ... }
Az = {P(a), ~Q(a), R(a), ~P(f(a)), ~Q(f(a)), R(f(a)), .- }
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Strukturen und H-Strukturen

Seien S eine Menge von Klauseln und A eine beliebige Struktur zu S
(d.h., zur Signatur von S). Zum Beispiel, seien S = {P(x), Q(x, f(y, a))},
A = {1,2} und interpretiere A Terme und Atome folgendermaBen:

Const/Fun | Const*/Fun || Pred Pred*

a 2 P(1) wahr

P(2) falsch
f(1,1) 1 Q(1,1) | falsch
f(1,2) 2 Q(1,2) | wahr
f(2,1) 2 Q(2,1) | falsch
f(2,2) 1 Q(2,2) | wahr

Es gibt immer eine H-Struktur A*, die A entspricht, d.h., so dass fiir jede
Klausel C gilt A = C genau dann, wenn A* = C.

Matthias Hélzl, Christian KroiB Formale Techniken der Software-Entwicklung 2. Juni 2014 35 /61



Strukturen und H-Strukturen
Die Herbrand-Basis zu S = {P(x), Q(x, f(y,a))} ist

B ={P(a), Q(a, a), P(f(a, a)), Q(a, f(a, a)), Q(f(a, a), a),
Q(f(a,a),f(a,a)),...}

Wir ordnen jedem Element aus B den Wahrheitswert zu, den es in A
bekommen wiirde:

P(a)*" = P(a)? = PA(2) = falsch
Q(a,a) = Q(a,a)* = Q*(2,2) = wahr
P(f(a,a))*" = P(f(a,a))* = PA(FA(2,2)) = PA(1) = wahr
)" = Q(

a,f(a,a))* = Q4(2,F4(2,2)) = Q*(2,1) = falsch

Die H-Struktur zu A ist also

A" ={=P(a), Q(a,a), P(f(a,a)),Q(a,f(a,a)),...}
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Strukturen und H-Strukturen

Falls die Menge von Klauseln S keine Konstante enthélt, wird a aus Hp auf
ein beliebiges Element von A abgebildet. Dann gibt es, falls A mehr als ein
Element enthilt, mehrere H-Strukturen zu A.
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Strukturen und H-Strukturen

Seien S = {P(x), Q(x, f(y,z))}, A= {1,2} und interpretiere A Terme

und Atome folgendermaBen:

Fun Fun™ || Pred PredA
P(1) wahr
P(2) falsch
f(1,1) |1 Q(1,1) | falsch
£(1,2) | 2 Q(1,2) | wahr
f(2,1) |2 Q(2,1) | falsch
f(2,2) |1 Q(2,2) | wahr
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Strukturen und H-Strukturen

Die Herbrand-Basis zu S = {P(x), Q(x, f(y,z))} ist wieder

B ={P(a), Q(a,a), P(f(a,a)), Q(a, f(a, a)), Q(f(a, a), a),
Q(f(a,a),f(a,a)),...}

In diesem Fall gibt es zwei H-Strukturen zu S, die der Wahl a = 1 oder
a = 2 entsprechen:

A7 ={P(a),~Q(a, a), P(f(a,a)),~Q(a, f(a,a)),...}
A; = {=P(a), Q(a,a), P(f(a,a)),~Q(a, f(a,a)),...}
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Zugeordnete H-Strukturen

Definition

Seien S eine Menge von Klauseln und A eine Struktur zu S mit Trager A.
Eine zu A zugeordnete (oder A entsprechende) H-Struktur A* ist eine
Struktur mit Trager A, die folgende Eigenschaft hat:

Fiir alle n € N, jedes n-stellige Pradikatenzeichen P und alle hy, ..., h, aus
dem Herbrand-Universum H und gilt

P(hy, ... h))" = P(hy, ... ho)Y

Falls in S keine Konstantensymbole vorkommen, so setzen wir a = c fiir

ein beliebiges Element ¢ € A.

Offensichtlich gibt es zu jeder Menge von Klauseln S und jeder S-Struktur
A eine zugeordnete H-Struktur.
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Zugeordnete H-Strukturen

Lemma

Seien S eine Menge von Klauseln und A eine S-Struktur. Wenn gilt
A =S, dann gilt auch A* |= S fiir jede zugeordnete H-Struktur A*.

Satz

Eine Menge von Klauseln S ist genau dann unerfiillbar, wenn S fiir jede
H-Struktur von S falsch ist.

Beweis: = ist klar, denn wenn S unerfiillbar ist, dann ist S in jeder
Struktur falsch, also auch in jeder H-Struktur

«: Sei S falsch in allen H-Strukturen. Wir nehmen an, S sei erfillbar,
habe also ein Modell M iiber einer Struktur A. Dann wire nach dem
Lemma auch A* ein Modell von S, d.h., S ware wahr in einer H-Struktur.
Die Annahme S sei erfiillbar ist also falsch, S ist unerfiillbar.
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Satz von Herbrand

Mittels der zugeordneten Herbrand-Strukturen kann man folgende Aussage
beweisen:

Satz (Herbrand)

Eine Menge von Klauseln S ist genau dann unerfiillbar, wenn es eine
endliche, unerfiillbare Menge S’ gibt, die aus Grundinstanzen von S
besteht.

Der Satz von Herbrand ist die Rechtfertigung fiir automatisierte
Beweisverfahren wie den DPLL-Algorithmus und die Grundlage fiir den
Korrektheitsbeweis des Resolutionskalkiils.
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Zuruick zur Resolution

Literale L und M heiBen komplementar, wenn L = =M oder M = =L ist.

In der Aussagenlogik haben wir gesehen, dass die Resolvente zweier
Klauseln L und M, die komplementare Literale L; und M; enthalten, eine
logische Konsequenz aus L und M ist.

Ein Resolutionsbeweis von einer Klausel C aus einer Menge von Klauseln S
ist eine endliche Folge Ci,..., C, = C von Klauseln, so dass jedes C; in S
enthalten oder eine Resolvente von C;, C mit j, k < i ist.

Wir haben mit der Skolem-Normalform eine Moglichkeit,
pradikatenlogische Formeln in Klauseln umzuwandeln, miissen aber die
Auswahl der komplementaren Literale noch verallgemeinern.
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Beispiel
Seien

G = P(x) vV Q(x)
G = —P(f(x)) V R(x)
C1 und G, haben keine komplementaren Literale. Wenn wir aber auf (3

die Substitution [x — a] und auf G, die Substitution [x — f(a)]
anwenden, erhalten wir

Gl = P(f(a)) v Q(f(a))
Cy =-P(f(a)) vV R(a

~—

und kdnnen mit einem Resolutionsschritt die Resolvente

Q(f(a)) A R(a)

erhalten.
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Unifikatoren

Definition (Komposition von Substitutionen)

Seien o und 6 Substitutionen. Die Komposition von 6 und o, 6 o o schreibt
man auch 6.

Bei der Komposition von Substitutionen wird also die links stehende
Substitution zuerst ausgefiihrt. Das ist sinnvoll, weil die a Substitution von
rechts angewendet wird: (¢po)0 = ¢(c6) = (6 o o).

Definition
Sei E = {Eq,... Ex} eine Menge von Ausdriicken (Termen oder Formeln).
Eine Substitution o heit Unifikator von E wenn Eio0 = Eco = ... = Exo

ist. E heiBt unifizierbar wenn es einen Unifikator von E gibt. Ein Unifikator
o heiBt allgemeinster Unifikator (most general Unifyer, MGU) von E, wenn
sich jeder andere Unifikator 8 in der Form 6 = on schreiben lasst.
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Unifikation

Wie

soll sich ein Unifikationsalgorithmus fiir Ausdriicke verhalten?

f(t1,...,tm) und g(t{,...,t,) sollen genau dann unifizierbar sein,
wenn f = g m = n und t; mit t/ unifizierbar ist

Genauso fiir Pradikate

Variablen sind implizit allquantifiziert, x und y sollen also unifizierbar
sein, wenn diese Umbenennung konsistent moglich ist

Eine Variable steht fiir einen beliebigen anderen Term, also soll eine
Variable x mit jedem Term t unifizierbar sein

AuBer t enthilt x: f(x) und x sind nicht (endlich) unifizierbar
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Unifikationsalgorithmus

function UNIFY(x,y,0)
if o = L then return L
else if x = y then return o
else if Variable?(x) then return Unify-Var(x, y, o)
else if Variable?(y) then return Unify-Var(y, x, o)
else if Compound?(x) A Compound?(y) then
return Unify-Compound(x, y, o)
else if List?(x) A List?(y) then
return Unify(x.rest, y.rest, Unify(x.first, y first, o))
else
return L
end if
end function
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Unifikationsalgorithmus

function UNIFY-VAR(var, x, o)
if (var,val) € o then return UNIFY(val, x, o)
else if (x, val) € o then return UNIFY(var, val, o)
else if OCCUR-CHECK(var, x) then return L
else

return o with[var < x|

end if

end function

function UNIFY-COMPOUND(X, y, 0)
if x.op = y.op then
return Unify(x.args, y.args)
else
return L
end if
end function
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Unifikationsalgorithmus

Proposition

Sind zwei Ausdriicke x und y unifizierbar, so gibt es einen allgemeinsten
Unifikator o.

Der Unifikationsalgorithmus Unify(x, y, €) terminiert und gibt einen

allgemeinsten Unifikator fiir x und y zuriick, falls ein Unifikator existiert.
Falls kein Unifikator existiert gibt der Algorithmus | zuriick.
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Binare Resolution

Seien L={Ly,...,Lm} und M ={My,...,M,} so, dass L und M keine
gemeinsamen Variablen haben. Falls L; und M; mit MGU o unifizierbar
sind und Ljo und Mjo komplementar sind (d.h. Lijoc = ~M,o oder

Lo = MJ'O') gilt

Ly, ... L, M. M,
(Ly,.. oy Lict, Ligay ooy Ly My ooy M1, M1, Mp)o

Diese Form der Ableitung heiBt bindre Resolution.
([_1, vy Liza, Livgy ooy Ly My oo Mjfl, Mj+1, ceey Mn)O' heiBt bindre
Resolvente von Ly, ..., Ly und My, ..., M,.
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Binare Resolution

Bindre Resolution fiir Pradikatenlogik ist keine vollstandige
Ableitungsregel. Man muss bindre Resolution entweder durch Resolution
von Mengen unifizierbarer komplementarer Literale erweitern oder sog.
Faktorisierung einfiihren.

Definition
Sei L ={Li,...Lny} eine Menge von Literalen. Sind zwei oder mehrere L;
mit MGU o unifizierbar, so heit Lo ein Faktor von L.
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Resolution

Seien L und M Mengen von Literalen. N ist eine Resolvente von L und M,
wenn die Resolvente einer Anwendung binarer Resolution auf

©Q© Lund M,

@ L und einen Faktor von M,

© einen Faktor von L und M oder

@ ceinen Faktor von L und einen Faktor von M

ist. Die Ableitung einer solchen Resolvente nennt man (pradikatenlogische)
Resolution. Wir schreiben dann L, M I@ M.
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Pradikatenlogische Resolution ist vollstandig und korrekt, d.h., es gilt
S lﬁ M  genau dann, wenn S E= M

Der Beweis erfolgt durch den Satz von Herbrand bzw. die im Satz von
Herbrand verwendete Konstruktion.

«O» «F>»r «=)>r 4 » Q¥




Beweisen durch Resolution: Snark

Terme: [ teT | £/ € Snark |
X ?X, X
c c
f(ty,...,ta) | (£ t]...t})
Formeln: [ { € £ | ¢ € Snark
P(ti,....tn) | (p t]...t})
t1 =1t (= t] th)
¢ (not ¢')
PAY (and ¢ ¢")
PV (or ¢' ¥
o = P (implies ¢’ )
¢y (iff ¢" PN
Vx.¢ (forall (?x) ¢'), (forall (x) ¢')
Ix.¢ (exists (?x) ¢'), (exists (x) ¢')
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Beispiel

‘565 ‘g’ESnark
M(Plato) (m plato)
M(x) (m ?7x)
Vx.M(x) = S(x) (forall (7x)
(implies (m ?x) (s 7x)))
oder

(forall (x)
(implies (m x) (s x)))
Vx.M(x) = M(mutter(x)) | (forall (x)
(implies (m x)
(m (mutter x))))

Variablen kénnen immer in der Form ?x geschrieben werden. Bei
quantifizierten Variablen kann das fiihrende Fragezeichen auch
weggelassen werden.
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Beweis mit Snark

(assert ’(and (/= betty carol)
(/= betty joe)
(/= carol joe)))

(assert ’(parent betty carol)
:name ’betty-is-parent-of-carol)

(assert ’(= (father carol) joe)
:name ’joe-is-father-of-carol)

(assert ’(parent (father 7c) 7c)
:name ’father-is-parent)

(assert ’(parent (mother ?7c) 7c)
:name ’mother-is-parent)
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Beweis mit Snark

(assert ’(implies (exists (?7c) (= 7m (mother ?7c)))
(is-female ?m))
:name ’mother-is-female)

(assert ’(iff (is-male ?x) (not (is-female ?x))))

(assert ’(iff (parent ?p 7c)
(or (= 7p (father 7c)) (= 7p (mother 7c)))))

(assert ’ (/= (father 7c) (mother 7c))
:name ’father-is-not-mother)
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Resolutionsbeweis mit Snark

SNARK-USER> (prove ’(is-male joe))
; Running SNARK from /Users/tc/Prog/Lisp/Hacking/Iliad/Libraries/Snark/ in
(Refutation
(Row JOE-IS-FATHER-OF-CAROL
(= (FATHER CAROL) JOE)
ASSERTION)
(Row FATHER-IS-MALE
(OR (NOT (= ?X (FATHER ?7Y))) (IS-MALE ?7X))
ASSERTION)
(Row 16
(NOT (IS-MALE JOE))
NEGATED_CONJECTURE)
(Row 20
(IS-MALE JOE)
(RESOLVE FATHER-IS-MALE JOE-IS-FATHER-OF-CAROL))
(Row 21
FALSE
(REWRITE 16 20)))
: PROOF-FOUND
SNARK-USER>
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Resolutionsbeweis mit Snark

SNARK-USER> (prove ’(is-male joe))
; Running SNARK from /Users/tc/Prog/Lisp/Hacking/Iliad/Libraries/Snark/ in
(Refutation
(Row JOE-IS-FATHER-OF-CAROL
(= (FATHER CAROL) JOE)
ASSERTION)
(Row FATHER-IS-MALE
(OR (NOT (= ?X (FATHER ?7Y))) (IS-MALE ?7X))
ASSERTION)
(Row 16
(NOT (IS-MALE JOE))
NEGATED_CONJECTURE)
(Row 20
(IS-MALE JOE)
(RESOLVE FATHER-IS-MALE JOE-IS-FATHER-OF-CAROL))
(Row 21
FALSE
(REWRITE 16 20)))
: PROOF-FOUND
SNARK-USER>
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Ausdrucksmachtigkeit der Pradikatenlogik

Viele Sachverhalte kdnnen in der Pradikatenlogik ausgedriickt werden:

@ Mathematische Theorien, z.B. Gruppentheorie, Mengenlehre, . ..

@ Chemische Reaktionen

e Abl3ufe (durch Formalisierung von Situationen, Fluenten, etc.)

Aber: Manche Sachverhalte lassen sich nicht beschreiben, z.B. die
transitive Hiille: Wir haben das Pradikat E fiir Eltern definiert. Das

Pradikat V soll die Vorfahren représentieren, V(x,y) genau dann, wenn y
ein Vorfahre von x ist.

° P(x,y)= V(x,y)
o (3z.P(x,z) AV(z,y)) = V(x,y)

Ist V eine korrekte Formalisierung des Begriffs ,, Vorfahre"?
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Transitiver Abschluss

Frage: Ist V eine korrekte Formalisierung des Begriffs ,, Vorfahre"?

Antwort: Nein. V erzwingt zwar die Transitivitat, stellt aber nicht sicher,
dass das Modell von V minimal ist. Z.B. kann man V in einer Struktur A
durch A? interpretieren. Was wir suchen ist die minimale Relation, fiir die
die geforderte Abschlusseigenschaft gilt; nur die Elemente, die durch die
Axiome gefordert sind sollen in V enthalten sein.

Frage: Wie konnen wir die Minimalitdt von V in der Pradikatenlogik
ausdriicken?

Antwort: Gar nicht. Die Minimalitdt von V ist eine Eigenschaft, die iiber
andere Padikate quantisieren muss (oder eine dhnliche Konstruktion
vornimmt). Das ist in der Pradikatenlogik nicht ausdriickbar:

[VQ cP(x,y) = Q(x,y) AN((Fz.P(x,2) A Q(z,y)) = Q(X,y))] =
V(x,y) = Q(x,)
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