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Verwendung von mathematischen Hilfsmitteln zur Entwicklung von
Hardware und Software

o Logik

@ Automatentheorie

@ Typsysteme

@ Formale Sprachen

@ Programmsemantik

@ Wahrscheinlichkeitstheorie, Statistik
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Verschiedene Logiken

@ Quantoren

» Aussagenlogik
» Logik erster Stufe (Pradikatenlogik)
» Logik hoherer Stufe (Typtheorie)

o Konstruktivitit

» Intuitionistische Logik
» Klassische Logik

o Modalitaten

» Klassische Logik (ohne Modalititen)
» Temporallogik
» Modallogik
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Aussagenlogik: Syntax

Menge von Aussagenvariablen A ={A,B,C,...}
Logische Symbole (Junktoren): =, A,V, =, <=
Hilfssymbole: ()

Ausagenlogische Formeln (Terme) werden rekursiv aus Variablen,
Junktoren und Hilfssymbolen gebildet

Aussagenvariablen (propositionale Variablen)

@ Stehen fiir ganze Aussagen
@ Koénnen nur die Werte wahr oder falsch annehmen

Keine Individuenvariablen, keine Quantoren, keine modalen/temporalen
Operatoren
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Aussagenlogische Formeln

F = A Variable
| T Top, Verum, wahr
| L Bottom, Falsum, falsch
| (=F) Negation, Verneinung, nicht
| (FAF) Konjunktion, und
| (FVF) Disjunktion, oder
| (.7: = F) Implikation, wenn-dann
| (F <= F) Aquivalenz, genau-dann-wenn

Formeln stehen fiir Parse-Baume, Klammern werden weggelassen
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Semantik

Durch eine Semantik wird einem syntaktischen Objekt eine Bedeutung
gegeben. Zum Beispiel wird in der denotationellen Semantik jedem
Programm eine mathematische Funktion zugeordnet.

Die Semantik der Aussagenlogik ist im Verhiltnis dazu relativ einfach:
Jeder aussagenlogischen Formel soll dadurch ein Wahrheitswert zugeordnet

werden.
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Belegungen

Um Wahrheitswerte von Formeln mit aussagenlogischen Variablen angeben
zu konnen, miissen wir den Variablen Wahrheitswerte zuweisen. Das
erfolgt mit Hilfe von sogenannten Belegungen n, die Variablen in Werte
aus B abbilden:

n:A—DB

Damit kénnen wir iiberpriifen, wie die Wahrheitswerte der Variablen den
Wahrheitswert der Formel beeinflussen.
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Semantik von Formeln

Wir konnen jetzt die Definition der Semantik von Formeln in
mathematischer Notation aufschreiben und auf Variablen erweitern. Dazu
definieren wir eine Funktion [-]n : 7 — B, die von einer Belegung abhingt
und Formeln auf Wahrheitswerte abbildet.

[Tln = wahr
[L]n = falsch
[eln = n(a) firaec A
[=oln = [l
[ondln = [oln&[¥ln
[oveln = [¢ln | 410
[¢ = vIn = '2ln) | [¥1n
[¢ < ¢In = [oln=[ln
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Eine Formel ¢ ist eine Tautologie, wenn sie fiir alle Belegungen wahr ist,
wenn also gilt

Vn: A — B: [¢]n = wahr

AV -A
A= ——A
A= A
(A = B) <= (-B = —-A)
(A= B)A(B= () = (A = ()
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Erfullbarkeit

Eine Formel ¢ ist erfiillbar (satisfiable), wenn sie fiir mindestens eine
Belegung wahr ist, wenn also gilt

dn: A—B: [¢]n = wahr
Eine Formel ist unerfiillbar (unsatisfiable), wenn sie nicht erfiillbar ist,
wenn also gilt
—3dn: A — B: [¢]n = wahr

oder dquivalent
Vn: A— B: [¢]n = falsch
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Zusammenhange

¢ ist eine Tautologie, genau dann, wenn —¢ unerfiillbar ist
¢ ist eine Tautologie, genau dann, wenn ¢ aquivalent zu T ist

¢ ist unerfiillbar, genau dann, wenn ¢ dquivalent zu L ist

¢ ist genau dann dquivalent zu v, wenn ¢ < 1) eine Tautologie ist
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Wahrheitstabellen

A | A |AV-A|AA-A|A=-A
falsch wahr wahr falsch wahr
wahr || falsch | wahr falsch falsch

Der Wahrheitswert einer Formel l3sst sich durch eine Wahrheitstabelle fiir
jede Belegung bestimmen.

@ Eine Formel ist genau dann eine Tautologie, wenn in der letzten
Spalte ihrer Wahrheitstabelle nur der Wert wahr vorkommt.

@ Eine Formel ¢ ist genau dann erfiillbar, wenn in der letzten Spalte
ihrer Wahrheitstabelle mindestens einmal der Wert wahr vorkommt.

@ Eine Formel ¢ ist genau dann unerfiillbar, wenn in der letzten Spalte
ihrer Wahrheitstabelle nur der Wert falsch vorkommt.

e Zwei Formeln ¢ und v sind genau dann 3quivalent, wenn in den ¢
und 1 entsprechenden Spalten einer gemeinsamen Wahrheitstabelle
immer der gleiche Wert vorkommt.

Matthias Hélzl, Christian KroiB Formale Techniken der Software-Entwicklung 7. Juli 2014 12 / 154



Sequenzen

o Eine Sequenz besteht aus zwei Folgen von aussagenlogischen Termen,
dem Antezedens und dem Sukzedens (oder den Konsequenzen,

Folgerungen)
@ Eine Sequenz wird in der Form
A1, Ay Am
Bi1,B>,...,B,

oder
AL A .. AnE By, By, ..., B,

geschrieben
@ Man schreibt oft Ay, I fiir A1, Az, ..., Am
@ Eine Sequenz A1, Ay, ..., AnF By, Bo, ..., B, bedeutet intuitiv

AINAAN-- - NAn — BiVvByV---VB,
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Bedeutung von Sequenzen

Aus der Bedeutung von A1, Az, ..., Ant B, B>, ..., B,

AANA AN NAnw = BivByVv---V B,

A1, Az, .. Am

——=————— st wahr, wenn
B1,Bs, ..., B,

ergibt sich: Eine Sequenz
@ Ein A; mit einem B; identisch ist

e Ein A; falsch ist
e Ein B; wahr ist
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Inferenzregeln, Formaler Beweis

Regeln zur syntaktischen Umformung von Sequenzen, die die gewiinschte
Semantik “implementieren”

MEAL--- T A,
M=A

R

Durch mehrmalige Anwendung von Inferenzregeln ergibt sich ein
Beweisbaum

A TiEA  TEA  Thk A,
Y A,
r-A

Die Wurzel des Beweisbaums ist die zu beweisende Regel, die Blatter sind
Axiome oder leer
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C(BAY) = ~pV
~(BVY) =~ A



Y1, ..

, ¥ folgt semantisch aus ¢1,...¢om

¢1,---,¢m |=¢17-~ 7"/’"
vj erfiillt, wenn also gilt

A¢1a"'7¢m|:v¢17"'7¢n
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Seien I eine (endliche) Menge von Formeln, ¢ und 1) Formeln. Dann gilt
NLoEY
genau dann, wenn
gilt.

re¢ = o
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Ableitung im Sequenzenkalkiil

Eine Formel % ist im Sequenzenkalkiil ableitbar, wenn es eine Herleitung
von ¥ mit leerem Antezedens gibt:

¢1a---a¢m"¢17---7¢nEﬁ(ﬁl\/"'\/_'¢m\/¢1\/--->\/wn
F = P

Eine Implikation ¢ = 1 ist im Sequenzenkalkiil genau dann ableitbar,
wenn die Sequenz ¢ - 1) ableitbar ist.

F(pr A Agm = 1 V..., Viby)
=N ANpm = YY1 V...,V
== V- Vadm Vi1 V..., Vb,
= ¢1,....dmbV1,... Un
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Eine Sequenz I' - A ist im Sequenzenkalkiil ableitbar:

seq I A oder

I Mseq A
Eine Formel ¢ ist im Sequenzenkalkiil ableitbar:

fseg ¢
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@ Korrektheit
lNseq A impliziert T = A
@ Vollstandigkeit
M= A impliziet [ eg A

@ Der Sequenzenkalkiil fiir die Aussagenlogik ist korrekt und vollstindig
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name : THEORY
BEGIN

Vi, Vo: bool
P;: PROPOSITION
Vi OR NOT(V7)
P,: THEOREM
(Vi => Vo) <=> (NOT(V,) => NOT(Vy))

END name
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Beispiel

lecture_1 : THEORY
BEGIN

A, B, C: bool

tertium_non_datur: PROPOSITION A OR NOT (A)
double_negation_1: PROPOSITION A => NOT(NOT(A))
double_negation_2: PROPOSITION A <=> NOT(NOT(A))
counterpositive: PROPOSITION

(A => B) <=> (NOT(B) => NOT(A))
transitivity: PROPOSITION

(A =>B) AND (B =>C) => (A => C)
END lecture_1
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Gegeben sei eine aussagenlogische Formel ¢. Das Erfiillbarkeitsproblem
(SAT) ist die Frage nach einer erfiillenden Belegung: Gibt es ein 1 mit

Fn 97

SAT war das erste Problem, das als NP-vollstindig bewiesen wurde.
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NP

Ein Priifprogramm (Verifier) fiir eine Sprache A ist ein Algorithmus V/, fiir
den gilt

A ={w | V akzeptiert (w, c) fiir eine Zeichenkette c}

¢ heilt Zertifikat oder Beweis.

NP ist die Klasse der Sprachen, die in polynomialer Zeit verifiziert werden
konnen. (Das heiBt, dass Zertifikate maximal polynomiale Lange haben
diirfen.)
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Eine Sprache B ist NP-vollstindig, wenn

@ sie in NP enthalten ist und

@ jedes A in NP in polynomialer Zeit auf B reduziert werden kann.

SAT ist NP-vollstindig '
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Konjunktive Normalform

@ Ein Literal L ist eine Variable A oder eine negierte Variable —A
L=A|-A
@ Eine Klausel K ist eine Disjunktion von Literalen:
K=LiVvLiV---VLiy

e Eine Formel C ist in konjunktiver Normalform (KNF, CNF), wenn sie
eine Konjunktion von Klauseln ist:

C=KiNKoA---NK,
:(Lll\/"‘\/Llp)/\"'/\(Lkl\/"'\/Lkp)
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Anwendung von CNF

o Uberpriifen von Allgemeingiiltigkeit

@ Eine Klausel ist allgemeingiiltig genau dann, wenn sie Literale L;, L;
enthdlt, so dass L; = —L;
@ Eine Formel in CNF ist allgemeingiiltig, wenn jede ihrer Klauseln
allgemeingiiltig ist
@ Beispiel:
(AVBV-CV-B)A(BV—-CVEVF)

ist nicht allgemeingiiltig, da die zweite Klausel nicht allgemeingiiltig
ist
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Anwendung von CNF: Inkonsistenz

° Uberprijfen von Inkonsistenz

@ Eine Formel in CNF ist genau dann inkonsistent, wenn die leere
Klausel ableitbar ist

@ Beispiel:
{{I—la L27 _‘L37 _‘L2}7 ®7 {L2a _'L3a L47 L5}}

ist inkonsistent, da eine leere Klausel enthalten ist
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Unit-Resolution

In den Ubungen zum DPLL-Algorithmus wurde die folgende

Ableitungsregel fiir Klauseln (Unit-Resolution) betrachtet: Wenn M und L;

komplementare Literale sind, dann gilt

Ly,... L, M
le"‘aLI‘717LI'+17“'7Lm

(Dass diese Regel korrekt ist iiberlegt man sich so: Da M und L;
komplementar sind kann man die linke Seite der Pramisse als

M:>L1,...,L,;1,L,'+1,...,Lm

schreiben, und aus M und M = ¢ folgt ¢.)
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Resolution

Die Beweisregel zur Unit-Resolution l3sst sich folgendermaBen

verallgemeinern: Falls L; und M; komplementar sind (d.h. L; = ~M; oder

Li,... L, M. M,
le"'7Li—17Li+17"'7Lm7M1"'an—lan-i-th

Diese Form der Ableitung heiBt (allgemeine) Resolution.
Li,..., L4, Li+1, coiy Ly, My .o, Mj—la /\/Ij+1, M,, heiBt Resolvente.

Die hier angegebene Resolutionsregel arbeitet immer auf Klauseln. Falls
Li,...,Ly und My,..., M, keine komplementaren Literale haben, so kann
die Resolutionsregel nicht angewendet werden.
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Resolution: Korrektheit

L;, Mj komplementar (L, = —\Mj oder —L; = Mj)i

Lyl M. M,
Li,....,Li—1,Liyy, .., Ly, My ..., Mj_1, M1, M,

Die Resolvente ist nicht dquivalent zu den Ausgansklauseln. Sei z.B. 7 eine
Belegung in der nur L; wahr ist. Dann ist die Resolvente wahr aber die
Pramisse My, ..., M, falsch.

Aber: L1,..., Ly und My, ..., M, sind nur dann beide erfiillbar, wenn die
Resolvente erfiillbar ist; wenn also Lq,...,L; und Mq,..., M, beide wahr
sind, so ist auch die Resolvente wahr.

(Das kann man sich so iiberlegen: Sei L; wahr. Dann ist M; falsch; damit
My, ... M, gilt, musss also My ..., M;_1, M; 1, M, gelten. Falls L; falsch
ist, kann man entsprechend mit Ly,..., L, argumentieren.)
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Resolution: Korrektheit

Seien C71, G, Formeln in CNF. Dann haben C; und G, die Form
G=KiN---ANKy G = K{/\'”/\Ké mit Klauseln K,',KJ{.

Wir sagen C; ist durch Resolution aus C; ableitbar und schreiben

Ghs G

wenn es fiir jede Klausel KJ{ einen Ableitungsbaum gibt, in dem nur die
Resolutionsregel verwendet wird, und an dessen Blattern nur die Klauseln
Ki,..., Ky stehen.

Die Aussage auf der vorhergehenden Folie bedeutet, dass die
Ableitungsbeziehung C; |@ (G korrekt ist: aus wahren Pramissen kann
durch Resolution keine falsche Aussage gezeigt werden.
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Resolution: Vollstandigkeit

Mit dem Sequenzenkalkiil haben wir eine korrekte und vollstandige
Ableitungsregel kennengelernt:

¢ =1 genau dann, wenn qﬁlmw

Jede in einer ,,Wissensbasis” ¢ wahre Formel 1) kann also mit dem
Sequenzenkalkiil aus ¢ abgeleitet werden (und es kdnnen keine falschen
Formeln abgeleitet werden).

Gilt fiir den Resolutionskalkiil eine dhnliche Eigenschaft? Man kann sich,
z.B. fragen, ob jede wahre Formel C; in CNF aus einer Wissensbasis (i,
die nur aus Klauseln besteht, abgeleitet werden kann:

Frage: G | G genau dann, wenn (G lﬁ G 7
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Resolution

Resolution ist nicht vollstandig: Sei C eine Formel in CNF (also eine
Menge von Klauseln) und K eine Klausel. Aus C = K folgt nicht C = K.

Beispiel: Da AV —A allgemeingiiltig ist (also = AV —A wahr ist), gilt
natiirlich auch B,—C,D = AV —A. Nachdem in {B,—C, D} aber keine
komplementaren Literale vorkommen ist die Resolutionsregel gar nicht
anwendbar, man kann also AV —A nicht ableiten.
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Resolution

Resolution ist aber widerspruchsvollstandig: wenn C inkonsistent ist, dann
lasst sich | durch Resolution ableiten:

Wenn ClE L dann Che L

Das ist aber schon genug, um jeden aussagenlogischen Schluss (zwischen
Formeln in CNF) durch Resolution beweisen zu kénnen:

Ci = G genaudann, wenn G A-G E L

(Die linke Seite sagt, dass in jeder Belegung, in der C; wahr ist auch G,
wahr ist. Ist dass der Fall, so kann es keine Belegung geben, in der (3
wahr ist und G, falsch; das ist genau die Aussage auf der rechten Seite.
Offensichtlich gilt auch die umgekehrte Richtung.)
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Wenn eine Menge von Klauseln C unerfiillbar ist, dann enthalt der
Resolutionsabschluss von C, RC(C) die leere Klausel.
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Theorembeweisen durch Resolution

Beim Theorembeweisen durch Resolution geht man folgendermaBen vor:
Gezeigt werden soll ¢ = 1.

@ Wandle ¢ A =) in CNF um

@ Versuche daraus L (die leere Klausel) durch Resolution abzuleiten
Gelingt das, ist ¢ A =1 widerspriichlich, somit gilt ¢ = 1.

Gelingt das nicht ist ¢ A =1 konsistent, ¢ = v gilt damit nicht. Aus dem
Beweis des Grundresolutionstheorems l3sst sich eine Belegung 7
konstruieren, die ¢ und — erfiillt.
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DPLL

@ Losungsverfahren fiir SAT Probleme

@ Kann fast alle in der Praxis vorkommenden SAT Probleme effizient
[6sen

Basis: Backtracking-Algorithmus

Effizientere Implementierung: , klassisches” DPLL
» lterativer Algorithmus
» Friihzeitiger Abbruch
» Elimination von reinen Literalen (pure symbol heuristic, pure literal
elimination)
» Unit-Propagation (unit clause heuristic)

Noch Effizientere Implementierung: , modernes” DPLL

Heuristik zur Variablenauswahl
Conflict-directed Backjumping
Lernen von Klauseln
Beobachtete Literale

\4

vvyy
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Backtracking-Suche

Zustandsraum: alle mdoglichen (partiellen) Belegungen der Variablen
Rekursive Aufzdhlung des Zustandsraumes

Faktorisierte Darstellung der Zustande: {A; = n1,...,Ax = nk}

Suchoperatoren: Hinzufligen einer neuen Variablenbelegung

{Ar=m1,.. ., A =} —
{Ar=m1,..., Ak = Nk, Aks1 = Nky1}

Feste Ordnung der Variablen
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Verbesserung: Friihzeitiger Abbruch der Suche

Die erste Implementierung der Backtracking-Suche (ttTautology fiir
Allgemeingiiltigkeit und ttSatisfiable fiir Erfiillbarkeit) erzeugt immer eine
vollstiandige Belegung der Variablen und wertet dann den Term aus.

In vielen Fillen kann man die Suche schon frither abbrechen:

AV =AV (BAC)V(AAB)
(AVB)A(~AACAD)A—B

Beim ersten Term ist schon nach der Belegung von A durch einen
beliebigen Wert klar, dass der Term wahr ist; beim zweiten Term kann
man nach der Wahl von A und B schon feststellen, dass kein Wert von C
oder D den Term noch erfiillen kann.
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Auswertung bei partieller Belegung

Um mit partiellen Variablenbelegungen umgehen zu kénnen kann man die
Wabhrheitstabellen folgendermaBen erweitern:

| -

falsch | wahr
wahr | falsch
undef | undef

A ‘ falsch ‘ wahr ‘ undef \% ‘ falsch ‘ wahr ‘ undef
falsch | falsch | falsch | falsch falsch | falsch | wahr | undef
wahr | falsch | wahr | undef wahr | wahr | wahr | wahr
undef | falsch | undef | undef undef | undef | wahr | undef
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DPLL und CNF

@ Der grundlegende DPLL Algorithmus ist fiir beliebige Formeln
verwendbar

@ Die Auswertung ist nicht effizient

o Fiir weitere Verbesserungen bendtigen wir mehr Information {iber die
Struktur der Terme

@ Diese Struktur bekommen wir z.B. durch CNF

e Keine Anderung am Algorithmus nétig, sofern wir in CNF das
Interface implementieren, das zum Backtracking bendtigt wird

Viele Verbesserungen méglich, wenn wir auf CNF umsteigen
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Propagation in DPLL

Beispiel: Wenn eine Klausel nur ein Literal L enthilt, so muss die
entsprechende Variable A true oder false sein, je nachdem ob L positiv
(nicht negiert, d.h. L = A) oder negativ (negiert, d.h. L = —A) ist.

Ein solches Literal kann man dann aus anderen Klauseln entfernen; das
entspricht genau der Anwendung der Unit-Propagationsregel.

Propagation von Werten ist auch auf Probleme anwendbar, die allgemeine
Relationen zur Beschreibung eines Sachverhalts verwenden (sog.
Constraint-Probleme).
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Relationen/Constraints

Definition

Sei X = {xy,...,xp} eine Menge von Variablen mit Domé&nen
D={Dy,...,D,}.

Eine Relation R iiber S C X ist eine Teilmenge von HXSES Ds; S heiBt
Scope von R (scope(R)).

Ein Constraint ist eine Relation.

Grundlegende Theorien:

@ Relationale Algebra

@ Graphentheorie
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Constraint-Netzwerke

Definition

Ein Constraint-Netzwerk 2R = (X, D, C) besteht aus einer endlichen
Menge X = {x1,...,xp} von Variablen mit Domanen D = {Ds,...,D,}
und einer Menge von Constraints C = {(y, ..., Cx}. Die Menge aller
Scopes von Constraints heiBt das Schema des Constraint-Netzwerks.

Ein Constraint beschreibt, welche Werte fiir die Variablen aus seinem
Scope gleichzeitig zuldssig sind.
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Northern
Territory
Queensland
Western
Australia
South
Australia New
South
Wa.les

Tasmania U

o X = {WA,NT,Q,NSW,V, SA T}
o D;={R,G,B}
o C={WA+#NT,WA+#SA, SA+ V,SA+ NSW,

SA# Q,SA# NT,NT # Q,Q # NSW,NSW # V}
@ Alle Constraints haben 2 Variablen
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Graph eines Constraint Netzwerks

Ein Constraint-Netzwerk wird haufig durch seinen Graphen
veranschaulicht.

@ Die Knoten des Graphen sind die Variablen

@ Zwei Knoten sind durch eine Kante verbunden, wenn es einen
Constraint gibt, in dessen Scope beide Variablen vorkommen.
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Instanziierungen

Definition

Eine Instanziierung einer Teilmenge Y C X von Variablen ist eine
Zuweisung, die jeder Variable aus Y ein Element ihrer Domane zuweist.
Man kann eine Instanziierung also als eine Relation mit Scope Y auffassen,
die nur ein einziges Tupel enthilt. Eine Instanziierung [ erfiillt einen
Constraint Cy, wenn Tscope(c)(/) € Cy ist, wenn also scope(Y') 2 scope(X)
ist und alle Werte von |/ zusammen in Cx vorkommen diirfen.

Eine partielle Instanziierung mit Scope Y ist konsistent, wenn sie alle
Constraints erfiillt, deren Scopes Teilmengen von Y sind.

Eine Losung eines Constraint-Netzwerks (X, DC) ist eine konsistente
Instanziierung mit Scope X.
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Losung von CSPs: Backtracking

function BACKTRACKING-SUCHE(X, D, C)
i<+ 1, D{ —cC D1
while 1 </ < ndo
(ai, D!y <~ WAHLE-WERT(&j_1, x;, X, D', C)
if a; = null then  [Kein Wert fiir x;]
i+—i—1 [Backtracking]
else
i< i+1, D! «c D
end if
end while
if i =0 then
return inkonsistent
else
return a,
end if
end function

Matthias Hélzl, Christian KroiB Formale Techniken der Software-Entwicklung 7. Juli 2014

54 / 154



Losung von CSPs: Auswahl der Werte

function WAHLE-WERT(3;_1, x;, X, D', C)
while D! # () do
Wihle a; € D!
Dj « Dj\ {ai}
if KONSISTENT?(&;, C) then
return (a;, D!)
end if
end while
return null
end function
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X ={x,y,1,z}

D, = {2,3,4},D, = {2,3,4},D; = {2,5,6}, D, = {2,3,5}
Cez=(x=0 mod z),C,, =(y =0 mod z),
C,= (=0 mod 2)

x ¥ 1
(a)
«O> «F>r «=» «E» = Q>




Ordnung der Variablen: x, y, /, z: 48 Suchzustdnde, 18 Sackgassen
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Ordnung der Variablen: z, x, y, I: 20 Suchzustdnde, 1 Sackgasse
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Heuristik: Ordnung der Variablen, Werte

e Fail first: Wahle die Variable, die den Suchraum am meisten
einschrankt (z.B. dynamisch die Variable mit der kleinsten Domane,
min-domain, minimum remaining values (MRV))

e Wihle die Variable, die in den meisten Constraints vorkommt (degree
heuristic)

@ Suche fiir diese Variable den Wert aus, der die zukiinftige Auswahl am
wenigsten beschrankt (least constraining value)

o Randomisiertes Backtracking: Wa3hle Variablen zufdllig aus; wenn die
Suche nach einer gewissen Zeit kein Ergebnis liefert breche ab und
starte mit einer anderen (zufilligen) Variablenordnung neu
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Verbesserung des Backtrackings

@ Geschickte Auswahl der Variablenordnung

@ Reduktion des Verzweigungsfaktors: Propagation als
Vorbereitungsschritt
@ Vermeiden von ,thrashing,” dem wiederholten Durchsuchen der
gleichen partiellen Losungen
» Look-Ahead Schemata
» Look-Back Schemata
@ Look-Ahead: Stelle (durch begrenzte Propagation) fest, wie aktuelle
Entscheidungen die zukiinftige Suche beeinflussen
» Welche Variable als nichstes instanziiert werden soll
» Welcher Wert dieser Variablen zugewiesen werden soll
@ Look-Back: Steuert das Backtracking-Verhalten:

» Bis zu welcher Stelle soll beim Backtracking zuriickgesprungen werden
» Lerne Constraints, die vermeiden, dass der aktuelle Konflikt in
zukiinftigen Suchpfaden wieder auftritt

Matthias Hélzl, Christian KroiB Formale Techniken der Software-Entwicklung 7. Juli 2014 60 / 154



Propagation

Propagation oder ,lokale Konsistenz" bezeichnet das Entfernen von
Werten, die mit den Constraints im Widerspruch stehen, aus den Domanen
der Variablen.

Es gibt verschiedene Formen von lokaler Konsistenz:

e Knotenkonsistenz, 1-Konsistenz (node consistency): nur Werte, die
mit den uniren Constraints vereinbar sind werden in den Domains
behalten

@ Bogenkonsistenz, 2-Konsistenz (arc consistency): Sei x; eine Variable
und x; eine benachbarte Variable (d.h., es gibt einen Constraint mit
Scope {xi, xj}). Zu jedem Wert von x; gibt es einen Wert im Bereich
von Xx;, der konsistent ist.

o Pfadkonsistenz, 3-Konsistenz (path consistency): Zu jeder
konsistenten Instanziierung von x;, x; und jedem zu x;, x; benachbarten
Knotens x; gibt es eine konsistente Instanziierung von Xx;, x;, Xx.
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(Starke) k-Konsistenz

@ Ein CSP ist k-konsistent, wenn sich jede konsistente Instanziierung
von k — 1 Variablen zu jeder anderen Variablen fortsetzen |&sst.

o Fiir bindre Netzwerke entspricht 2-Konsistenz der Bogenkonsistenz,
3-Konsistenz der Pfadkonsistenz.

@ Ein CSP ist stark k-konsistent, wenn es 1, 2, ..., k-konsistent ist.
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X ={x,y,1,z}

D, = {2,3,4},D, = {2,3,4},D; = {2,5,6}, D, = {2,3,5}
Cez=(x=0 mod z),C,, =(y =0 mod z),
C,= (=0 mod 2)

x ¥ 1
(a)
«O> «F>r «=» «E» = Q>










Backtrack-Freie Netzwerke

Das obere Netzwerk auf der vorhergehenden Folie enthdlt keine Sackgassen
mehr; eine Losung kann daher immer ohne Backtracking gefunden werden.

Definition
Ein Netzwerk R heiBt backtrack-frei entlang einer Variablenordnung d
wenn jedes Blatt im Backtracking-Suchbaum eine Lésung von R ist.
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Bogenkonsistenz

Definition

Sei x; eine Variable und x; eine benachbarte Variable (d.h., es gibt einen
Constraint Cjj mit Scope {x;, xj}). x; ist bogenkonsistent zu x;, wenn es zu
jedem Wert von x; einen Wert im Bereich von x; gibt, der Cj; erfiillt.

x; und x; sind bogenkonsistent, wenn x; bogenkonsistent zu x; und x;
bogenkonsistent zu x; ist.

Ein bindres Constraint-Netzwerk ist bogenkonsistent, wenn jedes Paar von
Variablen bogenkonsistent ist.

Ein bindres Constraint-Netzwerk, das nicht bogenkonsistent ist, kann
durch Anderung der Domanen in ein dquivalentes bogenkonsistentes
Netzwerk iiberfiihrt werden.
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Bogenkonsistenz: Revision von Domanen

function REVISE(x;, xj, D, C)
change + falsch
for all a; € D; do
if Es gibt kein a; € D; mit (aj, aj) € C;; then
D,' — D,' \ {a,-}
change < wahr
end if
end for
return change
end function

Revise berechnet D; <— D; N (Cjj X D;) und gibt wahr zuriick, wenn D;
verandert wurde.

Sei k eine Obergrenze fiir die GroBe der D;. Die Komplexitdt von REVISE
ist O(k?).
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function AC-1(X, D, C)
repeat

dg « falsch
for (x;, x;) fiir die Cj; existiert do

dg < dg VvV REVISE(xj, x;i, D, C)
end for
until dg = falsch
end function

«O> «F>r «=» «E» Q>
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AC-3

function AC-3(X, D, C)
for (x;, x;) fiir die Cj; existiert do
queue < queue U {(x;, x;), (xj, xi)}
end for
while queue # () do
Wahle (x;, xj) aus queue
queue < queue \ {(x;, xj)}
if REVISE(x;, xj, C) then
queue < queue U {(xx, xi) | k # i,k # j}
end if
end while
end function
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Gerichtete Bogenkonsistenz

Definition
Seien R = (X, D, C) ein Constraint-Netzwerk und d eine Ordnung auf X.
R heiBt gerichtet bogenkonsistent (directed arc consistent, DAC), wenn

Jedes x; bogenkonsistent mit jedem x;,j > i ist.

Ein zyklenfreies, gerichtet bogenkonsistentes Constraint-Netzwerk ist

backtrack-frei.

Matthias Hélzl, Christian KroiB Formale Techniken der Software-Entwicklung 7. Juli 2014 71 / 154



Look-Ahead

Propagation kann wahrend der Backtracking-Suche eingesetzt werden

@ Dadurch wird der Suchraum verkleinert, aber der Aufwand fiir jede
Variableninstanziierung steigt

@ Der Aufwand fiir Propagation sollte daher beschrankt werden;
starkere Konsistenz als Bogenkonsistenz wird wahrend der Suche nur
in wenigen Fallen verwendet

e Starke Propagation (Pfadkonsistenz, i-Konsistenz) vor der Suche
macht Look-Ahead (manchmal) iiberfliissig, hat aber selber hohe
Komplexitat

@ Look-Ahead kann dynamisch existierende Abhangigkeiten in Betracht
ziehen

Die verschiedenen Look-Ahead-Strategien unterscheiden sich durch die
verwendete WAHLE-WERT Funktion
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Verallgemeinertes Look-Ahead

function LOOK-AHEAD(X, D, C, WAHLE-WERT)
D +cD,i+1
while 1 </ < ndo
D' < D' [Werte von D' vor Instanziierung von x;]
a; <+ WAHLE-WERT(3;_1, x;, X, D/, C)
if a; = null then
i+ i—1, D} «+ Dj fiir alle k > i
else
i+ i+1
end if
end while
if i =0 then
return inkonsistent
else
return 3,
end if

end function
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Forward Checking

@ Forward Checking ist eine Variante des Look-Aheads, die nur relativ
wenig Propagation durchfiihrt

@ Die Konsistenz jeder uninstanziierten Variable wird als gesondertes
Problem betrachtet: Bei der Instanziierung von x; werden alle
Constraints, deren Scope Variablen aus X; und ein x, mit k > j
enthalt, gesondert betrachtet

o Constraints zwischen x;, xx mit j, k > i werden nicht propagiert

@ Die Propagation wird nur einmal durchgefiihrt, nicht bis zu einem
Fixpunkt
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Forward Checking

function WAHLE-WERT-FC(3;_1, x;, X, D’, C)
D" —c D’
while D/ # () do
Wihle a; € D!, D} < D!\ {a;}
for all k,i < k< ndo
for all a, € D, do
if “KKONSISTENT?((&;, xx = ak), C) then
D} « D\ {a}
end if
end for
if D, =0 then
D;, < Dy fiir alle k > i
else
return a;
end if
end for
end while
return null
end function
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AC-Suche

function WAHLE-WERT-AC(3_1, x;, X, D', C)

while D/ # () do
Wihle a; € D], D] < D} \ {a}
repeat

wert-entfernt? < falsch
forall j,k mit i<j<ni<k<nk+#jdo
for all a; € D; do
if =Jax € D;, mit KONSISTENT?((J}, aj, ax), C) then
D} « D)\ {a}
wert-entfernt? <— wahr
end if
end for
end for
until wert-entfernt? = falsch
if irgendein D;, = () then  Dj « D;/ fiir alle k > i
else return a;
end if
end while
return null
end function
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Full Look-Ahead

function WAHLE-WERT-FLA(3:_1, x;, X, D', C)
while D/ # () do
Wihle a; € D}, Dj «+ Dj \ {a;}
forall j,k mit i<j<ni<k<nk+#jdo
for all a; € D} do
if =3ax € D; mit KONSISTENT?({(&}, aj, ax), C) then
D} + D]\ {aj}
end if
end for
end for
if irgendein D, = 0 then  Dj « D,/ fiir alle k > i
else return a;
end if
end while
return null
end function
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Partial Look-Ahead

function WAHLE-WERT-PLA(3/_1, x;, X, D', C)
while D/ # () do
Wihle a; € D}, Dj «+ Dj \ {a;}
forall j,k mit i<j<nj<k<ndo
for all a; € D} do
if =3ax € D; mit KONSISTENT?((&}, aj, ax), C) then
D} + D)\ {aj}
end if
end for
end for
if irgendein D, = 0 then  Dj « D,/ fiir alle k > i
else return a;
end if
end while
return null
end function
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Look Ahead: Variablenordnung

Die durch Look Ahead gewonnene Information kann zur dynamischen
Auswahl von Variablenordnungen oder zur Verbesserung der
Werteauswahl-Heuristiken verwendet werden: z.B. Dynamic Variable
Forward Checking: Ordne die uninstanziierten Variablen nach jedem
Look-Ahead-Schritt so, dass die Variable mit der kleinsten Doméne als
nachstes instanziiert wird.
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Backjumping

@ Der Backtracking-Algorithmus geht in der Riickwartsrichtung immer
einen Schritt zuriick

@ Das ist oft nicht der Schritt in dem das Problem aufgetreten ist

@ ldee: Finde den zuletzt zugewiesenen Wert einer Variable, der fiir die
Inkonsistenz verantwortlich ist und springe direkt zu dieser Stelle
zuriick.
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Backjumping

Eine Instanziierung a; heiBt Sackgasse (dead end state) (auf Ebene i),
wenn sie mit jedem moglichen Wert von xj;1 inkonsistent ist. xj1 heiBt
dann dead-end Variable.

Sei @= aj,...,aj eine konsistente Instanziierung, x eine uninstanziierte
Variable. Wenn es keinen Wert b € D, gibt, der mit & konsistent ist, dann
heiBt a eine Konfliktmenge (conflict set) zu x; man sagt a steht im
Konflikt mit x.

Steht kein Subtupel von & im Konflikt mit x so heit & eine minimale
Konfliktmenge zu x.
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Sei (X, D, C) ein Constraint-Netzwerk. Eine partielle Instanziierung 3, die
in keiner Losung von (X, D, C) vorkommt heit No-Good oder Nogood.

Eine Konfliktmenge ist immer ein Nogood, aber es gibt auch Nogoods, die
keine Konfliktmengen sind.
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Backjumping

Backjumping versucht immer, wenn bei der Suche eine Sackgasse auftritt
so weit wie moglich zuriickzuspringen ohne dabei Losungen zu verlieren.

Definition
Sei 3; ein Blatt des Suchbaumes, das eine Sackgasse ist. a; mit j </ heiBt

sicher (safe), wenn a; ein Nogood ist, d.h., wenn &; nicht zu einer Losung
erweitert werden kann.

Was ,,so weit wie mdglich" bedeutet hangt von der Information ab, die der
Algorithmus mitfiihrt
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Arten des Backjumpings

@ Gaschnigs Backjumping: Verwendet Information aus der aktuellen
Belegung um zuriickzuspringen, springt aber nur an Blattern des
Suchbaumes

@ Graphenbasiertes Backjumping: Verwendet die Struktur des
Constraintgraphen, um auch an inneren Sackgassen zuriickzuspringen,
beachtet aber die aktuelle Belegung der Variablen nicht

o Konfliktgesteuertes Backjumping: Verbindet Gaschnigs und
graphenbasiertes Backjumping; springt an Blattern und inneren
Knoten zuriick und verwendet die aktuelle Belegung der Variablen um
Konflikte zu identifizieren
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@ Sprache zur Beschreibung von (reinen) Constraintproblemen
@ Kann mit vielen Constraint-Solvern verwendet werden

@ Damit sowohl Einbettung als Bibliothek als auch Integration in
CLP-Systeme wie Eclipse moglich
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X = {WA,NT,Q, NSW, V,SA, T}
D; = {1,2,3}

% Anzahl der Farben
int: nc = 3;

% Constraintvariablen
var 1..nc: wa; var 1..nc: nt; var 1..nc: q;

var 1..nc: nsw; var 1..nc: v; var 1..nc: sa;
var 1..nc: t;
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Beispiel: Karte von Australien

C={WA#NT, WA+ SA SA= V,SA# NSW,
SA+ Q,SA# NT,NT # Q, Q # NSW, NSW # V}

constraint
constraint
constraint
constraint
constraint
constraint
constraint
constraint
constraint

wa
wa
Ssa
sa
Sa
sa
nt

q
nsw
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solve satisfy;

"\t sa=", show(sa), "\n",
"g=", show(q),

"\t nsw=", show(nsw),
"\t v=" show (v) , n\nu’
"t=", show(t),

Il\nll] ;

«O> «F>r «=» «E» Q>

output ["wa=", show(wa), "\t nt=", show(nt),



Syntax der Pradikatenlogik: Terme

Die Menge der pradikatenlogischen Terme 7 (iiber Var, Fun und Const)
ist folgendermaBen rekursiv definiert.
@ Jede Variable x € Varistin T (d.h. VarC T)
e Jede Konstante ¢ € Const ist in T (d.h. Const C T)
@ Sei f ein n-stelliges Funktionssymbol und seien ti,..., t, Terme, dann
ist f(t1,...,tn) €T

Variablen und Konstanten nennt man auch Primterme oder atomare
Terme oder Atome. Alle anderen Terme heiBen Funktionsterme.
Terme in denen keine Variablen vorkommen heiBen Grundterme.
Grundterme kann es nur geben, wenn Const nichtleer ist.
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Terminduktion

Seien t = f(ty,...,t,) und s = g(s1,...,Sm) syntaktisch gleiche Terme,
t=s.Dannist m=n, f =g und firalle i mit1 </ <ngiltt =s.

Das folgende Beweisprinzip wird haufig verwendet, um syntaktische
Eigenschaften zu beweisen.
Proposition (Terminduktion)
Sei € eine Eigenschaft von Termen, fiir die folgendes gilt:
o &(t) gilt fiir alle Primterme t

e Sei f ein n-stelliges Funktionssymbol und gelte E(t;) fiir t1,. .., t,.
Dann gilt auch E(f(t1,...,tn))

Dann gilt £ fiir alle Terme.

Entsprechend kann man Eigenschaften von Termen durch Rekursion iiber
die Termstruktur definieren.
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Syntax der Pradikatenlogik: Formeln

Die atomaren Formeln (Primformeln) A (iiber Var, Fun, Const und Pred)
sind folgendermaBen rekursiv definiert:

@ Seien P ein n-stelliges Pradikatensymbol und t1,...,t, € T. Dann ist
P(ty,...,ty) € A

e Firt;,heTistty =the A

Die Menge der pradikatenlogischen Formeln L (iiber Var, Fun, Const und
Pred) ist folgendermaBen rekursiv definiert:

elstpec Asoistp € L (d.h. ACL)

e Sind ¢,¢ € L, so sind auch —¢, (¢ A), (¢ V), (¢ = ) und
(¢ < 1) in L enthalten

@ Sind x € Varund ¢ € L, so sind auch Vx.¢ und 3x.¢ in L enthalten
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Strukturen

Eine Struktur A zur Signatur o = (Const, Fun, Pred, |.|) (kurz o-Struktur)
besteht aus

@ einer nichtleeren Menge A, dem Trager (oder der Grundmenge) der
Struktur

@ einem Element ¢ € A fiir jedes Konstantensymbol ¢ € Const

e einer Funktion f4 : A" — A fiir jedes n-stellige Funktionssymbol
f e Fun

e einer Relation P4 C A" fiir jedes n-stellige Pridikatssymbol P
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Modelle der Pradikatenlogik

Definition

Ein Modell M einer Sprache L ist ein Paar (A, w), bestehend aus einer
L-Struktur A (mit Trager A) und einer Belegung w : Var — A.

Wir schreiben [c]a¢ (oder c™, oder [c] falls M Klar ist) fiir ¢,
entsprechend fiir Funktions- und Pradikatensymbole.

Modelle einer Sprache £ nennt man auch £-Modelle oder Interpretationen
von L. Den Trager von A nennt man auch Trager von M.

Wir schreiben M[x + a] fiir das Modell (A, w') mit

W(y) = {W(y) fir y # x

“]a fir y = x
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Durch ein Modell M wird jedem L-Term ein Element aus A zugeordnet:
[xIm = w(x)
[clm = ¢

A

[F(ts,- -, to)lve = P, Tl )
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Erfillungsrelation

Die Semantik von Formeln lasst sich durch die Erfiillungsrelation M |= ¢

(M erfiillt ¢ oder M ist ein Modell von ¢) beschreiben:

MER(ty, ... 1) <= RY[t]as-- - [t )

MEt =t <= [t)m=[t2]m

ME ¢ <= M [ ¢ist falsch (M [~ ¢)
MEINY <= MEdund M =9
MEOVY < M ¢oder M =1
MEP=1Y) < M ¢oder My
ME¢ey = (ME¢ud M=)

oder (M £ ¢ und M £ 9)

M EVx.¢ <= M[x — a] = ¢ fiir alle a

M = Ix.¢p < esgibt amit M[x — a] E ¢
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Semantik von Formeln

In einer an die Semantik der Aussagenlogik angelehnten Schreibweise kann
man die Erfillbarkeitsrelation auch folgendermaBen aufschreiben:

[P(t1, ..., t) ] = PRIt - - - s [tn]d)
[t = 2]m = [a]m = [t2]m
[l = [oIm

[é A lm = [6lm & [¥]
[oV ¥lm = [olm | [¥]nm

[¢ = vIm = (Holm) | [¥]m

[¢ < Ylm = [9]m = [¥Im
[Vx.¢lam = wahr gdw. [@] p[xsa) = wahr fiir alle a
[3x.¢]m = wahr gdw. es ein a gibt mit [¢] vqfxa) = wahr
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Erfiillbarkeit, Tautologien

@ Eine Formel heiB8t erfiillbar, wenn sie ein Modell besitzt

@ Eine Formel ¢ € L heiBt allgemeingiiltig, logisch giiltig oder
Tautologie, wenn sie in allen Modellen wahr ist, wenn also fiir alle

L-Modelle gilt M = ¢

@ Formeln ¢ und ¢ heiBen logisch dquivalent, wenn sie von den gleichen
L-Modellen erfiillt werden, wenn also M = ¢ genau dann gilt, wenn
M E ¢ gilt

@ Sei ® eine Menge von Formeln. Wir schreiben M = &, wenn M = ¢
fiir alle ¢ € ¢ gilt

@ Wir schreiben ¢ |= v (aus @ folgt ¢/) wenn jedes Modell von @ auch
Y erfiillt, wenn also gilt M =& — M = 1.

Vorsicht: Die Definition von M |= & ist anders als bei Sequenzen!
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Definition der Substitution

Seien alle vorkommenden Terme und Formeln mit [x — t] kollisionsfrei.

x[x—t]=t

yx—tl=y fallsy#x
cx—tl=c

f(te, ..., ta)[x = t] = f(xi[x — t],..., xa[x — t])
R(t1,...,th)[x — t] = R(xi[x — t],..., xa[x — t])
(t1 = to)[x = t] = ti[x = t] = ta[x > ]
(=)lx = t] = =([x — t])
(popd)[x = t] = (¢[x = t])op (Y[x = t]) op € {A,V,=, =}
(Qx.9)[x — t] = (Qx.9) Qe {v,3}
(Qyd)lx = t]=(Qy-dlx—=t]) Qe{v,3},y #x

Matthias Hélzl, Christian KroiB Formale Techniken der Software-Entwicklung 7. Juli 2014 100 / 154



w?(x) = (xo )M fiir alle x € Var.

Sei M ein L£-Modell. Wir defineren Mo als das Modell (A, w7), wobei

kollisionsfrei sind, gilt

Sei M ein Modell und o eine Substitution. Fiir alle Formeln ¢, die mit o

ME ¢po <= Mo ¢
Der Beweis erfolgt durch Induktion {iber ¢.

«O>» «Fr «=»>» «E=)» =] Q>




Folgerungen aus dem Substitutionssatz

Aus dem Substitutionssatz folgt das wichtige Korollar

Korollar (aus dem Substitutionssatz)

Seien ¢ und [x — t] kollisionsfrei. Dann gelten
@ Vx.¢ E ¢[x — t]
® ¢[x— t] = Ix.¢
° [x — t1],t1 =t = ¢[x — 1]

Gelte M = Vx.¢, also M[x — a] |= ¢ fiir alle a € A. Da tM € A ist gilt
somit auch M[x — t] = ¢, nach dem Substitutionssatz also
M E ¢[x — t]. Die anderen Aussagen zeigt man analog.
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Koninzidenzsatz

Theorem (Koninzidenzsatz)

Seien ¢ eine Formel, V' C Var eine Menge von Variablen mit fv(¢) C V,
M und N Modelle iiber derselben Struktur A mit x™ = xN fiir alle
x € V. Dann gilt M |= ¢ <= N [ ¢.

Der Koinzidenzsatz besagt also, dass nur die Belegung der Variablen, die
tatsachlich in einer Formel vorkommen einen Einfluss auf die
Modellbeziehung hat.
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Endlichkeitssatz

Sei ® eine (moglicherweise unendliche) Menge von Formeln.

Wir schreiben ® l@ ¢, wenn es eine Ableitung im Sequenzenkalkiil gibt,
deren Antezedens nur Formeln aus ® enthidlt und deren Sukzedens ¢
enthalt. Wir schreiben ® = 1 wenn & unerfiillbar ist.

Theorem (Endlichkeitssatz)
Wenn gilt ® lﬁ ¢, so gibt es eine endliche Teilmenge &g C ® fiir die gilt

N

Das ist klar, da Herleitungen endliche Baume sind, und in jeder Sequenz
nur endlich viele Terme vorkommen.
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Korrektheit und Vollstandigkeit

Sei ® eine (mdoglicherweise unendliche) Menge von Formeln. Dann
bedeuten

@ Korrektheit eines Beweissystems

‘Dlﬁgb impliziert & = ¢

o Vollstindigkeit eines Beweissystems

O ¢ impliziet g o
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Godelscher Vollstandigkeitssatz

Theorem (Godelscher Vollstandigkeitssatz)
Sei ® C L eine Menge von Formeln und ¢ € L eine Formel. Dann gilt

) |ﬁ ¢ genau dann, wenn & = ¢

Aus dem Vollstandigkeitssatz und dem Endlichkeitssatz folgt sofort

Theorem (Endlichkeitssatz (fiir das Folgern))

Wenn & |= ¢ gilt, so gibt es eine endliche Teilmenge ®q fiir die ®g = ¢
gilt.
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Eigenschaften der Pradikatenlogik

Aus dem Endlichkeitssatz fiir das Folgern ergibt sich

Theorem (Kompaktheitssatz)

Eine Formelmenge ® ist genau dann erfiillbar, wenn jede endliche
Teilmenge von ® erfiillbar ist.

Ist eine endliche Teilmenge ®, C & unerfiillbar, so ist offensichtlich auch
® unerfiillbar. Ist umgekehrt ® unerfiillbar, d.h., ® = L, dann gibt es eine
endliche Teilmenge ®¢ C & fiir die gilt ®o = L und die Aussage ist
gezeigt.
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Aufzahlbarkeit, Entscheidbarkeit

Im Gegensatz zur Aussagenlogik ist die Pradikatenlogik nicht entscheidbar.
Es gilt:

@ Die Sitze einer axiomatisierbaren Theorie T sind effektiv aufzahlbar,
d.h., es gibt einen Algorithmus der alle Sitze von T der Reihe nach
erzeugt

o Eine vollstandige axiomatisierbare Theorie T ist entscheidbar, d.h., es
gibt einen Algorithmus, der fiir jede Formel ¢ aus £(T) in endlicher
Zeit bestimmen kann ob ¢ € T oder ¢ & T gilt

@ Es gibt unendscheidbare axiomatisierbare Theorien T, d.h., fiir
manche Theorien gibt es keinen Algorithmus der zu einer
vorgegebenen Formel ¢ in endlicher Zeit bestimmen kannob ¢ € T
oder ¢ & T gilt
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Pradikatenlogische Resolution

@ Prianex-Normalform: Alle Quantoren werden an den Anfang der
Formel gezogen. Aus (Vx.P(x)) A (Fy.Q(y)) wird ¥x.3y.P(x) A Q(y)
oder Iy Vx.P(x) A Q(y)

o Umwandlung des quantorenfreien Teils der Formel in CNF

@ Skolemisierung: Existenzquantoren werden durch neue Konstanten
oder Funktionssymbole ersetzt. Aus Jy.Vx.P(x) A Q(y) wird,
Vx.P(x) A Q(c®), aus Vx.3y.P(x) A Q(y) wird Vx.P(x) A Q(f*(x))

@ Allquantoren am Anfang der Formel werden weggelassen. Aus
Vx.P(x) A Q(c®) wird P(x) A Q(c®)

e Unifikation stellt fest wann P(t1,...,t,) und P(t],...,t})
komplementar sind und ermdglicht die Berechnung der Resolvente
zweier Klauseln
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Normalformen der Pradikatenlogik

Definition
Eine pradikatenlogische Formel ¢ ist genau dann in Pranex-Normalform,
wenn sie die Form

Qi x1. ... QpXn-p

hat, wobei Q; € {V, 3} und p eine quantorenfreie Formel ist.
@1 x1. ... Q, x, heiBt der Prafix, u die Matrix der Formel.

Zu jeder Formel gibt es (mindestens) eine Pranex-Normalform.

Wenn eine Formel ¢ in Pranex-Form ist, ihr Prafix nur aus Allquantoren
besteht, und ihre Matrix in CNF ist, dann sagt man ¢ sei in
Skolem-Normalform oder Standardform. Ublicherweise l3sst man den
Prafix dann weg.
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Skolem-Normalform erhalt Inkonsistenz

Proposition

Sei ¢ eine Formel und S die nach dem oben beschriebenen Verfahren
erhaltene Skolem-Normalform zu ¢. S ist genau dann inkonsistent, wenn ¢
inkonsistent ist.

Die Skolem-Normalform ¢s einer Formel ¢ ist nicht dquivalent zu ¢. Sei,
zum Beispiel

¢ = Ix.P(x)
und A die folgende Struktur

Trager {1,2}
Konstanten ¢ =
Pradikate P(1)A = falsch, P(2)* = wahr

Dann gilt A |= ¢ aber A |~ ¢s
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Unifikatoren

Definition (Komposition von Substitutionen)

Seien o und 6 Substitutionen. Die Komposition von 6 und o, 6 o o schreibt
man auch 6.

Bei der Komposition von Substitutionen wird also die links stehende
Substitution zuerst ausgefiihrt. Das ist sinnvoll, weil die a Substitution von
rechts angewendet wird: (¢po)0 = ¢(c6) = (6 o o).

Definition
Sei E = {Eq,... Ex} eine Menge von Ausdriicken (Termen oder Formeln).
Eine Substitution o heit Unifikator von E wenn Eio0 = Eco = ... = Exo

ist. E heiBt unifizierbar wenn es einen Unifikator von E gibt. Ein Unifikator
o heiBt allgemeinster Unifikator (most general Unifyer, MGU) von E, wenn
sich jeder andere Unifikator 8 in der Form 6 = on schreiben lasst.
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Binare Resolution

Seien L={Ly,...,Lm} und M ={My,...,M,} so, dass L und M keine
gemeinsamen Variablen haben. Falls L; und M; mit MGU o unifizierbar
sind und Ljo und Mjo komplementar sind (d.h. Lijoc = ~M,o oder

Lo = MJ'O') gilt

Ly, ... L, M. M,
(Ly,.. oy Lict, Ligay ooy Ly My ooy M1, M1, Mp)o

Diese Form der Ableitung heiBt bindre Resolution.
([_1, vy Liza, Livgy ooy Ly My oo Mjfl, Mj+1, ceey Mn)O' heiBt bindre
Resolvente von Ly, ..., Ly und My, ..., M,.
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Binare Resolution

Bindre Resolution fiir Pradikatenlogik ist keine vollstandige
Ableitungsregel. Man muss bindre Resolution entweder durch Resolution
von Mengen unifizierbarer komplementarer Literale erweitern oder sog.
Faktorisierung einfiihren.

Definition
Sei L ={Li,...Lny} eine Menge von Literalen. Sind zwei oder mehrere L;
mit MGU o unifizierbar, so heit Lo ein Faktor von L.
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Resolution

Seien L und M Mengen von Literalen. N ist eine Resolvente von L und M,
wenn die Resolvente einer Anwendung binarer Resolution auf

©Q© Lund M,

@ L und einen Faktor von M,

© einen Faktor von L und M oder

@ ceinen Faktor von L und einen Faktor von M

ist. Die Ableitung einer solchen Resolvente nennt man (pradikatenlogische)
Resolution. Wir schreiben dann L, M I@ M.
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Vollstandigkeit der Resolution

Wir schreiben S lﬁ M, wenn durch pradikatenlogische Resolution aus
S, =M die leere Klausel abgeleitet werden kann. Dann gilt:

Satz

Pradikatenlogische Resolution ist vollstandig und korrekt beziiglich der
genannten Ableitungsrelation, d.h., es gilt

S lﬁ M  genau dann, wenn S =M

Der Beweis erfolgt durch den Satz von Herbrand bzw. die im Satz von
Herbrand verwendete Konstruktion.

(Wie im aussagenlogischen Fall kann durch den pradikatenlogischen
Resolutionskalkiil nicht direkt M aus S abgeleitet werden, wenn S = M
gilt. Pradikatenlogische Resolution ist widerspruchsvollstandig und wir
fiihren damit immer Widerspruchsbeweise.)
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Satz von Herbrand

Satz (Herbrand)

Eine Menge von Klauseln S ist genau dann unerfiillbar, wenn es eine
endliche, unerfiillbare Menge S’ gibt, die aus Grundinstanzen von S
besteht.

Der Satz von Herbrand ist die Rechtfertigung fiir automatisierte
Beweisverfahren wie den DPLL-Algorithmus und die Grundlage fiir den
Korrektheitsbeweis des Resolutionskalkiils.
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Korrektheit und Vollstandigkeit

Sei ® eine (mdoglicherweise unendliche) Menge von Formeln. Dann
bedeuten

o Korrektheit eines Beweissystems
O ¢ impliziet ¢ ¢
o Vollstindigkeit eines Beweissystems

¢ impliziert ®F ¢
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Sei ® C L eine Menge von Formeln und ¢ € L eine Formel. Dann gilt

) Iﬁ ¢ genau dann, wenn & = ¢

® lﬁ ¢ genau dann, wenn = ¢

«O> «F>r «=» «E» Q>




Endlichkeits-, Kompaktheitssatz

Wir haben gezeigt, dass aus dem Goédelschen Vollstandigkeitssatz und dem
Endlichkeitssatz unmittelbar folgt:

Theorem (Endlichkeitssatz fiir das Folgern)

Wenn & |= ¢ gilt, so gibt es eine endliche Teilmenge ®q fiir die ®g = ¢
gilt.

Ahnlich zeigt man die folgende Aussage

Satz (Kompaktheitssatz)

Eine Formelmenge & ist genau dann erfiillbar, wenn jede endliche
Teilmenge von ® erfiillbar ist.
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Ausdrucksmachtigkeit der Pradikatenlogik

Viele Sachverhalte kdnnen in der Pradikatenlogik ausgedriickt werden:

@ Mathematische Theorien, z.B. Gruppentheorie, Mengenlehre, . ..

@ Chemische Reaktionen

e Abl3ufe (durch Formalisierung von Situationen, Fluenten, etc.)

Aber: Manche Sachverhalte lassen sich nicht beschreiben, z.B. die
transitive Hiille: Wir haben das Pradikat E fiir Eltern definiert. Das

Pradikat V soll die Vorfahren représentieren, V(x,y) genau dann, wenn y
ein Vorfahre von x ist.

° P(x,y)= V(x,y)
o (3z.P(x,z) AV(z,y)) = V(x,y)

Ist V eine korrekte Formalisierung des Begriffs ,, Vorfahre"?
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Transitiver Abschluss

Frage: Ist V' eine korrekte Formalisierung des Begriffs ,,Vorfahre"?

Antwort: Nein. V erzwingt zwar die Transitivitat, stellt aber nicht sicher,
dass das Modell von V minimal ist. Z.B. kann man V in einer Struktur A
durch A? interpretieren. Was wir suchen ist die minimale Relation, fiir die
die geforderte Abschlusseigenschaft gilt; nur die Elemente, die durch die
Axiome gefordert sind sollen in V' enthalten sein.

Frage: Wie kénnen wir die Minimalitdt von V in der Pradikatenlogik
ausdriicken?

Antwort: Gar nicht. Die Minimalitdt von V ist eine Eigenschaft, die iiber
alle moglichen Pridikate redet (,, V impliziert jedes andere Pradikat, das
..."). Das ist in der Pradikatenlogik nicht ausdriickbar.
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Pradikatenlogik zweiter Stufe

Erweitert man die Pradikatenlogik um Variablen fiir Funktionen und
Pradikate und erlaubt Quantifikation iiber diese Variablen, so erhilt man
die Pridikatenlogik zweiter Stufe. Damit kann man z.B. schreiben

VP.¥x.P(x) = P(x)

Mit dieser Erweiterung kann man die Transitive Hiille V' von P
folgendermaBen charakterisieren:

VQ. [P(x,y) = Q(x,y) A ((HZ.P(X,Z) AQ(z,y)) = Q(x,y))] =
V(x,y) = Q(x,y)
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Pradikatenlogik zweiter Stufe

Als Argumente von Funktionen und Pradikaten sind in der Pradikatenlogik
zweiter Stufe nur Individuen zuldssig, keine Funktions- oder
Pradikatenvariablen oder -konstanten. Z.B. ist P(f) kein zuldssiger Term,
wenn f eine Funktionsvariable ist.
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Modelle der Pradikatenlogik zweiter Stufe

Definition

Ein Modell M einer pradikatenlogischen Sprache zweiter Stufe L ist ein
Paar (A, w), bestehend aus einer £-Struktur A (mit Trager A) und
Belegungen w; : Var; — A, wg : Varg — F(A), wp : Varp — R(A).
Wir schreiben [c]a¢ (oder c™, oder [c] falls M klar ist) fiir ¢4,
entsprechend fiir Funktions- und Pradikatensymbole.

Dabei steht F(A) fiir die Menge aller Funktionen iiber A und R(A) fiir die
Menge aller Relationen iiber A; die Belegungen wr und wp miissen die
Stelligkeiten der Funktions- bzw. Pradikatenvariablen beriicksichtigen.

Substitution in Modellen wird sinngem3B wie bei der Pradikatenlogik erster
Stufe definiert.
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Semantik von Termen

Durch ein Modell M wird jedem L£-Term ein Element aus A zugeordnet:

[xIm
[clm
[f(ts,---,ta)]m
[f(ts,---,ta)]m

Matthias Hélzl, Christian KroiB

wy(x)

cA

wr(F)([tidm, - - -5 [tallm)
FAt s - - [l m)

Formale Techniken der Software-Entwicklung

f Funktionsvariable

f Funktionssymbol

7. Juli 2014

129 / 154



Erfillungsrelation

Die Semantik von Formeln lisst sich durch die Erfiillungsrelation M |= ¢
(M erfiillt ¢ oder M ist ein Modell von ¢) beschreiben:

M E P(t1,...,tq) <= wp(P)([ti]lm; .-, [ta]lm) P Préadikatenvariable
MEP(tr,...,t)) <= PY[t]r, -, [ta]m) P Pradikatensymbol

MEt =t < [t]m = [t2]m

ME ¢ < M E ¢ ist falsch (M £ ¢)

MEONY <= MESund M =19

MEOVY <= M= ¢oder M =1

MEO=9Y <= MWFEpoder M=

ME§&p « (Mpound M E )

oder (M [~ ¢ und M = 1))

Matthias Hélzl, Christian KroiB Formale Techniken der Software-Entwicklung 7. Juli 2014 130 / 154



Erfillungsrelation

Die Semantik von quantifizierten Formeln wird folgendermaBen definiert:

M E=Vx.¢ <= M][x — a] |= ¢ fiir alle Elemente a € A

M = Ix.¢p <= es gibt ein Element a € A mit M[x — a] E ¢

M EVf.¢ < MI[f — g]| E ¢ fiir alle Funktionen g € F(A)

M [ 3If.¢p < es gibt eine Funktion g € F(A) mit M[f — g] E ¢
M EVP.¢ < MIP — R] | ¢ fir alle Relationen R € R(A)

M E Ix.¢p < es gibt eine Relation R € R(A) mit M[P — R] = ¢

Auch hier miissen die Funktionen und Relationen die Stelligkeit beachten.
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Ausdrucksmachtigkeit der Pradikatenlogik zweiter Stufe

@ Endlichkeit des Modells:
VI.(f(x)=f(y) = x=y)=Vydx.f(x)=y

(Jede injektive Funktion ist surjektiv.)
@ Unendlichkeit des Modells:

AR.(Vx.Vy Vz.R(x,y)AR(y,y) = R(x,z))AVx.=R(x,x)A3Jy.R(x, y)

(Es gibt eine vollstandige, transitive, irreflexive Relation.)

@ Wohlordnung (wenn eine Pradikat erfiillbar ist, so gibt es ein kleinstes
Element, welches das Pradikat erfiillt):

VP.(3x.P(x)) = Ix.P(x) AVy.P(y) = x <y

e Transitive Hiille (s.0.)
@ , There are some critics who admire only each other”
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Eigenschaften der Pradikatenlogik zweiter Stufe

Sei ¢>, die Formel
dxq. . 3xp X1 E X0 AXL FE X3A - A Xn—1 F Xp
die besagt, dass es mindestens n verschiedene Individuen gibt, sei
Gendt =Vf.(f(x)=F(y) = x=y)=VyIxf(x)=y
die Formel, die besagt, dass alle Modelle endlich sein miissen, und sei
® = {denar} U{p>n | n € N}

Dann ist jede endliche Teilmenge von ® erfiillbar aber ® nicht (denn kein
endliches Modell kann ¢, fiir alle n erfiillen, kein unendliches Modell
Gendr-) Damit ist klar, dass der Kompaktheitssatz nicht gelten kann.
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Eigenschaften der Pradikatenlogik zweiter Stufe

@ Der Kompaktheitssatz gilt nicht

@ Da der Kompaktheitssatz unmittelbar aus dem Vollstandigkeitssatz
und den Eigenschaften von Herleitungen folgt, kann der
Vollstandigkeitssatz auch nicht gelten: Kein korrekter Beweiskalkiil fiir
die Pradikatenlogik zweiter Stufe ist vollstindig

o Die Menge der allgemeingiiltigen Formeln zweiter Stufe ist nicht
rekursiv aufzdhlbar

@ Der Satz von Léwenheim-Skolem gilt nicht fiir die Pradikatenlogik
zweiter Stufe
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Pradikatenlogiken hoherer Stufe

Frage: Was passiert, wenn man Funktionen und Pradikate als Argumente
von Funktionen und Pridikaten zuldsst? Bekommt man immer
ausdrucksstarkere Logiken?

Antwort: Nein. Man kann zeigen, dass Logiken hdherer Stufe keine weitere
Steigerung der Ausdrucksmachtigkeit bringen. Sie lassen sich alle auf die
Pradikatenlogik zweiter Stufe zuriickfiihren.

Fiir die praktische Anwendung ist es aber vorteilhaft Terme und Formeln
hoherer Ordnung zuzulassen und zu systematisieren. Damit kommt man
zur sog. (klassischen) Typtheorie.
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Terme/Formeln

Die Typtheorie hat die folgenden Symbole:

o Fiir jeden Typ « gibt es eine abzdhlbare Menge von Variablen x,

@ Die logischen Konstanten =60, Vo—o—0, M(a—s0)=0 UNd {(a—0)—ar
fiir jeden Typ «

@ Nichtlogische (doméanenspezifische) Konstanten
Terme/Formeln sind folgendermaBen definiert:

@ Jede Variable und Konstante vom Typ « ist ein Term vom Typ «
@ Sind A,—3 und B, Terme, so ist AB ein Term vom Typ /3

@ Ist x, eine Variable und Ag ein Term so ist Ax.A ein Term vom Typ
a—f
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PVS

Die Logik von PVS basiert auf der gerade beschriebenen Typtheorie,
beinhaltet aber einige Erweiterungen, die die Machtigkeit der Sprache
wesentlich erhdhen:

Mehrere Grunddatentypen

Tupel, Strukturen (Records)
Pradikaten-Subtypen

Strukturelle Subtypen

Abhéangige Typen (dependent Types)

Syntaktische Erweiterungen fiir algebraische Datentypen

Andere Features erlauben die einfachere Strukturierung von
Spezifikationen, z.B. hierarchische, parametrisierbare Theorien.
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Typen in PVS

Basistypen: number, nat, boolean, ...
Aufzdhlungstypen: {red, green, blue}
Funktionstypen: [number -> number]

Record-Typen: [# flag: boolean, value: number #]
Tupel-Typen: [boolean, number]

Cotupel-Typen (disjunkte Summen): [boolean + number]
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Typen in PVS

@ Algebraische Datentypen (und Codatentypen)
1list[T: TYPE]: DATATYPE BEGIN
null: null?
cons(car: T, cdr: list): cons?
END DATATYPE
o Pradikaten-Subtypen:
» {x: real | x /= 0}
» {f: [real -> real] | injective?(£f)}
» {x: T | P(x)} kann als (P) geschrieben werden
@ Strukturelle Subtypen:
» [# x,y: real, c: color #] ist Subtyp von [# x,y: real #]
» Updates respektieren Subtypen
@ Abhingige Typen (dependent Types) fiir Funktionen, Tupel, Records
und algebraische Datentypen:

[n: nat -> {m: nat | m <= n}]
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PVS Ausdriicke

o lLogik: TRUE, FALSE, AND, OR, XOR, NOT, IMPLIES, FORALL, EXISTS,

@ Arithmetik: +, -, *, /, <, <=, >,>=,0,1, 2, ...

@ Funktionen:

» Applikation (f(x))
» Abstraktion (LAMBDA (x): A
» Update (f WITH [(X) := 1])

e Hilbert-Operator: epsilon

]
N

@ Typumwandlungen
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PVS Ausdriicke

Records: Konstruktion ((# size := 0 #)), Selektion (size(r)),
Update (r WITH [size := 1])

Tupel: Konstruktion ((0, 1)), Selektion (proj_1(t) oder t¢1),
Update (t WITH [1 := 1])

Konditionale: IF-THEN-ELSE, COND

Destrukturierung von Records und Tupeln: (LET ... = ... IN ...)
Pattern-Matching von (Co-)Datentypen CASES

Tabellen
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intlist: DATATYPE
BEGIN
null: null?

cons(car: int, cdr: intlist): cons?
END intlist

«O> «F>r «=» «E» Q>



Temporallogik

Eine Temporallogik ist eine Logik, in der man Operatoren hat, die
derartige ,,zeitlichen” Zusammenhange beschreiben. Dabei unterscheidet
man Logiken, mit

@ linearer Zeit: diese Temporallogiken beschranken sich auf Fragen, die
einen zukiinftigen Ablauf, bzw. alle in einem Knoten beginnenden
Ablaufe betreffen, und solche mit

o verzweigter Zeit: in diesen Logiken kann man iiber zukiinftige Abldufe
existenziell und universell quantifizieren.

Wir werden im Folgenden die Logik CTL* (Computation Tree Logic*)
betrachten, der ein verzweigtes Modell der Zeit zugrundeliegt, die aber
sowohl Aussagen liber lineare Zeit als auch verzweigte Zeit machen kann.
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Syntax von CTL*

In CTL* werden die Aussagenlogischen Formeln erweitert um

e Die Pfadquantoren A (fiir alle Pfade) und E (es gibt einen Pfad)
@ Die Temporaloperatoren

» X ¢ (neXt time): die Eigenschaft ¢ gilt im nichsten Zustand des Pfades
» F ¢ (Future): die Eigenschaft ¢ wird auf einem Zustand des Pfades
gelten

G ¢ (Globally): die Eigenschaft ¢ gilt fiir jeden Zustand des Pfades

¢ U1 (Until): gilt, wenn es einen Zustand auf dem Pfad gibt, fiir den
1 gilt, und wenn in allen vorhergehenden Zustdnden ¢ gilt

¢ R (Release): gilt, wenn ¢ bis zum ersten Zustand gilt, in dem ¢ gilt
(einschlieBlich dieses Zustandes). ¢ muss aber nicht gelten.

vy

v
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Syntax von CTL*

In CTL* gibt es Zustandsformeln (state formulas) und Pfadformeln (path
formulas). Sei AP die Menge der atomaren Aussagen.

@ Zustandsformeln sind folgendermaBen rekursiv definiert:
» Ist A€ AP, dann ist A eine Zustandsformel
» Sind ¢ und v Zustandsformeln, so sind auch —¢, ¢ At und ¢V ¢
Zustandsformeln
> Ist ¢ eine Pfadformel, dann sind A ¢ und E ¢ Zustandsformeln
o Pfadformeln sind folgendermaBen rekursiv definiert:

» Ist ¢ eine Zustandsformel, dann ist ¢ auch eine Pfadformel
» Sind ¢ und v Pfadformeln, dann sind auch —¢, ¢ A, ¢V, X b, F ¢,
G ¢, pU v und ¢ Ry Pfadformeln

CTL* ist die Menge der durch diese Regeln generierten
Zustandsformeln.
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Transitionssysteme und Kripke-Strukturen

Sei L eine logische Sprache mit Atomen AP.

Definition

Ein Transitionssystem M = (S, —, L) besteht aus einer Menge von
Zustianden S, einer bindren Relation — auf S, so dass es fiir jedes s € S
ein Element s’ € S gibt, fiir das s — s’ gilt, und einer Funktion

L:S — PB(A), die jedem Zustand s € S die Menge der Atome zuordnet,
die in s gelten.

Ein Transitionssystem M zusammen mit einer Menge So C S nennt man
eine Kripke-Struktur.

Ein Pfad in M ist eine unendliche Folge von Zustinden, m = s, s1,..., SO
dass fiir alle i gilt s; — sj+1. (Ein Pfad ist somit ein unendlicher Ast in
dem vom Transitionssystem erzeugten Baum.)
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M,;sEA < pel(s)
M sl ¢ <= M,slE ¢
M,sEopVY < M,s | ¢ oder M,s =
M,sEpANY < M,skE¢und M,s =9
M,s = E¢ <= Es gibt einen Pfad 7° mit M, 7 = ¢
M,s = A¢ < Fir alle Pfade 7° gilt M, 7 = ¢

u]
8]
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Semantik von CTL*

M, = ¢ < ZF(¢), ™ beginnt mit s und M,s = ¢
M,mE—¢p <= Mmoo
M,rtEOVY <= M, = ¢ oder M, 1 =
MrEINY <= M,mE=¢dund M, =
MrEXp <= M7t E¢
M, 7 =F¢ < es gibt k mit M, 7% = ¢
M, 1 =G¢ < firalle i >0 gilt M, 7' = ¢
M,mE Uy <= Tk >0OMaK EpAVO<i< kM7 =¢
M, m = ¢RY <= Vj>0.IfVi < jM,m' £ ¢ then M, 7/ |=1)
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Einschrankungen: LTL und CTL

e CTL (Computation-Tree Logic): Jeder der Operatoren X, F, G, U
und R muss unmittelbar nach einem Pfadquantor stehen. CTL ist eine
Sprache, die nur verzweigte Zeit beinhaltet

e LTL (Linear-Time Logic): Nur Formeln der Form A ¢ mit einer
Pfadformel ¢, in der alle Zustands-Teilformeln atomar sind.
(Typischerweise wird der Allquantor weggelassen.) LTL ist eine
Sprache, die nur lineare Zeit beinhaltet
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Model Checking

Sei M eine Kripke-Struktur, die ein (nebenldufiges System) mit endlich
vielen Zustanden beschreibt, und sei ¢ eine temporallogische Formel, die
eine gewiinschte Eigenschaft des Systems beschreibt.

e Finde alle Zustande fiir die gilt M, s = ¢, also
MS={seS|M,skE ¢}
o Damit die Eigenschaft fiir das System erfiillt ist, muss gelten Sy C MS

@ Wenn die Eigenschaft nicht erfiillt ist kann meist ein Pfad angegeben
werden, der die Eigenschaft nicht erfiillt.
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Vorteile/Nachteile des Model Checkings

@ Model-Checking ist weitgehend automatisch

o Model-Checking kann zur Verifikation einzelner Eigenschaften
hergenommen werden; ein vollstindiges Systemmodell ist nicht
notwendig

@ Model-Checking eignet sich fiir nebenldufige und reaktive Systeme

@ Gilt eine Eigenschaft nicht, so kdnnen Model-Checker typischerweise
Fehler-Traces ausgeben

@ Problem: Explosion des Zustandsraums (State Explosion)

@ Model-Checking funktioniert nicht fiir datenabhingige Systeme
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