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Musterlosung

Aufgabe 1:
Gegeben sei ein gerichteter Graph wie in Abbildung
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Abbildung 1: Gerichteter Graph

SoSe 2015

Im logischen Modell M, dass im folgenden betrachtet werden soll, enthalte die Menge A die Knoten des
Graphen und die bindre Relation R(x,y) stehe fiir eine gerichtete Kante vom Knoten z zu Knoten y.

Fiir das Modell in Abbildung [1] gilt demnach:
A = {s0,51,52,53}

und

RM = {(s0,51), (51,50), (51, 1), (51, 82), (52, 50), (53, 50), (53, 52)}

(a) Geben Sie eine Formel ® in der Pradikatenlogik 2. Stufe an, die beschreibt, dass ein Knoten v nicht
von einem Knoten u erreichbar ist. Fiihren Sie dazu zusétzlich zu R noch ein weiteres zweistelliges
Priidikat P ein. Fiir ein Modell M soll demnach M = ® genau dann gelten, wenn es in R keinen

endlichen Pfad von u nach v gibt.
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Loésung:

o = EPVIVyVZ (01 A CQ A\ 03 A 04)

Cy = P(z, 1)
Cy = P(z,y) AN P(y,2) = P(x,2)
Cs5 = -P(u,v)

Ci=R(z.y) — Pla,y)
Beweis: Zeige IPVaVyVz. (C1 ACy AC3 A Cy) <= es existiert kein Pfad von u nach v.

<= : definiere PM = {(s,s') € A x A|s’ # v} U{(v,v)}. Man kann leicht nachpriifen, dass
dieses P alle Cy — Cy erfiillt.

= : Zeige Negation: 3 Pfad von u nach v = AP(VaVyVz. (C1 A Cy A C3 A Cy)).
Beweis durch Induktion iiber Lange n des Pfades von u nach v.

n = 1: Fiir einen Pfad der Lénge 1 muss R(u,v) gelten. Dann gilt durch Cy auch P(u,v)
dies widerspricht jedoch Cj.

n+1: Sei w der Knoten, der auf dem Pfad von u nach v direkt nach v kommt, d.h. der Pfad
hat die Form v — w — ... — v. Das bedeutet, dass ein Pfad der Linge n von u nach v
existiert. Sei jetzt angenommen, dass ein P existiert, das (C; ACy ACy A—P(u,v)) erfiillt.
Nach Induktionsvoraussetzung kann es jedoch kein P geben, dass (C; ACoACyA—=P(w,v))
erfiillt. Da bis auf C, Cs und C4 unabhéngig von den konkreten Knoten sind, miissen sie in
jedem Fall gelten. Das bedeutet, dass fiir P gleichzeitig =P (u,v) und -——P(w, v) = P(w,v)
gelten muss. Da u — w allerdings ein Teil des Pfades ist, muss R(u,w) gelten und somit
durch C4 auch P(u,w). Mit Cy wiirde daraus P(u,v) folgen, was C3 widerspricht. Es
kann also auch fiir einen Pfad mit Linge n + 1 kein P geben, dass alle C; — C} erfiillt.

(b) Geben Sie eine Formel ¥ in der Pradikatenlogik 2. Stufe an, fiir die M |= ¥ genau dann gilt, wenn
RM einen Hamiltonpfad enthilt, d.h. einen Pfad, der jeden Knoten genau einmal "besucht".

Loésung:

U = FuaWVP. (TransHull(R, P) — (VaVy. W (z,y) — P(x,y))) A
(VaVy W (z,y) Nx £y — -W(y,z)) A
(Vv € A. W (u,v))
TransHull(P,V) =VaVyV2¥Q.[P(z,y) = Q(z,y) A ((32.P(z,2) A Q(z,9)) = Q(z,y))] = V(z,y) = Q(z,y)




